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Ідентифікація лінійних систем макроекономічної динаміки  

з відомими входами 

А. О. Борода, О. М. Назаренко 
Сумський державний університет, Україна 

Розглядається проблема специфікації та ідентифікації динамічної моделі 

міжгалузевого балансу макроекономічної системи. Моделювання фазових 

траєкторій і керувань проводиться з урахуванням циклічності, притаманній 

макроекономічним процесам, і відбувається шляхом виділення гармонічних 

хвиль, що розповсюджуються в даній системі.  

Ключові слова: модель Леонтьєва, фазові координати, керування, циклічні процеси, 

специфікація, ідентифікація, прогнозування. 

Рассматривается проблема спецификации и идентификации динамической 

модели межотраслевого баланса макроэкономической системы. Моделирование 

фазовых траекторий и управлений проводится с учетом цикличности, присущей 

макроэкономическим процессам, и происходит путем выделения гармоничных 

волн, распространяющихся в данной системе. 

Ключевые слова: модель Леонтьева, фазовые координаты, управления, циклические 

процессы, спецификация, идентификация, прогнозирование. 

The problem of identification and specification of dynamic input-output model of 

macroeconomic system is considered. Modeling of phase trajectories and their control 

takes into account the cyclicality inherent in macroeconomic processes and is 

performedvia the allocation of harmonious waves propagating in the system. 

Key words: Leontief model, the phase coordinates, controls, cyclic processes, specification, 
identification, prediction. 

 

1. Вступ 

Макроекономічними моделями прийнято називати моделі народно-

господарчого рівня з крупноагрегованими показниками, в рамках  яких 

досліджується функціональна структура економічних систем. Математичні 

моделі макроекономіки є ефективним інструментом теоретичних досліджень 

процесу вивчення динаміки на основі економічної теорії. Вони 

використовуються для розробки концепції економічного і соціального розвитку, 

при вивченні можливих альтернатив економічної політики та їх довгострокових 

наслідків, для прогнозування системи узагальнених показників національної 

економіки. Саме тому побудова моделей макроекономічних систем та розробка 

апарату їх ідентифікації є актуальною задачею. 

Наразі розроблено багато модифікацій динамічних макромоделей, які з 

теоретичної точки зору дозволяють висвітлити відповідний ефект в економічній 

системі. Серед них можна виділити класичні моделі, що описують поведінку 

випуску з необмеженим зростанням, випуску в умовах конкуренції, 

економічного циклу Хікса [1,2]. Однак в цих моделях недоліком є вивчення 

поведінки лише одного показника – випуску, при цьому поведінка інших 

факторів, які впливають на нього, постулюється заздалегідь відомою і 

незмінною. Одною з перших робіт, присвячених аналізу економіки країни як 
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єдиної системи, є модель Леонтьєва [3], яка знайшла широке застосування в 

макроекономічних дослідженнях. 

Загальним недоліком вказаних моделей є припущення про відомі значення їх 

параметрів функціонування. В реальних умовах виникають ситуації, в яких є 

лише набір статистичних даних відносно динаміки макроекономічних 

показників. При цьому необхідно на основі економічної теорії про зв'язок між 

задіяними факторами специфікувати структуру моделі (або скористатись 

відомою моделлю) та ідентифікувати невідомі параметри, що входять до неї [4]. 

У даній роботі пропонується методика специфікації та ідентифікації 

динамічної моделі Леонтьєва міжгалузевого балансу макроекономічної системи. 

Моделювання фазових траєкторій і керувань проводиться з урахуванням 

циклічності, притаманній макроекономічним процесам, і відбувається шляхом 

виділення гармонічних хвиль, що розповсюджуються в даній системі. 

 

2. Постановка задачі 

Запропонована В.Леонтьєвим динамічна міжгалузева модель є класичним 

прикладом використання систем диференціальних рівнянь у дослідженні 

проблем економічного зростання. Модель має вигляд [3] 

] ,[,)( 0** ktttt  xx   ,)()()()( ttBtAt uxxx  ,   (1) 

де ))()( ),(()( 21  tttt nxxx ,...,x  і ))()(),(()( 21  tttt nu,...,uuu  – вектор-

стовпці валових випусків і невиробничого споживання n галузей; A  – матриця 

прямих витрат, B  – матриця коефіцієнтів капіталоємкості приростів 

виробництва, *t  – точка відрізку ] ,[ 0 ktt , в якій задано граничний стан. 

Як відомо, задача Коші (1) при заданих матрицях і граничних умовах має 

єдиний розв’язок. Проте у багатьох реальних задачах матриці системи (1) 

невідомі. Більше того, граничні умови також можуть бути не заданими, 

наприклад, у випадку, коли *t  – момент часу, що розділяє базовий період і 

період прогнозування. 

Нехай  tx  і  tu  – статистична інформація про динаміку траєкторій  )(tx  
і 

 )(tu  в N дискретних моментах часу проміжку ) ,[ 10 tt , *1 tt  . Мета даної роботи 

полягає у знаходженні такого неперервного керування )(tu  і параметрів моделі 

(1), щоб при переведенні системи із деякого початкового стану в момент часу 0t  

в кінцеву бажану точку 
*

x  в момент часу *t  модельні траєкторії  )(tx , )(tu  

задовольняли ряд властивостей:  

а) високу якість апроксимації, тобто співвідношення tt tt uuxx  )(,)(  
виконуються з високою точністю у дискретному наборі точок проміжку ) ,[ 10 tt , 

наприклад, у сенсі евклідової 2L -норми [5]; 

б) високу якість прогнозу, тобто довірчі інтервали прогнозів фазового 

вектора )(tx  і керування )(tu  на проміжку ] ,[ 1 ktt  мають мінімальну довжину [6]; 

в) робастність, тобто оцінки невідомих параметрів якомога менш чутливі 

до незначних коливань вхідної інформації  tx , tu  [7]. 



48 Серія «Мат. моделювання. Інформаційні технології. Автоматизовані системи управління»  

Деякі із цих властивостей на практиці є конкуруючими, тому виникає 

необхідність у побудові такого мультикритеріального регулятора, що діє за 

принципом оберненого зв’язку [8,9], який би дозволив налаштувати 

досліджувану модель на вказаний набір властивостей. 

При чисельній реалізації моделей, метою яких є прогнозування, граничні 

умови диференціальних рівнянь (1) зручно задовольняти в момент часу, що 

слідує за періодом ідентифікації. Покладемо 11   Nt
*

t  , тоді відрізок [1, N] 

будемо називати періодом ідентифікації, а відрізок ] ,[ * ktt  – періодом 

прогнозування. При оцінених значеннях параметрів A, B, *x  розв’язок задачі 

Коші (1) дозволяє перевіряти імітаційні властивості на проміжку  *,1 t  і 

встановлювати прогнозні властивості моделі (1) на відрізку ] ,[ * ktt . 

Зазначимо, що довжина N періоду ідентифікації повинна бути достатньо 

великою, щоб на ньому стабілізувались взаємозв’язки між елементами системи. 

У випадку нестаціонарних фінансових часових рядів прийнято вважати N 100 

[10]. Для макроекономічної динаміки часові ряди часто є стаціонарними, 

статистична інформація подається по рокам і тому обмежена в часі. Для даного 

дослідження важливо, щоб довжина часових рядів l  55 . Стаціонарність моделі 

будемо характеризувати високою якістю апроксимації, прогнозування та 

робастністю [5, 11]. Якщо виконані умови стаціонарності, то оцінену на періоді 

ідентифікації [1, N] лінійну модель (1) можна переносити на період 

прогнозування ] ,[ * ktt  за умови Nttk  *  в силу інерційності динамічної 

системи [12]. 

Вектор )(tx  можна шукати за допомогою декомпозиції траєкторій руху 

фазових координат на складові [13]. Якщо ці траєкторії ідентифіковані за 

даними спостережень, то вектор керувань )(tu  може бути знайдений за 

допомогою оберненого зв’язку: 

)( )( =)( tBtPt xxu  ,  AEP  ,  ] ,[ 0 kttt .    (2) 

Основна проблема, яка тут виникає, полягає у знаходженні оптимальних 

значень довжини N періоду ідентифікації, розмірності n фазового простору та 

специфікації компонент фазового вектора x і вектора керувань u . Велику роль 

при вирішенні цієї проблеми відіграє регулятор. У якості регулятора будемо 

використовувати допоміжну інформацію відносно величин, які не присутні в 

рівнянні руху, але є невід’ємною частиною даної динамічної системи [13]. 

Додатковими величинами системи повинні бути обрані такі її характеристики, 

що акумулюють якомога більше інформації про досліджувану систему в цілому і 

відносно яких є доступні статистичні дані. У цій роботі регулятор буде 

складатись з двох пристроїв, які у будь-який момент часу t формують сумарні 

значення фазових координат і керувань 

. , 


n

m
m

n

m
m tttt

11

)()( )()( uuxx       (3) 

Тоді, якщо модельні траєкторії )(tx  і )(tu  налаштовані на високі імітаційні та 

прогнозні властивості, то і сумарні траєкторії (3) повинні мати такі ж 

властивості. 
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3. Метод розв’язання задачі 

Запропонований у даній роботі метод ідентифікації диференціальних рівнянь 

(1) відноситься до класу колокаційних методів, основна ідея яких полягає у 

розкладі фазових змінних по базисним функціям [8, 14]. Дотримуючись відомих 

методів виділення в рядах динаміки невипадкових складових [15], будемо 

припускати двокомпонентну адитивну схему розкладу фазових траєкторій (при 

додаванні шумів )(tν  одержуються реальні траєкторії). Тенденцію розвитку 

будемо характеризувати лінійним трендом, а коливальний процес описувати 

лінійною комбінацією гармонік з деякими частотами. Тоді регресійну модель 

для траєкторій фазових координат будемо подавати у вигляді: 

,
N

k
N,t ,tttt ktkk

n

k
kkt

2π
ω1, )sinωcosω()(

1

1

 




νbxx ba  (4) 

де kω  – частота k -ї гармоніки;  kk , ba  – вектори невідомих коефіцієнтів 

розкладу в обрізаний ряд Фур’є; tν – вектор випадкових збурень. При вказаних 

значеннях частот вектор середніх значень залишків дорівнює нулю  0ν . 

Етап 1. Визначення періоду T коливань даної системи і встановлення частот 

із спектра (4), на які налаштовані гармонічні хвилі, можна здійснювати за 

допомогою першого пристрою регулятора (3), що обчислює сумарне значення 

фазових координат )(tx . Для нього складається регресійна модель, аналогічна 

(4), і за допомогою критерію Стьюдента [6] виділяються значущі гармоніки. 

Аналіз циклічних процесів, які відбуваються в макроекономічних системах 

показує [16], що в них можуть розповсюджуватись хвилі Кондратьєва (k=1), 

Кузнеця (k=3), Жугляра (k=6). Крім того, можуть бути присутніми й інші хвилі 

(довгі або короткі). Все це вказує на те, що кількість секторів n 5 , і до цього 

результату ми повинні прийти, оцінюючи відповідні регресійні моделі. Процес 

виділення значущих гармонік необхідно проводити сумісно з визначенням 

періоду коливань T . Якщо частоти належать спектру (4), то бажано покласти    

N  T . Оптимальне значення N підбираємо враховуючи поведінку досліджуваної 

системи поза періодом ідентифікації 1, N . Для цього використаємо відому 

статистичну інформацію, що передує моменту 0t . Якщо модельна траєкторія 

коливань сумарного значення )(tx  при t  0 змінюється в напрямку 

статистичних даних, то вважаємо, що гіпотеза N  T підтверджується.  

Етап 2. Специфікація компонент вектора x  проводиться при встановленому 

значенні n . При поділі множини x  на підмножини nx,...,x,x 21  необхідно 

враховувати фізичну сутність цих підмножин та їх значущість у загальній масі. 

Фазові координати повинні бути обраними такими, щоб властиві їм гармонічні 

хвилі налаштовувалися на частоти, ідентифіковані нами на етапі 1. Оскільки 

кожна підмножина множини x  має свою специфіку функціонування, то 

кількості значущих гармонік у розкладі різних фазових координат можуть 

різнитись. Якщо фазова координата швидко реагує на якісні зміни у даній 

динамічній системі, то цій координаті відповідатиме максимальна кількість, 

тобто n 1 гармонік. Мінімальна кількість гармонік буде у розкладі тих фазових 

координат, які слабко реагують на зміни в інших підмножинах системи. 
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Для МНК-оцінок коефіцієнтів трендів одержані наступні формули: 
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Перевірку значущості гармонік, що розповсюджуються у кожній підмножині 

даної системи, можна проводити в рамках регресійної моделі коливань  

 
k

tkkkkt tt ν)sinωcosω( baε ,  )(ˆt tt  bxxtε , Nt 1,   .  (6) 

МНК-оцінки коефіцієнтів розкладу розраховуються за формулами: 
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xk .    (7) 

Рафіновану (відкинуті всі незначущі МНК-оцінки) модель коливань фазових 

координат навколо відповідних трендів 

)sinˆcosˆ()(  
k

kkkk ttt  baε       (8) 

екстраполюємо назад на проміжок 0t  і перевіряємо відповідність 

статистичним значенням tε  (t  0, 1, ...) . Якщо перевірка нас задовольняє, то 

можуть бути прийнятними і модельні траєкторії руху фазових координат 

)sinˆcosˆ)(ˆ)(  
k

kkkk tωtttt ba (bxx .     (9) 

У випадку незадовільних імітаційних властивостей модельних кривих (8), (9) 

необхідно провести іншу специфікацію фазових координат і переоцінити 

відповідні регресійні моделі. 

Етап 3. Специфікація вектора керувань u здійснюється при заданому 

фазовому векторі )(tx  і його похідній )(tx . Для ідентифікації вектора керувань 

)(tu  враховуючи (2), складаємо наступну регресійну модель ( tr  вектор 

випадкових збурень): 

.ˆ
tt BtP rbxxxuu  )())((       (10) 

Лінійна модель (10) оцінюється звичайним МНК, якщо на елементи матриць 

A і B не накладаються обмеження-нерівності. У випадку лінійних обмежень-

нерівностей вигляду 2121   ,   jiji ba  задача мінімізації суми 

квадратів відхилень регресійної моделі (10) за допомогою теореми Куна-Такера 

зводиться до задачі математичного програмування, яка розв’язується методом 

множників Лагранжа [17]. Якщо отримані МНК-оцінки BP ˆ  і  ˆ  , то для 

модельних траєкторій керувань одержуємо  

).(ˆ)(ˆ tBtPt xx)u(           (11) 

Адекватність кривих (11) статистичним даним перевіряємо за допомогою 

коефіцієнтів детермінації, а також другого пристрою регулятора, який моделює 

траєкторію сумарного керування згідно другої балансової рівності (3). Якщо 

імітаційні та прогнозні властивості модельних кривих )(tu  з якихось причин нас 

не влаштовують, то виникає необхідність у корегуванні алгоритму – 

специфікацію компонент )(tx  (етап 2) треба розглянути заново, скорегувавши 

поділ заданої множини на підмножини. 
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4. Практична реалізація алгоритму 

Апробація побудованої динамічної моделі проводилася на базі статистичних 

даних макроекономічного розвитку Франції [18]. Розділимо економіку Франції 

на n секторів. Тоді координатами фазового вектора x моделі є валові випуски 

продукції секторів, а координати вектора керувань u  – невиробниче 

споживання продукції секторів. Оптимальне значення об’єму вибірки N  50 , 

при цьому 1960-2009 рр. – період ідентифікації, 2010-2011 рр. – період 

прогнозування. Аналіз залежності розмірності n фазового простору від рівня 

значущості   показує, що при 0050,  економіку Франції необхідно ділити на 

5 секторів. У якості п’яти секторів можна вибрати наступні: промисловість та 

сільське господарство (Industry; Agriculture); будівництво та транспорт 

(Construction; Transport); фінансовий сектор і нерухомість (Finance; Real estate); 

комунікації та наука (Communication; Science); сфера послуг (service Industries). 

Аналіз статистичної інформації для економіки Франції за 1957 – 2009 рр. 

показує, що дана макроекономічна система розвивається циклічно (для всіх 

вказаних секторів і економіки в цілому фази підйому змінюються фазами спаду). 

Довгострокова тенденція розвитку характеризується прямолінійним трендом з 

додатним нахилом і спостерігається коливання випусків та невиробничого 

споживання навколо відповідних трендів. Тому логічним є використання 

запропонованого у даній роботі підходу, що базується на розкладанні фазових 

координат (випусків секторів) на трендову та періодичну складові.  

Визначення періоду T коливань даної системи і встановлення частот із 

спектра (4), на які налаштовані гармонічні хвилі, проводиться шляхом обробки 

статистичної інформації для ВВП (валового випуску продукції). Тоді випуски 

вибраних секторів повинні відтворювати основні властивості ВВП. 

Розкладання часового ряду }{ tx  на періоді ідентифікації на трендову і 

періодичну складові підтверджує у випадку 0050,  наявність у 

макроекономіці Франції чотирьох значущих гармонік (k=1, 2, 3, 6). Це означає, 

що на ВВП Франції суттєво впливають чотири основні гармоніки: хвиля 

Кондратьєва (k=1), хвиля Кузнеця (k=3), хвиля Жугляра (k=6) і проявляє себе 

також хвиля з періодом, що дорівнює половині періоду хвилі Кондратьєва (k=2). 

Оскільки розклад функцій випуску на складові містить один тренд і чотири 

гармоніки, то розмірність фазового простору n  5. Наступним кроком є поділ 

макроекономіки Франції на п’ять секторів і розкладання часових рядів випусків 

на трендову і періодичну складові згідно (4). Основним критерієм вибору п’яти 

секторів є присутність у траєкторіях випусків цих секторів вказаних чотирьох 

гармонік, причому гармонічні хвилі з іншими частотами повинні бути 

незначущими, оскільки вони є нехарактерними для макроекономіки Франції.  

Оцінювання регресійної моделі випусків секторів (4) дало наступні значення 

коефіцієнтів 2R  трендів, навколо яких відбуваються коливання (табл.1). 

 
Табл.1. Коефіцієнти детермінації трендів  

№ сектора 1 2 3 4 5 ∑ 
2R  0,5231 0,8548 0,8993 0,8220 0,8756 0,8021 
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Аналіз табл.1 показує, що для деяких секторів (особливо для сектору 

промисловості та сільського господарства) і для економіки в цілому коливання 

випусків навколо відповідного тренду є відчутними. Періодичні складові стають 

причиною підйому та спаду економіки , а їх взаємодія на певних проміжках часу 

приводить до кризових явищ в економіці. Тому є актуальним виділення 

характерних для даної макроекономічної системи гармонічних хвиль і 

дослідження їх впливу на економічний розвиток країни.  

Згідно (5), (7) гармонічні хвилі взаємодіють з трендом, і це ускладнює аналіз. 

Але, якщо розглядати чистий коливальний процес (8), то гармоніки ряду Фур’є 

стають некорельованими, і це спрощує аналіз впливу окремих гармонік на 

загальний коливальний процес. Частки дисперсій гармонік у загальній дисперсії 

коливань кожного сектору ( nm  ,1 ) обчислюються за допомогою відповідних 

коефіцієнтів детермінації, значення яких наведені в табл. 2. 

 
Табл.2. Коефіцієнти детермінації гармонік 

№ сектора k =1 k =2 k =3 k =6 ∑ 

1 0,9523 0,0179 0,0205 0,0020 0,9926 

2 0,6319 0,2883 0,0486 0,0072 0,9760 

3 0,7604 0,1792 0,0385 0,0035 0,9815 

4 0,8661 0,0911 0,0220 0,0045 0,9836 

5 0,8174 0,1632 0,0061 0,0017 0,9882 

∑ 0,8082 0,1596 0,0186 0,0046 0,9909 

 

Як бачимо, хвиля Кондратьєва (k=1) суттєво впливає на всі сектори 

економіки. Хвиля з періодом 25 років (k =2) особливо впливає на другий 

(будівництво та транспорт), третій (фінанси та нерухомість) та п’ятий (сфера 

послуг) сектори. Хвиля Кузнеця більше проявляє себе в другому та третьому 

секторах. Вклад хвилі Жугляра є меншим у порівнянні з другими хвилями, але 

він є значущим у функціях випусків. 

Сумарний вклад гармонік в дисперсію коливань випусків секторів становить 

від 97,60% (2-й сектор) до 99,26% (1-й сектор). Тому регресійні моделі коливань 

мають якісні апроксимаційні властивості і можна очікувати значущого вкладу в 

дисперсії випусків. Значення коефіцієнтів детермінації модельних траєкторій 

випусків приводяться в табл.3. 

 
Табл.3. Якість модельних траєкторій випусків  

№ сектора 1 2 3 4 5 ∑ 

2R  0,9992 0,9991 0,9989 0,9989 0,9995 0,9992 

 

На рис.1 приведені графіки модельних кривих ВВП і випусків п’яти секторів та 

траєкторій відповідних коливань. Тут точками зображені статистичні дані, а 

суцільною лінією – траєкторії руху (всі дані обезрозмірені діленням розрахункових 

значень на відповідне значення у початковому 1960 р.). Порівняння прогнозних 

значень з реальними даними (дві останні точки, що відповідають 2010 і 2011 рр.) 

свідчить про високоточні прогнозні властивості моделі (4). 
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Рис.1. Модельні криві ВВП і випусків секторів та відповідних коливань за 1960-2011 рр. 

 

МНК-оцінки матриць A і B, подані у табл. 4 і 5, характеризують взаємозв’язок 

між різними секторами економіки і можуть бути використані для ефективного 

розподілу ресурсів при формуванні взаємовідносин між окремими галузями. 

Комплексна оцінка такого взаємозв’язку може суттєво впливати на динаміку і 

структуру виробництва, а створення раціональної та високоефективної 

міжгалузевої економіки дозволяє успішно управляти економікою країни в цілому. 

 

Табл.4. МНК-оцінки елементів матриці A  

0.3816 0.0753 0.0299 0.0455 0.0253 

0.0659 0.5951 0.0226 0.0618 0.0228 

0.0379 0.0403 0.2213 0.0855 0.0278 

0.0422 0.0208 0.0432 0.5119 0.0316 

0.0286 0.0406 0.0413 0.0929 0.2374 
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Табл.5. МНК-оцінки елементів матриці B 

0.0548 0.0146 0.0175 0.0113 0.0136 

0.0114 0.0431 0.0174 0.0145 0.0196 

0.0110 0.0129 0.0483 0.0136 0.0082 

0.0140 0.0155 0.0117 0.0493 0.0101 

0.0172 0.0145 0.0140 0.0096 0.0475 

 

Рис.2 характеризує імітаційні та прогнозні властивості модельних траєкторій 

невиробничого споживання. Тут точками зображені статистичні дані, а 

суцільною лінією – модельні криві (всі дані обезрозмірені діленням 

розрахункових значень на відповідне значення у початковому 1960 р.). На 

періоді прогнозування порівняння з реальними даними (за 2010-2011 рр.) дає 

задовільні результати, як і у випадку модельних траєкторій випусків.  

 

 
Рис.2. Модельні криві невиробничого споживання Франції на проміжку 1960-2011 рр. 

 

5. Прогнозування макроекономічного розвитку 

Спробуємо спрогнозувати економічний розвиток Франції. Будемо виходити з 

ВВП, для якого на етапі 2 отримана наступна модельна траєкторія: 

 )cos( 4456,1)sin( 2,0523-) cos( 2,9322 + 0,8570+-4,4143=)( 211  tttttx 

 . )0,1841sin(-)0,1974cos()0,3802sin(-)cos( 0,3870+)0,6628sin( 66332 ttttt  
 

На рис. 3 зображені графіки першої, другої, третьої та шостої гармонік на 

проміжку t  [40, 80], тобто за 1999 – 2039 рр. Аналіз показує, що починаючи з 

1999 р. (рік введення євро) перші три гармоніки знаходяться у фазі підйому, і 

тому цей період можна вважати «золотою ерою» Франції (і Західної Європи в 

цілому, оскільки Франція – одна з основних країн Євросоюзу).  

Однак у 2005 р. надійшов сигнал від першої гармоніки (її амплітуда 

найбільша, і вона вступає у фазу спаду). Аналогічний сигнал від третьої 

гармоніки був у 2007 р. Як наслідок, вкінці 2007 р. почалася економічна криза. 
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Рис.3. Модельні гармоніки, характерні для економіки Франції на проміжку 1999-2039 рр. 

 

Обвалу економіки не відбувається, оскільки перші два роки система 

рухається за інерцією (за рахунок тренду), а починаючи з 2005 р. шоста хвиля 

вступає у фазу підйому (її амплітуда невелика, але вклад її в коливання 

макроекономічної системи є значущим). Подальший аналіз показує, що з другої 

половини 2016 р. починається фаза підйому хвилі Кузнеця, і тому з цього 

моменту слід очікувати поступового зростання економічного розвитку Франції, 

яке посилиться починаючи з 2023 р. – входження другої хвилі (k=2) у фазу 

підйому (на початку 2017 р. шоста хвиля вступає у фазу спаду, але вклад її в 

коливання менший). Отже, 2008-2022 рр. – не найкращі часи для Євросоюзу. А 

суттєвих змін слід очікувати починаючи з 2030 р., коли хвиля Кондратьєва 

увійде у фазу підйому. У 2033 р. до неї доповниться хвиля Кузнеця і всі чотири 

хвилі будуть у фазах підйому. 

 

7. Висновки 

У даній роботі запропонований алгоритм параметричної ідентифікації 

лінійної стаціонарної моделі Леонтьєва, який дозволяє отримати незатухаючі 

стійкі коливання у випадку макроекономічних систем. Отримані траєкторії 

випусків і невиробничого споживання мають високоякісні імітаційні та 

прогнозні властивості. Аналіз гармонічних хвиль, характерних для 

макроекономічної динаміки розвинутих країн, дозволяє виявляти  підйоми і 

спади в економіці та прогнозувати перспективи економічного розвитку. 
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Использование кинетической теории для исследования 

колебаний потоковых параметров производственной линии 

О. М. Пигнастый, В. Д. Ходусов 
Харьковский национальный университет имени В.Н. Каразина, Украина 

Рассмотрена общая задача о развитии начального возмущения потоковых 

параметров синхронизированной производственной линии. Записано 

кинетическое уравнение технологического процесса. Получено дисперсионное 

уравнение и исследованы собственные колебания потоковых параметров 

производственной линии. Определены условия, выполнение которых 

обеспечивает затухание колебаний потоковых параметров. 

Ключевые слова: Кинетическое уравнение, поточная линия, PDE -модель, дисперсионное 

уравнение, предмет труда, система управления, технологический процесс, колебание 

потоковых параметров, устойчивость, затухание колебаний. 

Розглянуто загальну задачу про розвиток початкового збурення потокових 

параметрів синхронізованої виробничої лінії. Записано кінетичне рівняння 

технологічного процесу. Отримано дисперсійне рівняння і досліджені власні 

коливання потокових параметрів виробничої лінії. Визначено умови, виконання 

яких забезпечує згасання коливань потокових параметрів. 

Ключові слова: Кінетичне рівняння, потокова лінія, ПДЕ-модель, дисперсійне рівняння, 

предмет праці, система управління, технологічний процес, коливання потокових 
параметрів, стійкість, загасання коливань. 

The general problem about development of initial stream parameters perturbation in 

the synchronized production line is considered. The kinetic equation of technological 

process is created. The dispersive equation is obtained and own fluctuations of 

production line stream parameters have been investigated. Conditions are found 

providing the fluctuation of stream parameters attenuation. 

Key words: Kinetic equation, production line, PDE -model, the dispersion equation, the object of 
labor, management system, process, oscillation flow parameters, stability, damping. 

 

1. Введение 

Состояние равновесных производственных процессов может быть описано 

моделями теории очередей (TQ-model) [1], моделями жидкости (Fluid–model) [2] 

и дискретно-событийными моделями (DES-model) [3]. Известные модели 

массового обслуживания использованы для описания производственных линий, 

функционирующих в установившемся, квазистатическом режиме. Применение 

их для моделирования переходных неустановившихся производственных 

процессов приводит к чрезмерному усложнению и большим затратам 

вычислительных ресурсов. Используются для одномоментного 

квазистатического описания производственных линий с небольшим 

количеством единиц оборудования (1-3 единицы). Дискретно-событийные 

модели хорошо себя зарекомендовали и удачно применены для описания работы 

производственных линий в переходном и установившемся режиме, но требуют 

больших затрат вычислительных ресурсов в связи с многократной имитацией 

процесса производства, состоящего из значительного количества 

технологических операций по обработки партий предметов труда внушительных 

размеров. Не пригодны для построения аналитических зависимостей между 
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потоковыми параметрами, необходимых для качественной оценки 

проектируемых систем. Требуют использования устойчивых вычислительных 

алгоритмов. Fluid-модели ориентированы на малое количество интервалов 

разбиения технологического маршрута и линейные стационарные решения. 

Широкое распространение получило направление системной динамики. 

Основная трудность, не позволяющая эффективно использовать модели 

являются высокая размерность нелинейной системы уравнений и сложность 

вопрос построения замкнутой системы уравнений.  
Каждый тип моделей имеет широкое применение, но ни один из них в полной 

мере не позволяет провести  исследование характерных для современного 

поточного производства неравновесных переходных режимов 

функционирования производственной линии [9]. Использование TQ-моделей 

для описания переходных процессов приводит к чрезмерному усложнению 

задачи [1], DES-модели требуют больших затрат машинного времени, Fluid-

модели ориентированы на малое количество интервалов обобщения 

технологического маршрута и линейные стационарные решения [2]. Наличие 

однообразных задач планирования и управления производством привело к 

попытке создания единой оптимизационной теории производственных систем с 

поточным способом организации производства. 

Вначале S.C.Graves (1986) [13], а позднее U. S. Karmarkar (1989) предложили 

использовать в качестве основных параметров состояния пропускную 

способность производственной системы, объем незавершенного производства W 

и длительность производственного цикла. Для описания поведения параметров 

производственной системы U. S. Karmarkar ввел уравнение состояния, задающее 

связь между пропускной способностью производственной системы и объемом 

незавершенного производства W, получившее название clearing-функции. Этот 

подход значительно упорядочил описание производственных линий, но не 

устранил указанных выше недостатков, т.к. для построения уравнения состояния 

использованы существующие дискретно-событийные модели (DES), модели 

массового обслуживания (TQ) и жидкости (Fluid). Развитие производства 

требовало новые методы решения задач. Концентрация усилий исследователей 

над решением поставленных задач привела к тому, что в последнее десятилетие 

для проектирования поточных линий разработаны модели, содержащие 

уравнения в частных производных (PDE-модели). Введенный класс моделей 

объединил преимущества TQ-моделей, DES-моделей и Fluid–моделей, открыл 

новые возможности для проектирования систем управления производственными 

линиями. PDE-модели позволили учесть влияние внутренних факторов 

производства и имеющиеся технологические ограничения. Существенным 

преимуществом PDE-моделей является то, что они подробно позволили описать 

движение предметов труда от операции к операции, допускают решение в 

аналитическом виде и не нуждаются в значительных вычислительных ресурсах.  

В последнее десятилетие для проектирования поточных линий используются 

модели, содержащие уравнения в частных производных (PDE-model) [6-9]. 

Введенный класс моделей расширил возможности проектирования систем 

управления поточными линиями, позволил перейти к детальному исследованию 

колебаний ее параметров. 
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2. Постановка проблемы и формулировка цели статьи 

Известно, что поточная линия в неравновесном состоянии характеризуется 

тем, что в ней из-за наличия пространственной неоднородности плотности 

распределения предметов труда по состояниям и асинхронной работы 

технологического оборудования, размещенного вдоль технологического 

маршрута, постоянно существуют колебания параметров [8]. Амплитуда 

колебаний определяет размер емкости межоперационных накопителей, 

необходимых для обеспечения бесперебойной работы  поточной линии. 

Колебания параметров тесно связаны со стохастическим характером 

взаимодействия предметов труда и производственного оборудования. Если 

величина межоперационных заделом становится равной нулю или превышает 

размер емкости межоперационных накопителей , то производственная линия 

останавливается, что является недопустимым для современного поточного 

производства. В связи с этим представляет практический интерес задача 

определения периода возникающих колебаний потоковых параметров и условия, 

при которых указанные колебания являются затухающими. Экспериментальная 

оценка периода колебаний потоковых параметров производственной линии дана 

в [8]. Однако, аналитические исследования зависимости периода колебаний от 

характерных параметров производственных линий в зарубежной и 

отечественной литературе отсутствуют. Это определило цель настоящей работы:    

а) разработать аналитический метод определения собственных частот 

колебаний потоковых параметров синхронизированных поточных линий;  

б) теоретически обосновать механизм возникновения колебаний потоковых 

параметров; 

в) найти условия, при которых колебания потоковых параметров 

синхронизированных производственных линий являются затухающими. 

 

3. Теоретическое обоснование механизма возникновения колебаний 

потоковых параметров 

Статистическое описание состояния предметов труда, находящихся в 

процессе технологической обработки,  осуществляется функцией распределения 

),,( µStч  в фазовом технологическом пространстве ),( µS  [9,10]. Обобщенная 

координата [ ]dSS ,0∈  (грн.)  определяет степень готовности изделия [9,10], 

соответствует стоимости технологических ресурсов, перенесенных на предмет 

труда с себестоимостью dS . Обобщенная координата µ (грн./час) характеризует 

интенсивность переноса технологических ресурсов на предмет труда. 

Кинетическое уравнение [9,10] для функции распределения ),,( µχχ St=  

описывает движение предметов труда плотностью [ ] ( )St,ч 0  по 

технологическому маршруту c темпом  их обработки [ ] ),(1 Stψχ  на 

оборудовании, расположенном с плотностью ),( Stлл PP =  по технологическому 

маршруту 

t

Stч

∂

∂ ),,( µ
+ µ

µ
S

Stч

∂
∂ ),,(

+ ),(
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Stf
м

Stч
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∂ µ
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Функции ),~S,t,( µµϕ  определяет вероятность перехода предмета труда из 

состояния )~S,( µ  в состояние )S,( µ  в результате  воздействия оборудования. 

Кинетическое уравнение (1) является нелинейным. Если допускается 

колебание потоковых параметров технологической линии с малой амплитудой, 

то ),,( µχ St  можно линеризовать   

),,( µχ St = ),,(),,( 10 µχµχ StSt + , ),,(),,( 10 µχµχ StSt >>   (2) 

где 1χ = ),,(1 µχ St - малое отклонение функции от установившегося 

равновесного невозмущенного состояния 0χ = ),,(0 µχ St . Будем полагать, что 

состояние предмета труда после воздействия оборудования не зависит от его 

состояния µ~  до воздействия оборудования (1), т.е )S,t,(),~S,t,( 0 µϕµµϕ = . 

Для работающих в равновесном состоянии поточных линий с высокой 

концентрацией оборудования по технологическому маршруту 1),( >>⋅ dP SStл  

кинетическое уравнений (1) имеет вид  

[ ] 0),,()S,t,( 010 =⋅−⋅ µχµχµϕ ψ St ;  
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 (3) 

где )S,t,(0 µϕ  представлена   функцией вида [11,c.16]: 

)S,t,(0 µϕ =
( )ν

µβ βµνν

Γ
⋅⋅ −− e1

, ( ) ∫
∞

−− ⋅=Γ
0

1  dtte t νν , 0    ,2 >> βν . (4) 

С учетом (4) для установившегося равновесного режима  

[ ]
( )ν

µβ
χχ

βµνν

ψ Γ
=

−− e2

100 , 
[ ]
[ ] β

ν
χ

χ ψ
==

00

10
B , ( ) 0lim 0

0
=

→
µχ

µ
, ( ) 0lim 0 =

∞→
µχ

µ
.  (5) 

В ходе технологической обработки перед m-ым оборудованием образуется 

межоперационный технологический задел в виде очереди [ ] ( )∫=
m

1-m

S

S
0 dSSt,чNm  

предметов труда [12,с.909-911]. Изменение плотности [ ] ( )St,ч 0  в кинетическом 

уравнении (1) приводит к изменению функции распределения предметов труда 

по состояниям ),,( µχ St , что вызывает изменение плотности предметов труда 

[ ] ( )St,ч 0  и, следовательно, изменение длины очереди mN . Колебания длины 

очереди 3=v  приводит к колебаниям функции распределения  ),,( µχ St , и 

наоборот.  

Рассмотрим колебания потоковых параметров производственной линии для 

распространенного случая синхронизации технологического оборудования [7-9]. 
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При синхронизированном режиме работы поточной линии среднее время 

обработки предмета труда  на каждой технологической операции одинаково, 

откуда следует  

[ ] ( )
0

1 =
∂

∂

S

St,ψχ
.        (6) 

Для одномоментного описания [9,10]  
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∂

∂ 0χ
+

[ ] ( )
S

St,

∂

∂ ψχ 1
=0      (7) 

из условия синхронизации оборудования (6)  следует  
[ ] ( )

t

St,

∂

∂ 0χ
=0. Так как 

плотность межоперационных заделов для синхронизированной линии не 

меняется со временем, то поместив часть предметов труда в межоперационные 

страховые накопители, можно начальное распределение предметов труда вдоль 

технологического маршрута представить в виде равномерного распределения  

плотности 
[ ] ( )

S

S,

∂

∂ 00χ
=0. С учетом (4)-(7) кинетическое уравнение (1) 

линеаризуем в окрестности установившегося равновесного невозмущенного 

состояния  0χ = ),,(0 µχ St  (2) 
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Поскольку (8) линейно и не содержит координат в явном виде, то искомые 

функции 1χ = ),,(1 µχ St  и [ ]0y = [ ] ( )St,y 0  разложим на интервале [ ]dS,0  в ряд 

Фурье по координате S. Решения уравнения (8) будем искать в виде 

( ) Sik
j

jeмt,1χ , [ ] Sik
j

jety )(
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, dj Sjk )2( π= . Тогда из (8) следует 

t

j

∂

∂ 1χ
+ ( ) jPj лik 1χ+ м

[ ] [ ] )(
1

0
1

30 tyikB
м

jj
ψχ

χ
∂

∂
− =0,   ( ) [ ] )(

0
0

1 ty=dммt, jj∫
∞
χ . (9) 

Для решения уравнения (9) воспользуемся Фурье преобразованием  
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Умножим слагаемые кинетического уравнения (9) на tie ⋅ω  и проинтегрируем по 

времени t. Принимая во внимание, что 
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получим 
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Выражение (9) позволяет записать соотношение 
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Используя (5), получим: 
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Принимая во внимание, что [13,c.252] 
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равенство (14) запишем в виде 
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Применим к (12), (17) обратное преобразование Фурье, найдем искомые 

функции  ),,(1 µχ St , [ ] ( )St,y 0 . Однако, уже общие формулы (12), (17) позволяют 

исследовать поведение ( )мt,j1χ  и [ ] )(
0
ty j  с ростом t. Асимптотическое 

поведение функций при больших t определяется характером особенностей 

преобразования Лапласа. Функция ( )мjωχ1  имеет такие же особенности, что и 

[ ]0ωky , и добавочный полюс pм =β . Рассмотрим вопрос об особенностях 

функции [ ]0ωky . Будем полагать, что функция ( )м,j 01χ , задающая начальное 

возмущение, не имеет особенностей при конечных значениях м. Тогда 

асимптотика интеграла (17) при больших t задается нулями уравнения 

( ) ( )( )
( )

0ln2
3

3 =
Γ

−−++
−−

p
ep

pikvлik
p

jPj ν
ν

ν
.   (18) 



146 Серія «Мат. моделювання. Інформаційні технології. Автоматизовані системи управління»  

Для синхронизированной поточной линии  021 .... τττττ ≈≈≈≈≈≈ Mm  (N>>M), 

что позволяет длительность производственного цикла для обработки партии N-

деталей на M-операциях  представить выражением 

NNT M

M

m
md ⋅≈−⋅+≈ ∑

=
0

1

)1( τττ .   (19) 

Введем 
d

d T
πω 2=  и [ ]ψχπτ

πω 1
0

0 22 ⋅== , ограничивающие интересный 

для теоретических и практических исследований диапазон частот колебаний ω  

потокових параметров, ( )0ωωω ≤≤d . При изучении поточной линии 

рассмотрим колебания, период которых больше времени выполнения 

технологической операции 0τ  и не превышает длительность производственного 

цикла 
0

1 τω
ω d

d

T<<≤ . При этом предполагаем, что длина волны  колебаний 

потоковых параметров 
j

j k
πγ 2=  исследуемой линии превышает усредненную 

протяженность участка технологического маршрута, ограниченного одной 

технологической операцией и меньше протяженности всего технологического 

маршрута dS :  dj
P

d S
лM

S ≤<<= γ1 . 

Уравнение (18), определяющее зависимость между ω  и jk , является 

дисперсионным уравнением поточной линии. Используя обозначение  

π
ππ

ε 2
22

<<===
M

j

лS

j

л

k

PdP

j ,  [ ] NSd =00χ , MSл dP = .  (20) 

дисперсионное уравнение поточной линии (18) представим в виде соотношения 

безразмерных параметров 
P

j

л

k
=ε  и 

dω
ω  

( )
( )

0ln211,
3

3 =














Γ
−−++=








−−
p

ep
pviD

p

d ν
νεω

ωε
ν

, 
( )
( )1

2

2 +

+⋅
=

ε

ε
ω
ωνπ i

M
p

d

. (21) 

Дисперсионное уравнение (21) позволяет определить частоты колебаний 

величины межоперационных заделов вдоль производственной линии. 

 

3. Анализ результатов 

При решении практических задач управления параметрами поточной линии 

интересуют производственные явления длительностью, не превышающей 

протяженность производственного цикла, когда партия деталей еще 

изготавливается на поточной линии. Время обработки предмета труда является 

минимальной обобщенной единицей, характеризующей временную структуру 

производственного процесса. На рис.1 и рис.2 представлено поведение 

действительной 















d
D ω

ωε,Re  и мнимой 















d
D ω

ωε,Im  составляющих функции 
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Рис1.График функции 







d
D ω

ωε ,  для производственной линии  (M=400, 3=v , j=1) 

 

 

 

 

Рис.2.График функции 







d
D ω

ωε ,  для производственной линии  (M=400, 3=v , j=2) 

 









d
D ω

ωε,  для производственной линии (M=400, 3=v ) в диапазоне изменения 

параметров 0.10Re0.1 ≤





≤

dω
ω , ( ) 0.10Im0.10 ≤






≤−

dω
ω  при j=1 
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( 015.0=ε ) и j=2 ( 031.0=ε ) соответственно. Представленные кривые 

соответствует разным значениям 







dω
ωIm . Качественное различие между 

множеством кривых для 
dS

k
π2

1 =  ( 015.0=ε ) и 
dS

k
π4

2 = ( 031.0=ε ) 

несущественное, что обусловлено видом асимптотического представления 

p
0

lim
→ε

. Заметно изменился график функции 







d
D ω

ωε ,  при уменьшении 

количества технологических операций от М=400 к М=200 (M=200, 3=v , j=1, 

031.0=ε )  (рис.3). Численный анализ функции 







d
D ω

ωε ,  показывает, что при 

М>>1 ( 3=v , 0→ε ) дисперсионное уравнение не имеет корней. Это означает, что 

возмущения [ ]0y = [ ] ( )St,y 0  являются затухающими.  

Решение дисперсионного уравнения для диапазона значений [ ]0.3..01.0∈ε  

(М=400, 3=v , j=1..200) представлено на рис.4. Пусть 
d

k
ω

ω
 тот из корней 

дисперсионного уравнения  







d
D ω

ωε , , который обладает меньшей по величине 

мнимой частью 0Im >







dω
ω  (ближайший к вещественной оси). Тогда в 

интеграле выражения (17) будет существен (при больших t) только вычет 

относительно полюса kω . Остальные части интеграла будут экспоненциально 

малы по сравнению с указанным вариантом из-за наличия в подынтегральном 

выражении множителя 
tie ⋅− ω
, быстро убывающего с увеличением 0Im >








dω
ω . 

Асимптотический закон убывания возмущения плотности межоперационных 

заделов дается выражением 

[ ] ( ) ( )ttity kkj ωω ImexpReexp)(
0

−⋅−≈ .    (22) 

Таким образом, с течением времени возмущения плотности [ ] ( )St,ч 0  

затухают экспоненциально с декрементом kωIm . На рис.1 представлено 

численное решение дисперсионного уравнения (21) для диапазона значений 

[ ]0.3..01.0∈ε  ( 3=v ). С увеличением количества M  технологического 

оборудования (операций) параметр ε  уменьшается, что влечет за собой 

уменьшение характерного времени затухания возмущений 
1

Im
−







≈

d
dT ω

ωτ .   
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Рис.3.График функции 







d
D ω

ωε ,  для производственной линии  (M=200, 3=v , j=1) 

 

 

 

 

Рис.4. ( ) )(Im εωω fd =  для производственной линии, 3=v  
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Оценим характерное время затухания возмущения плотности [ ] ( )St,ч 0  для 

поточной линии Intel, содержащей М=200 технологических операций при 

длительности производственного цикла dT =8..12 недель [8]. Для 

( ) 0314,0
200

2 == πε  ( 3=v ) с использованием результатов численных расчетов 

(рис.4) определяем теоретическое характерное время затухания 2..1≈τ  недели. 

Наблюдения, полученные с производственных линий (M=200..400, 
3=v , 04.0..02.0=ε ) по изготовлению полупроводниковой продукции Intel 

подтверждают численные расчеты для времени затухания колебаний плотности 

[ ] ( )St,ч 0  [14]. Экспериментальные данные [14,с.445] свидетельствуют о том, что 

на производственной линии периодически возникают возмущения потоковых 

параметров продолжительностью до 2..1≈τ  недели при производственном 

цикле dT =8..12 недель,  

В заключении остановимся на свойствах функции распределения ),,( µStч . 

Искомая функция получается подстановкой (12) в (10). Помимо полюсов, 

происходящих от [ ]0ωky , подынтегральное выражение имеет полюс в точке 

( ) 0=+− млмki Pj ω . По вычету в нем находим 

( ) ( )мtлмt, Pj −≈ exp1χ .        (23) 

Возмущение функции распределения затухает со временем.  

Функция ( )≈мSt, ,1χ ( )мtлмtikSik Pjj −−exp  является решением 

кинетического уравнения 

t∂

∂ 1χ + м
S∂

∂ 1χ = 1µχPл− ,       (24) 

при начальном распределении ( ) ( )Sikм, jj exp01χ  с характерным временем 

затухания возмущений ( )
M

T
л d
P ≈≈ −1µτ  функции распределения ),,( µStч . 

Для производственного цикла dT =8..12 недель [14,с.445] период затухания 

составляет 1.0≈τ  недели. 

 

Выводы 

Для синхронизированной производственной линии теоретически обосновано 

затухание возмущений потоковых параметров. Получено и численно решено 

дисперсионное уравнение для потоковых параметров производственной линии. 

Показано, что для синхронизированных производственных линий 

( 3=v , 4.0..2.0=ε ) при большом количестве технологических операций 

(M=40..400) и предметов труда ( 410≈N шт., [8]), распределенных вдоль 

технологического маршрута,  характерное время существования малых 

возмущений плотности [ ] ( )St,ч 0  и функции распределения ),,( µStч  составляет 

соответственно 2..1≈τ  недели и 1.0≈τ  недели для производственного цикла 
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dT =8..12 недель [14,с.445]. Колебания возникают неизбежно и являются 

затухающими  

 

ЛИТЕРАТУРА 
 

1. Gross D. Fundamentals of Queueing Theory. / D. Gross, C. M. Harris.–New York, 

1974.– 490 p. 

2. Harrison J. Brownian Motion and Stochastic Flow Systems. / J. Harrison. – New 

York, 1995. – 142 p.  

3. Ramadge P. The control of discrete event systems “IEEE Proc.”. / P. Ramadge, 

W. Wonham.  – New York, 1989. – vol. 77, №1. – P. 81 – 98. 

4. Berg R. Partial differential equations in modelling and control of manufacturing 

systems,”M.S. thesis”. / R. Berg. – Netherlands, Eindhoven Univ. Technol., 2004. 

– 157 p. 

5. Armbruster D. The production planning problem: Clearing functions, variable 

leads times, delay equations and partial differential equations: Decision Policies 

for Production Networks. / D. Armbruster, K. G. Kempf – Springer Verlag, 2012. 

– P. 289 – 303. 

6. Lefeber E. Modeling, Validation and Control of Manufacturing Systems. / E. 

Lefeber, R. Berg, J. Rooda – Boston, Massachusetts, 2004. – P. 4583 – 4588. 

7. Berg R. Modelling and Control of a Manufacturing Flow Line using Partial 

Differential Equations. IEEE Transactions on Control Systems Technology. / 

R.Berg, E.Lefeber, J.Rooda– Boston, 2008. – P. 130 – 136 

8. Ambruster D. Continuous models for production flows. In Proceedings of the 

2004 American Control Conference. / D. Armbruster, C. Ringhofer, T- J. Jo – 

Boston, MA, USA, 2004. – P. 4589 – 4594. 

9. Пигнастый О. М. Статистическая теория производственных систем. / О. М. 

Пигнастый. – Х.: Изд. ХНУ им. Каразина, 2007. – C. 388. 

10. Armbruster D. Kinetic and fluid model hierarchies for supply chains supporting 

policy attributes. Bulletin of the Institute of Mathematics. / D. Armbruster, D. 

Marthaler, C. Ringhofer – Academica Sinica 66, 2006. – P.  896 – 920. 

11. Zhang L. System-theoretic properties of Production Lines. A dissertation 

submitted the degree of Doctor of Philosophy (Electrical Engineering: Systems). / 

L.Zhang– Michigan, 2009. – P. 289 

12. Armbruster D. A model for the dynamics of large queuing networks and supply 

chains. / D. Armbruster, P. Degond, C. Ringhofer – SIAM Journal on Applied 

Mathematics 83, 2006. – P. 896–920. 

13. Сборник задач по теории аналитических функций. / [Евграфов М. А., 

Бежанов К. А., Сидоров Ю. В., Федорюк М. В, Шабунин М. И.]. – М.: Наука, 

1972. – C. 416. 

14. Tian F. An iterative approach to item-level tactical production and inventory 

planning. / F. Tian, S. Willems, K. Kempf –International Journal of Production 

Economics, 2011. – vol. 133. – P. 439 – 450. 

 
 
 

Надійшла – 12.11.2014. 



152 Вісник Харківського національного університету №1156, 2015  

_______________________________________________________________ 
© Филипковская М. С., 2015 

УДК 517.922:537.8  
 

Устойчивость по Лагранжу и численный метод решения 

полулинейных дескрипторных уравнений 

М. С. Филипковская 
Харьковский национальный университет имени В.Н. Каразина, Украина 

Найдены достаточные условия глобальной разрешимости и устойчивости по 

Лагранжу полулинейных дескрипторных уравнений с регулярным 

характеристическим пучком индекса 1. Устойчивость по Лагранжу означает, что 

все решения уравнения ограничены на всей области определения. Для 

нелинейной правой части уравнения не требуется выполнения ограничения типа 

глобального условия Липшица. Предложен численный метод решения 

дескрипторного уравнения. В качестве приложения рассмотрена математическая 

модель нелинейного радиотехнического фильтра. Полученные численные 

решения подтверждают результаты теоретических исследований. 

Ключевые слова: дескрипторное уравнение, существование, устойчивость, 

ограниченность глобальных решений, численный метод. 

Знайдено достатні умови глобальної розв'язності та стійкості за Лагранжем 

напівлінійних дескрипторних рівнянь з регулярним характеристичним жмутком 

індексу 1. Стійкість за Лагранжем означає, що всі розв'язки рівняння обмежені 

на всій області визначення. Для нелінійної правої частині рівняння не 

вимагається виконання обмеження типу глобальної умови Ліпшиця. 

Запропоновано чисельний метод розв'язання дескрипторного рівняння. В якості 

застосування розглянуто математичну модель нелінійного радіотехнічного 

фільтра. Отримані чисельні розв'язки підтверджують результати теоретичних 

досліджень.  

Ключові слова: дескрипторне рівняння, існування, стійкість, обмеженість глобальних 

розв'язків, чисельний метод. 

The sufficient conditions of the global solvability and the Lagrange stability of 

semilinear descriptive equations with regularcharacteristic beam of index 1 are found. 

The Lagrange stability means that all solutions of an equation are bounded over the 

entire domain. The nonlinear right side of the equation is not required to satisfy the 

constraints of the global condition of Lipschitz type. The numerical method forsolving 

the descriptive equations is proposed. The mathematical model of nonlinear radio 

engineering filter is considered as application. The obtained numerical solutions prove 

the results of theoretical investigations. 

Key words: descriptor, descriptive equation, existence, stability, limitation of global solutions, 
numerical method. 

 

1. Введение 

Дифференциально-алгебраические (дескрипторные, вырожденные) 

уравнения имеют большой спектр практического применения. Полулинейные 

дескрипторные уравнения возникают в математических моделях экономики, 

теории управления, гидродинамики [1, 2], при моделировании переходных 

процессов в электрических цепях [3-5]. Подавляющее число известных в 

настоящее время работ посвящено исследованию локальной разрешимости 

дифференциально-алгебраических уравнений (см. монографии [1, 5, 6] и 

библиографии в них). Данная работа посвящена  глобальным решениям, 

поскольку наличие глобального по времени решения гарантирует достаточно 
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долгий срок действия соответствующей реальной системы, что представляет 

интерес для теории динамических систем и приложений.  

Основную проблему для исследования глобальной разрешимости и 

устойчивости порождает нелинейная функция ),( xtf  в правой части уравнения. 

Решение данной проблемы основано на результатах из [7,8]. Важно отметить, 

что в доказанных теоремах нелинейная функция может не удовлетворять 

ограничению типа глобального условия Липшица. Это позволяет применять 

теоремы к более широкому классу прикладных задач. Другая проблема – 

наличие необратимой матрицы при производной и, соответственно, присутствие 

алгебраических связей в рассматриваемой системе. 

Для нахождения приближенных решений дескрипторных уравнений 

используют методы Рунге-Кутты, Розенброка,  -вложений [1, 5, 6]. При этом 

вместо исходного уравнения рассматривают жесткую систему ),(= zyfy , 

),(= yzgz , 0 , которой соответствует приведённая система ),(= zyfy , 

),(=0 yzg  индекса 1 (выполнено ограничение Mzygz 1)],([  в окрестности 

точного решения [6]), либо систему ),,(= yxtfx , ),,(= yxtgy , 0  [1, 5]. 

Также применяются различные комбинированные методы, требования которых 

не выполнены для уравнения (3.1) электрической цепи (см. рис.6.1) на любом 

заданном отрезке ],[ 0 Tt . В работе предложен численный метод решения задачи 

Коши (3.1), (3.2) (см. ниже) на заданном отрезке ],[ 0 Tt  с использованием явной 

схемы Эйлера и формулы Тейлора. 

 

2. Цель работы 

Цель работы – получить достаточные условия существования ограниченных 

глобальных решений и решений с конечным временем определения для 

полулинейных дескрипторных уравнений, провести численный анализ 

теоретических результатов исследования. Ограниченность всех решений 

уравнения представляет собой вид устойчивости, который в [7] назван 

устойчивостью по Лагранжу. 

Рассматриваются следующие задачи. Первая – сформулировать и доказать 

теоремы о существовании глобального решения полулинейного дескрипторного 

уравнения, ограниченного на всей области определения, и решения, имеющего 

конечное время определения. Вторая – разработать численный метод 

нахождения решений. Третья – применить полученные результаты к 

исследованию моделей нелинейных электрических цепей. 

 

3. Постановка задачи и вспомогательные сведения 

Рассмотрим задачу Коши для полулинейного дифференциально-

алгебраического уравнения:  

),,(=)()]([ xtftBxtAx
dt

d
      (3.1) 

0),(=)( 000 txtx        (3.2) 
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где x , 
nx R0  , nnxtf RR)[0,:),(   – непрерывная функция, 

nnBA RR:,   – линейные операторы, вообще говоря, необратимые. 

Функция )(tx  называется решением задачи (3.1), (3.2) на некотором 

интервале ),[ 10 tt , 1t , если )R),,([)( 10

nttCtx  , )R),,([)( 10

1 nttCtAx  , )(tx  

удовлетворяет (3.1) на ),[ 10 tt  и (3.2). 

Решение )(tx  задачи (3.1), (3.2) называется неограниченно продолжаемым, 

если оно может быть продолжено для всех 0tt  . Если решение )(tx  имеет 

конечное время определения, то есть не продолжаемо на весь луч ),[ 0 t , то 

существует такое 0> tT , что   


tx
Tt 0

lim  [7]. 

Предполагается, что BA  – регулярный пучок индекса 1, то есть 

существует резольвента 1)(=)(  BAR  и выполнено ограничение 

121 )(:0>, CRCC  , 2|| C , где )(R  – комплексная матрица порядка n  и 

ее норма рассматривается в комплексном пространстве 
nC . Существуют 

вещественные спектральные проекторы i

n

i XP R: , i

n

i YQ R:  [9], которые 

могут быть вычислены контурным интегрированием и расщепляют 

пространство 
nR  в прямые суммы подпространств:  

1,2.=,R=,=R,R=,=R 2121 iQYYYPXXX n

ii

nn

ii

n     (3.3) 

Индуцированные операторы iiii YXBA :, , 1,2=i  таковы, что 0=2A , 

существуют линейные ограниченные операторы 1
1
A , 1

2
B  и выполнены 

равенства: AQAP jj = , BQBP jj = , 1,2=j  [9]. Оператор BQAQG 21=  , 

jj YGX = , 1,2=j , имеет обратный [10]. Относительно разложения (3.3) любой 

вектор 
nx R  единственным образом представим в виде суммы 21= xxx  , где 

111 = XxPx  , 222 = XxPx  . 

Аддитивным разложением единицы ZE  в s -мерном линейном 

нормированном пространстве Z  называется система проекторов s
kk 1=}{ , 

ZZk  :  таких, что iijijji  ==  ( ij  – символ Кронекера) и 

k

s

k
ZE 

1=

= . Рассмотрим оператор-функцию )(x , отображающую XD  в 

),( ZXL , где X  – s -мерное линейное нормированное пространство, ),( ZXL  – 

пространство линейных ограниченных операторов из X  в Z ). Оператор-

функция ),(:)( ZXLDx   называется базисно обратимой на выпуклой 

оболочке },{ vuconv  векторов Dvu , , если для любого набора векторов 

},{}~{ 1= vuconvx s
kk   и некоторого аддитивного разложения единицы s

kk 1=}{  в 
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s -мерном пространстве Z  оператор ),()~(=
1=

ZXLxkk

s

k

   обратим, 

),(1 XZL  [8]. Из базисной обратимости оператор-функции )(x  на 

выпуклой оболочке },{ vuconv  следует обратимость в любой точке },{ vuconvx  

[0,1]),)(1=(  uvx . Обратное утверждение не верно, кроме случая, когда 

пространства X , Y  одномерны. 

Уравнение устойчиво по Лагранжу или устойчиво в смысле Лагранжа, если 

все его решения ограничены на всей области определения [7]. 

 

4. Ограниченность глобальных решений полулинейных дескрипторных 

уравнений 

Запись 


=)( dttf
c

 означает, что несобственный интеграл от некоторой 

константы c  до бесконечности расходится, 


<)( dttf

c

 – что интеграл 

сходится. 

Теорема 4.11. Пусть функция )R,R)([0,),( nnCxtf   имеет непрерывную 

частную производную ),( xtf
x


 всюду на 

nR)[0,  , BA  – регулярный 

пучок индекса 1. Пусть  

0)}=)],([|R)[0,),{(=),(:R0 20 xtfBxQxtLxtxt nn   (4.1) 

и для любых 2Xui   таких, что 01 ),( LuxPt i  , 1,2=i , оператор-функция  

212 )),((=)( PBuxPtfQ
x

u 












       (4.2) 

( )),(,()( 222 YXLXCu  ) является базисно обратимой на выпуклой оболочке 

},{ 21 uuconv . Пусть для некоторого самосопряженного положительного 

оператора )(0>= 1
* XLHH   и числа 0>R  существуют функции 

)R),([0,)( Ctk  и ))(0,),((0,)( CvU , где ),1/2(= 11 xPxHPv , 0>)(vU  при 

0>v , 


=
)(vU

dv

c

, такие, что для любых )[0,t , RxP 1  выполнено  

).()()]),([,( 11

1

1 vUtkxtfQxBPGxHP 
    (4.3) 

Тогда для любой начальной точки 000 ),( Lxt   существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (3.1), (3.2) на ),[ 0 t . 
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Если 



 <)(

0

dttk

t

 и существуют положительные числа <,MC  такие, 

что для любых )[0,t , MxP 1  выполнена оценка  

,),( 12
1 CxPtfQG         (4.4) 

то уравнение (3.1) устойчиво по Лагранжу. 

Доказательство. Применяя к уравнению (3.1) проекторы 1Q , 2Q  и оператор 

1G  получим эквивалентную систему  
















.0=),(

,),(=)(

22
1

1
1

1
1

1

xPxtfQG

xtfQGxBPGxP
dt

d

    (4.5) 

Обозначим mX =dim 1 , dX =dim 2 , mnd = . Введем операторы 

1R: XP m

m  , 
2R: XP d

d  , для которых, очевидно, существуют обратные 

операторы m

m XP R: 1

1  , d

d XP R: 2

1  . Обозначим xPPz m 1
1=  , xPPv d 2

1=  , 

vPzPx dm = . Уравнения системы (4.5) умножим на 1
mP , 1

dP  соответственно и 

получим эквивалентную (4.5) систему  

















)7.4(0,=),,(
~

)6.4(,),,(
~

=

2
11

1
1111

vvztfQGP

vztfQGPzBPGPz
dt

d

d

mmm
 

где ),(=),,(
~

vPzPtfvztf dm  . 

Рассмотрим отображение .),,(
~

=),,( 2
11 vvztfQGPvztF d   Оно непрерывно 

на n
)[0,  и имеет непрерывные частные производные:  

,)),((=),,( 2
11

md PxtfQ
x

GPvztF
z 





   

,)(=)),((=),,( 11
22

11
ddddd PvPGPPPxtfQ

x
GPvztF

v

















   

где последнее равенство эквивалентно (4.2) при vPu d= , а ddd EPPP
R2

1 =
. 

Выберем любые 
d

iv R  такие, что 0
~

),,( Lvzt i  = 

 ,0=),,(
~

:RR)[0,),,( 2

11 vvztfQGPvzt d

dm  
 1,2=i , и любые 

},{~
21 vvconvvk  , dk 1,= . Из условия базисной обратимости функции )(u  (4.2) 

следует обратимость действующего в 
dR  оператора 

,)~(ˆ=)~,,(ˆ= 11

1=1=

dkddk

d

k

kk

d

k

PvPGPvztF
v





   где d

kk 1=}ˆ{  – аддитивное 

разложение единицы в 
dR . Таким образом, для любых 0

~
),,( Lvzt i  , 1,2=i , 
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функция ),,(=)( vztF
v

v



  является базисно обратимым оператором на 

выпуклой оболочке },{ 21 vvconv . Следовательно, для любой точки 0
~

),,( Lvzt   

существует обратный оператор 

1

),,(















vztF

v
. 

Пусть *t  – произвольная точка из )[0, . Выберем 
mz R*  , 

dv R*   так, 

чтобы 0***
~

),,( Lvzt  , это возможно в силу условия (4.1). По теоремам о неявной 

функции [11, с. 294, 298] существуют окрестности )()(= *2*1
zUtUU   , 

)( *vU  и единственная функция ))(,(),(= *vUUCztvv  , непрерывно 

дифференцируемая по z , такая, что 0=)),(,,( ztvztF , Uzt ),( , и *** =),( vztv . 

Данное утверждение выполнено для всех точек )[0,t , zDz , vDv , 

0
~

)[0, LDD vz  , где области 
m

zD R , 
d

vD R  такие, что zm DxPP 
01

1 , 

vd DxPP 
02

1 . Определим глобальную функцию vz DDztv  )[0,:),(=  в 

точке ),( ** zt  как ),(=),( **** ztvzt . Так как *** =),( vztv  и 0***
~

),,( Lvzt  , то 

0****
~

)),(,,( Lztzt  . 

Рассмотрим точки 0
~

),,( Lvzt i  , 1,2=i , очевидно, 0=),,( ivztF . Проекции 

),,(ˆ=),,( vztFvztF kk  , dk 1,= , являются функциями со значениями в 

одномерных пространствах 
d

kkR Rˆ=  , изоморфных R . Согласно формуле 

конечных приращений: 0=))(~,,(=),,(),,( 1212 vvvztF
v

vztFvztF kkkk 



 , 

},{~
21 vvconvvk  , dk 1,= . Следовательно, 0=))(~,,(ˆ

12 vvvztF
v

kkk 



 , dk 1,= , 

откуда получаем: 0=)( 12 vv  , значит, 12 = vv . 

Доказано, что  

,
~

),,(:!)[0,),( 0LvztDvDzt vz      (4.8) 

и в некоторой окрестности каждой точки zDzt  )[0,),( **  существует 

единственное решение ),(= ztv   уравнения (4.7), непрерывное по совокупности 

переменных t , z  и непрерывно дифференцируемое по z . Значит функция 

),(= ztv   в этой окрестности совпадает с ),( zt  и является решением уравнения 

(4.7) с соответствующими свойствами гладкости. Покажем, что функция 

),(= ztv   единственная на всей области определения. Действительно, если бы 

существовала функция ),(= ztv  , обладающая в некоторой точке 

zDzt  )[0,),( **  теми же свойствами, что и ),(= ztv  , то, в силу (4.8), 

***** =),(=),( vztzt  . Следовательно, ),(=),( ztzt   на zD)[0, . 

Подставим ),(= ztv   в (4.6):  
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)).,(,,(
~

=),()],,([= 1
11 ztztfQztgztgzBPGPz

dt

d
mm    (4.9) 

В силу свойств функций ),( zt  и ),(1 xtfQ , функция 

)),(,(=),( 1 ztPzPtfQztg dm   непрерывна по совокупности переменных t , z  и 

непрерывно дифференцируема по z  на zD)[0, . Следовательно, для любой 

начальной точки ),( 00 zt  такой, что 00000
~

)),(,,( Lztzt  , существует 

единственное решение )(tz  задачи Коши для уравнения (4.9) на некотором 

интервале ),[ 0 t  с начальным условием 00 =)( ztz . Заметим, что если начальная 

точка 000 ),( Lxt   и ),(= 0000 ztPzPx dm  , то начальная точка 

00000
~

)),(,,( Lztzt  . 

Введем функцию  zzHPPzPzHPxPxHPxPV mmmm ,
2

1
=),(

2

1
=),(

2

1
=)( *

111  

)(ˆ=),ˆ(
2

1
= zVzzH , где mmHPPH *=ˆ  и H  – оператор из (4.3). Градиент функции 

V̂  равен zHzVgrad ˆ=)(ˆ .  

Поскольку )]),([,ˆ(=)]),([,( 111 ztgzBPGPzHztgzBPGzHP mmmm   , то 

согласно (4.3) существует 0>R̂  такое, что  

,ˆ0,),ˆ()()]),([,ˆ( 11 RztVUtkztgzBPGPzH mm     (4.10) 

где )R),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU , 0>)(vU  при 0>v , 




=
)(vU

dv

c

. 

С учетом (4.10), производная функции ),ˆ(
2

1
=)(ˆ zzHzV  в силу системы (4.9) 

удовлетворяет при всех 0t  и z  таких, что Rz ˆ , оценке: 

).ˆ()()]),([,ˆ(=ˆ 11

)9.4(
VUtkztgzBPGPzHV mm 

 

Из свойств функций )(tk , )(vU  следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t  

не имеет ни одного положительного решения с конечным временем 

определения. Тогда по теореме [7, Гл. IV, Теорем XIII] каждое решение 

уравнения (4.9) неограниченно продолжаемо. Найденное глобальное решение 

)(tz  уравнения (4.9) определено на всем  <0 tt . Следовательно, функция 

))(,()(=)( tztPtzPtx dm   будет решением задачи Коши (3.1), (3.2) на ),[ 0 t . 

Проверим, что каждое локальное решение )(tx , ),[ 0  tt  уравнения (3.1) 

допускает единственное продолжение на ),[ 0 t . Из доказанного выше следует, 

что неограниченно продолжаемое решение )(tx  задачи Коши (3.1), (3.2) 

единственно на некотором интервале ),[ 0 t . Предположим, что решение не 

единственно на ),[ 0 t . Тогда существует *t  и два различных неограниченно 
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продолжаемых решения )(tx , )(~ tx  с общим значением )(~=)(= *** txtxx . 

Возьмем точку ),( ** xt  в качестве начальной, тогда на некотором интервале 

),[ 1* t  должно существовать единственное решение уравнения (3.1) с 

начальным значением ** =)( xtx , что противоречит предположению. 

Если 



 <)(

0

dttk

t

, то неравенство )()( vUtkv  , 0t  не имеет ни одного 

положительного неограниченного решения. Тогда по теореме [7, Гл. IV, 

Теорем XV] уравнение (4.9) устойчиво по Лагранжу. Следовательно, 

.)(:)[0,< MtzPtM m       (4.11) 

Рассмотрим отображение vvztfQGPvztF d  ),,(
~

=),,( 2
11 , введенное выше. 

По формуле конечных приращений: vvztF
v

ztFvztF kkkk )~,,(=,0),(),,(



 , 

}{0,=~ vconvvvk  , (0,1) , ),,(ˆ=),,( vztFvztF kk  , dk 1,= , d
kk 1=}ˆ{  – 

аддитивное разложение единицы в 
dR . Суммируя полученные равенства по k  

получаем: vztFvztF  =,0),(),,( , )~,,(ˆ=
1=

kk

d

k

vztF
v


  . Для любых v  таких, 

что 0
~

),,( Lvzt  , оператор )R( dL  обратим на }{0,vconv  и )R(1 dL
. 

Поскольку для функций ))(,(= tztv  , )(= tzz  отображение 

0=)))(,(),(,( tzttztF   и ),0)(,(
~

=),0)(,( 2
11 tztfQGPtztF d
 , то 

),0)(,(
~

=))(,( 2
111 tztfQGPtzt d
 . Учитывая, что 1  – ограниченный 

оператор, существует положительное число <N  такое, что 

),0)(,(
~

))(,( 2
11 tztfQGPNtzt d
  для любых ),[ 0  tt . Тогда из (4.11), (4.4) 

следует, что 1
0 ))(,(:),[  dPCNtzttt . 

Так как для всех ),[ 0  tt  выполнена оценка 

CNMtztPtzPtx dm  ))(,()(=)( , решение уравнения (3.1) глобально 

ограниченно. Это выполнено для любой начальной точки 000 ),( Lxt  . Значит, 

уравнение (3.1) устойчиво по Лагранжу. Теорема доказана. 

Теорема 4.2.2 Пусть функция )R,R)([0,),( nnCxtf   имеет непрерывную 

частную производную ),( xtf
x


 всюду на 

nR)[0,  , BA  – регулярный 

пучок индекса 1. Пусть выполнено (4.1) и для любых 2Xui   таких, что 

01 ),( LuxPt i  , 1,2=i , оператор-функция (4.2) является базисно обратимой на 

выпуклой оболочке },{ 21 uuconv . Пусть некоторое множество 1X  

обладает тем свойством, что каждая компонента )(1 txP  решения )(tx , 

начинающаяся в этом множестве, все время остается в нем. Пусть для 
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некоторого самосопряженного положительного оператора 

)(0>= 1
* XLHH   и числа 0>R  существуют функции )R),([0,)( Ctk , 

))(0,),((0,)( CvU , где ),1/2(= 11 xPxHPv , 0>)(vU  при 0>v , такие, что 




<
)(vU

dv

c

, 



 =)(

0

dttk

t

 и 

.0)()()]),([,( 111
1

1  xPtvUtkxtfQxBPGxHP   (4.12) 

Тогда для любой начальной точки  000 ),( Lxt  существует единственное 

решение )(tx  задачи Коши (3.1), (3.2) на некотором конечном интервале ),[ 0 Tt  

и это решение имеет конечное время определения. 

Доказательство. Начало доказательства аналогично доказательству 

теоремы 4.1. Далее внесены следующие изменения. 

Выпишем полученное выше дифференциальное уравнение (4.9): 

)).,(,,(
~

=),()],,([= 1
11 ztztfQztgztgzBPGPz

dt

d
mm   

Как и ранее, для любой начальной точки ),( 00 zt  такой, что 00000
~

)),(,,( Lztzt  , 

существует единственное решение )(tz  задачи Коши для уравнения (4.9) на 

некотором интервале ),[ 0 t  с начальным условием 00 =)( ztz . 

Учитывая связь zPxP m=1 , по условию теоремы каждое решение )(tz  

уравнения (4.9), начинающееся в множестве  1=}|R{=ˆ mm

m PzPz , все 

время остается в нем. Очевидно, функция ),ˆ(
2

1
=)(ˆ zzHzV  ( mmHPPH *=ˆ , H  – 

оператор из (4.12)) положительна при всех  ˆz  и 0t . 

Поскольку )]),([,ˆ(=)]),([,( 111 ztgzBPGPzHztgzBPGzHP mmmm   , то 

согласно (4.12) получаем: 

,ˆ0),ˆ()()]),([,ˆ( 11  ztVUtkztgzBPGPzH mm    (4.13) 

где )),([0,)( RCtk , ))(0,),((0,)( CvU , 


<
)(vU

dv

c

, 



 =)(

0

dttk

t

, 

0>)(vU  при 0>v . С учетом (4.13), производная функции )(ˆ zV  в силу системы 

(4.9) удовлетворяет для всех 0t  и  ˆz  следующей оценке:  

).ˆ()()]),([,ˆ(=ˆ 11

)9.4(
VUtkztgzBPGPzHV mm 

 

Из свойств функций )(tk , )(vU  следует, что неравенство )()( vUtkv  , 0t  

не имеет ни одного неограниченно продолжаемого решения. Тогда по теореме 

[7, Гл. IV, Теорем XIV] каждое решение )(tz  уравнения (4.9), удовлетворяющее 

условию 00 =)( ztz ,  ˆ
0z , 00000

~
)),(,,( Lztzt  , имеет конечное время 

определения. То есть, по определению, существует 0>T  такое, что 
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z
Tt 0

lim . Найденное решение )(tz  уравнения (4.9) определено на 

некотором конечном интервале ),[ 0 Tt . Напомним, что функция ),( zt  

определена на zD)[0, , непрерывна по ),( zt  и непрерывно дифференцируема 

по z . Следовательно, функция ))(,()(=)( tztPtzPtx dm   будет решением задачи 

Коши (3.1), (3.2) на ),[ 0 Tt . 

Проверим, что каждое решение )(tx , ),[ 0 Ttt  уравнения (3.1) единственно. 

Из доказанного выше следует, что решение )(tx  задачи Коши (3.1), (3.2) 

единственно на некотором интервале ),[ 0 t . Предположим, что решение не 

единственно на ),[ 0 Tt . Тогда существует точка Tt <*  и два различных 

решения )(tx , )(~ tx  с общим значением )(~=)(= *** txtxx . Возьмем точку ),( ** xt  

в качестве начальной, тогда на некотором интервале ),[ 1* t  должно 

существовать единственное решение уравнения (3.1) с начальным значением 

** =)( xtx , что противоречит предположению. Теорема доказана. 

 

5. Построение численного метода 

Пусть выполнены условия существования и единственности решения задачи 

Коши (3.1), (3.2) на ),[ 0 t  из теоремы 4.1. Будем искать решение задачи Коши 

на отрезке ],[ 0 Tt . Введем равномерную сетку }=,0,...,=,={ 0 TtNiihtt Ni   с 

шагом 
N

tT
h 0=


. Уравнение (3.1) эквивалентно системе (4.5). Обозначим 

xPz 1= , xPy 2= , тогда система (4.5) примет вид:  
















)2.5(.),(

)1.5(,),(=

2
1

1
11

yztfQGy

yztfQGBzG
dt

dz

 

Заменив в уравнении (5.1) производную в точке it  конечной разностью 

h

tztz
tz

dt

d ii
i

)()(
)( 1 
  , получим разностное уравнение, соответствующее явной 

схеме Эйлера [12]. Нелинейную функцию в правой части уравнения (5.2) 

аппроксимируем по формуле Тейлора:  
 ),( 1112
1

iii yztfQG  

)(),(),( 1112
1

112
1

iiiiiiii yyyztf
x

QGyztfQG 



 




 . Значения 

приближенного решения задачи (3.1), (3.2) в узлах it  обозначим через 

iii yzx = , Ni 0,...,= , где ii xPz 1= , ii xPy 2= . Отметим, что из условия 

базисной обратимости оператор-функции (4.2) в теореме 4.1 следует 

существование обратного оператора 

1

112
1 ),(



















 iii yztf

x
QGE , где E  – 

единичная матрица порядка n . Выбирая начальные значения 0z , 0y  так, чтобы 
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выполнялось условие согласования ),(= 0002
1

0 yztfQGy  , получаем 

разностную схему для определения численного решения:  

1.0,...,=,=

,),1)((),1)((

),1)((=

,),()(=

,=

111

1010

2
1

1

102
1

1

01
11

1

000




















































Niyzx

yyzhitf
x

yzhitf

QGyzhitf
x

QGEy

yzihtfQhGzBhGEz

yzx

iii

iiiii

iii

iiii

 

Предложенный численный метод аппроксимирует задачу Коши (3.1), (3.2) с 

первым порядком относительно h . 

 

6. Признаки устойчивости по Лагранжу одной модели нелинейного 

четырехполюсного фильтра 

На рис.6.1 изображен четырехполюсный радиотехнический фильтр с 

нелинейными сопротивлениями 1 , 2  и проводимостями 1h , 2h , линейными 

сопротивлениями 1r , 2r , проводимостью g , индуктивностью L  и емкостью C .  

Рис.6.1. Схема электрической цепи четырехполюсника 

 

Предполагается, что внешние токи )(1 tI , )R),([0,)(2 CtI  заданы, 

параметры L , C , 1r , 2r , g  являются положительными и вещественными, 

)(1 y , )(2 y , )(1 yh , )R,R()( 1

2 Cyh  . 

Уравнения Кирхгофа для данной цепи имеют вид: Lh IIII  111 = , 

22
== III rL , 

111
= hr III  , 

12= rIII  , 
2

= hgC IIII  , 
11

= hUU , 

2
== hgC UUU , CrLr UUUUUU =

1122
  . Ток и напряжение на каждом 

элементе связаны следующим образом: 
krkkr

IrU = , )(=
kkk

IU   , 

)(=
khkkh UhI , 21,=k , gg guI = , 

dt

dI
LU L

L = , 
dt

dU
CI C

C = . 
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Из приведенных уравнений исключаются все переменные, кроме 
11 = Ix , 

LIx =2 , CUx =3 . Обозначим ))((=)( 1111 xhx   и получим систему:  

)3.6(),()(=

)2.6(),()()(=

)1.6(),()()(=

1121

3212313

221111322112

xtIxx

xhxtIxgxx
dt

d
C

xxrxxxrxrx
dt

d
L







 

Векторная форма системы имеет вид (3.1), где 
3

321 R),,(= Txxxx ,  
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00

00

= C

L

A , 




















011

01

1

=

21

g

rr

B , 






















)()(

)()()(

)()()(

=),(

11

3212

221111

xtI

xhxtI

xxrx

xtf , 

BA  – регулярный пучок индекса 1. Вид матриц 1P , 2P , 1Q , 2Q , 1G  показан 

в [3]. Обозначим TT zzzxxxxPz ),,(=),,(== 3213221  , 

TT uuuxxxPu ),,(=)0,0,(== 321212   и выпишем подпространства 

},{= 211 ppLinX , }{= 32 pLinX , Tp 1,1,0)(=1  , Tp (0,0,1)=2 , Tp (1,0,0)=3 . 

Уравнение 0=)],([2 xtfBxQ   эквивалентно (6.3). С учетом новых 

обозначений, условие (4.2) выполнено, если R,0 11  uzt  такие, что  

).()(= 1111 uztIu          (6.4) 

В координатном базисе пространства 
3R  рассмотрим функцию  

  ,

011

011

0

1)(=
),(

=)(ˆ
11

112
2


































rr

uzPB
x

uztfQ
u .

)(
=)(

1

1
1

dx

xd
x


   (6.5) 

Найдем ограничения, при которых для любых 2, Xwv  , удовлетворяющих 

(6.4), сужение функции (6.5) на 2X  является базисно обратимым оператором на 

},{ wvconv . Поскольку пространства 2X , 2Y  одномерны, базисная обратимость 

эквивалентна обратимости, которая имеет место, если 1=)~( 11  uz , где 

R1z , },{~ wvconvu . 

Выберем 
















C

L

L

H

200

00

00

= . Тогда =)]),([,( 11
1

1 xtfQxBPGxHP   

)].()()()()()(2[ 23121112323222
2
3

2
221 tIxtIxrxxxhxxxgxxrr   

Для любых )[0,t , 11 || Mz   выполнена оценка  

.)()(
|
maxsup),( 11

11|)[0,
12

1 ztI
M

xPtfQG
zt
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Итак, пусть для любого 0t  существуют R, 11 uz  такие, что выполнено 

(6.4); для любых 2, Xwv  , удовлетворяющих (6.4), 1=)~( 11  uz  при любом 

},{~ wvconvu , R1z ; для некоторого 0>R  существуют функции 

)R),([0,)( Ctk , ))(0,),((0,)( CvU , где 2
3

2
2= CxLxv  , 0>)(vU  при 

0>v  и 


=
)(vU

dv

c

, такие, что для любых )[0,t , Rxx  2
3

2
22  

выполнено 

)()()()()()()()( 23121112323222
2
3

2
221 vUtktIxtIxrxxxhxxxgxxrr  т

огда по теореме 4.1 для всякой начальной точки 
3

00 R)[0,),( xt , 

удовлетворяющей (6.3), существует единственное решение )(tx  задачи Коши 

(3.1), (3.2) на полуоси ),[ 0 t . Если 



 <)(

0

dttk

t

 и существуют 

положительные числа <, MC  такие, что CztI
Mzt




)()(
|
maxsup 11

11|)[0,

, то 

уравнение (3.1) устойчиво по Лагранжу. Напомним, что устойчивость по 

Лагранжу уравнения означает глобальную ограниченность всех его решений. 

Рассмотрим несколько частных случаев, которые встречаются в реальных 

радиотехнических системах: 

0;>,=))((=)(,=)(,=)(,=)( 9
411

3
32

3
22

3
11 kyyhyyyhyyyy   (6.6) 

R0,>)),(cos(cos0.5=)(

),(cos=)(),(sin=)(),(sin=)( 322211

yyy

yyhyyyy

k


    (6.7) 

Для любой начальной точки ),( 00 xt , удовлетворяющей (6.4), существует 

единственное решение задачи Коши (3.1), (3.2) с нелинейными функциями вида 

(6.6) или (6.7) на полуоси ),[ 0 t . Решение будет ограниченным, если 

существует 


<)(sup= 1
)[0,

1 tIM
t

 и существует 


<)(sup= 2
)[0,

2 tIM
t

 или 





 <|)(| 2

0

dttI

t

. В частности, эти требования выполнены для входных токов 

вида kn
kk tbtI


=)( , Nkn , экспоненциальных и синусоидальных токов  

t
ebtI ka

kk


=)( , 
2/)

=)(
2( kkat

kk ebtI


, ),(sin=)( kkkk tabtI    (6.8) 

ka , kb , Rk , ][0,2k , 1,2=k . Для токов tbtI kk =)( , 2=)( tbtI kk , 1,2=k , 

глобальные решения существуют, но не являются ограниченными. Графики 

численных решений для рассмотренных частных случаев представлены ниже. 
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7. Нахождение численных решений для модели нелинейного 

четырехполюсного фильтра 

Рассмотрим электрическую цепь четырехполюсника (рис.6.1) с параметрами 

0.5=L  нГн, 0.4=C  пФ, 0.02=1r  Ом, 0.01=2r  Ом, 0.2=g  Ом 1 , 

использованными в [4]. Будем искать численные решения с помощью 

предложенного метода на интервале времени от 0 до 500 пс. Реализация 

численного метода производится в системе MATLAB. 

Для нелинейных сопротивлений и проводимостей (6.6) с 1=k  и внешних 

токов 9/222)(
1 3=)(  tetI , 10/222)(

2 2=)(  tetI  найдено численное решение с 

начальными значениями 0=0t , Tx ,0)10(0,1.3235= 23
0

 . Полученные графики 

представлены на рис.7.1-7.3. 

 
Рис.7.1. График тока )(

1
tI     Рис.7.2. График тока )(tIL  

 
Рис.7.3. График напряжения )(tUC   

 

Графики решения для электрической цепи с нелинейностями вида (6.7), 

1=k , внешними токами 1.6)(0.5sin50=)(1 ttI , )(sin50=)(2 ttI  и начальными 

значениями 0=0t , Tx 50.2488,0)(0,=0   представлены на рис.7.4-7.6. 

 

 
Рис.7.4. График тока )(

1
tI     Рис.7.5. График тока )(tIL  
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Рис.7.6. График напряжения )(tUC  

 

Анализ графиков, представленных на рис.7.1-7.6, показывает, что для 

системы (6.1)-(6.3) с экспоненциальными или синусоидальными токами вида 

(6.8), а также сопротивлениями и проводимостями вида (6.6), (6.7), существуют 

глобальные решения, ограниченные на всей области определения. 

Следовательно, вывод об устойчивости по Лагранжу, полученный с помощью 

применения теоремы 4.1, подтвержден численным экспериментом. 

Графики решения для электрической цепи с нелинейными сопротивлениями 

и проводимостями (6.6), 0.1=k , внешними токами ttI 0.1=)(1 , 2
2 0.001=)( ttI  

и начальными значениями 0=0t , Tx (0,0,0)=0  представлены на рис. 7.7-7.9. 

 
Рис.7.7. График тока )(

1
tI      Рис.7.8. График тока )(tIL  

 

 
Рис.7.9. График напряжения )(tUC   

 

Анализ графиков на рис.7.7-7.9 показывает, что для системы (6.1)-(6.3) с 

данными токами, сопротивлениями и проводимостями существует глобальное 

решение, возрастающее с ростом времени и, следовательно, неограниченное.  

Применение теоремы 4.1 дает аналогичный результат. 
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8. Выводы 

Для полулинейного дескрипторного уравнения (3.1) получены теоремы, 

позволяющие доказать существование и ограниченность глобальных решений 

либо их отсутствие (решения имеют конечное время определения). С помощью 

разработанного метода получены численные решения для моделей 

электрических цепей. Анализ решений подтверждает результаты теоретических 

исследований. Строгое доказательство сходимости численного метода не 

представлено в связи с ограничением объема статьи и требует отдельного 

изложения. 
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УДК 539.3 
 

Аналіз способів закріплення стійок для перевезення важких 

вантажів 

Т. О. Штефан  
Запорізький національний технічний університет 

Досліджено деформацію стійки, на яку тисне важкий вантаж, у випадку пружної 

плоскої деформації. Задача розв’язується в статичній постановці методом 

тригонометричних рядів. Розглянуто два типа умов на нижній межі, вздовж якої 

стійка спряжена з абсолютно жорстким півпростором. Проведено чисельне 

дослідження функції потенційної енергії формозміни, яка застосовується у 

енергетичній гіпотезі міцності, та розроблено практичні рекомендації відносно 

способів закріплення стійки на платформі. 

Ключові слова: стійка, умови закріплення, плоска деформація, четверта гіпотеза 

міцності, зона пластичності. 

Исследовано деформацию стойки, на которую давит тяжелый груз, в случае 

упругой плоской деформации. Задача решается в статической постановке 

методом тригонометрических рядов. Рассмотрены два типа условий на нижней 

границе, вдоль которой стойка сопряжена с абсолютно жестким 

полупространством. Проведено численное исследование функции 

потенциальной энергии формоизменения, которая применяется в 

энергетической гипотезе прочности, и разработаны практические рекомендации 

относительно закрепления стойки на платформе. 

Keywords: стойка, условия закрепления, плоская деформация, четвертая гипотеза 

прочности, зона пластичности. 

A flat elastic deformation of a rack caused by a heavy load is studied. The problem is 

solved in a static formulation with the help of trigonometric series. Two types of 

conditions at the lower boundary along which the racks coupled with an absolutely 

rigid half-space have been considered. A numerical study of function of distortion 

potential energy, which is used in the energy hypothesis of strength, have been 

performed, and practical recommendations for fixing the rack on the platform have 

been developed. 

Ключевые слова: front, fixing condition, elastic deformation, fourth hypothesis strength, plastic 

zone. 

 

Вступ 

Теорія пружності лежить в основі розрахунків на міцність всіх реальних 

інженерних об’єктів. Задача визначення напружень, які виникають в твердому 

тілі, на яке тисне інше тверде тіло, відноситься до класу контактних задач [1], 

при цьому міцність тіла залежить від умов його закріплення. 

При перевезенні важких вантажів на відкритих площадках (вагонах, 

залізничних платформах та кузовах вантажних машин) їх потрібно 

закріплювати. Існує багато способів закріплення, описаних, наприклад, в [2]. 

Досвід роботи експертів при розслідуванні причин ДТП підтверджує той факт, 

що безпека транспортування вантажів та їх схоронність суттєво залежать від 

правильності розміщення та закріплення вантажу. Причиною неохоронного 
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перевезення вантажів за даними страхових компаній у 70% випадках є 

недостатнє закріплення їх на транспортному засобі [3]. Також причиною 60% 

ДТП, що відбувається за участі одного транспортного засобу, є втрата ним 

керованості у зв’язку із зміщенням погано закріпленого вантажу [3]. Таким 

чином, транспортування ненадійно закріпленого вантажу дорогами загального 

користування представляє значну небезпеку для інших учасників дорожнього 

руху. У зв’язку з чим представлене дослідження є актуальним. 

Ми розглядаємо випадок, коли вантаж розміщується на спеціальних стійках і 

фіксується. Під дією цього вантажу стійка деформується і в ній виникають 

внутрішні напруження, які можуть призвести до її поломки, або навіть 

руйнування, що, в свою чергу, може викликати пошкодження вантажу та 

привести до аварійної ситуації [4] .В будь-якому разі, стійки фіксуються таким 

чином, щоб виключити їх рух як абсолютно твердого тіла. Але ж основа стійки 

може бути або механічно зчеплена з платформою, або довільно стояти на 

платформі таким чином, щоб виключити горизонтальні рухи. З точки зору 

механіки мова йде про повний (зчеплення) або ідеальний (проковзування) 

контакти. 

Метою цієї роботи є розробка математичної моделі процесу деформування 

стійки в найпростішому випадку статичної пружної плоскої деформації, 

проведення чисельних досліджень та розробка практичних рекомендацій 

відносно способів закріплення стійки на платформі. Досліджено поведінку 

функції потенційної енергії формозміни, яка застосовується в четвертій 

(енергетичній) гіпотезі міцності [5]. 

Отримано точний розв’язок задачі у вигляді рядів Фур’є, коефіцієнти яких є 

функціями від вертикальної координати. Приведені чисельні приклади, які 

ілюструють вплив межових умов на розподіл напружень в смузі. Подібні задачі 

для випадку параболічного штампу докладно розв’язані в [6], [7]. 

 

Постановка задачі 

Розглянемо прямокутний паралелепіпед нескінченої довжини, вісь якого 

паралельна осі Oz  і який знаходиться в умовах плоскої деформації. Якщо 

візьмемо один з перетинів constz = , то матимемо задачу про вигін смуги. Нехай 

смуга займає область lx ≤≤0 , hy ≤≤0  (рис.1). 

Опишемо межові умови, при яких ми будемо розв’язувати задачу. Гладкість 

штампу означає, що на верхній межі смуги дотичні напруження нульові: 

( ) ( ) hxfhxv −=, , ( ) .0, =hxxyτ                                   (1) 

По аналогії з [8] будемо вважати, що бокові сторони смуги зчеплені з 

тонкими листами – діафрагмами. Ці листи дозволяють точкам смуги, які з ними 

зчеплені, вільно переміщуватися в горизонтальному напрямку і не дозволяють 

переміщуватися в вертикальному напрямку. Математичний запис цих межових 

умов має вигляд 

( ) 0,0 =yv , 0),( =ylv .                                        (2) 
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Рис.1. Смуга, на яку тисне штамп.                   Рис.2. Штамп в кінцевому положенні. 
 

Ми будемо порівнювати надійність при двох видах закріплення: випадок 

зчеплення та випадок ідеального контакту. У випадку зчеплення будемо 

вважати, що на нижній межі смуги (при 0=y ) вона спаяна з абсолютно 

жорсткою основою. Це означає, що вертикальні та горизонтальні переміщення 

точок смуги, які лежать на цій межі, дорівнюють нулю, тобто  

( ) 00, =xu , ( ) 00, =xv .                                        (3) 

Для випадку ідеального контакту вертикальні переміщення та дотичні 

напруження точок смуги, що лежать на нижній межі, дорівнюють нулю, а саме: 

( ) 00, =xv , ( ) .00, =xxyτ                                       (4) 

На верхню межу смуги тисне гладкий абсолютно жорсткий штамп, який 

переміщується вертикально. Ми розглядаємо статичну задачу і будемо вважати, 

що в кінцевому положенні рівняння лінії, яку описує нижня межа штампу 

відомо і має вигляд ( )xfy = , [ ]lx ,0∈  (Рис.2). 

Таким чином нам потрібно знайти функції, які задовольняють системі 

рівнянь Ламе і межовим умовам (1)-(3) для випадку зчеплення та межовим 

умовам (1), (2), (4) у випадку ідеального контакту. 

 

Метод розв’язання 

Оскільки функція ( )yxv ,  задовольняє однорідним межовим умовам (1), то 

будемо її шукати у вигляді тригонометричного ряду за синусами: 

( ) ( ) ( )∑=
∞

=1
sin,

k
k xkyVyxv α .                                       (5) 

Тут lπα = . 

В цьому випадку розклади функції ( )yxu , , ( )yxx ,σ , ( )yxy ,σ , ( )yxxy ,τ  в 

тригонометричні ряди матимуть вигляд: 

( ) ( )∑=
∞

=1
cos

k
k xkyUu α , ( ) ( )∑=

∞

=1
sin

k
kx kxyS ασ , ( ) ( ),sin

1
∑=
∞

=k
ky kxyM ασ  

0 x 

y 

h 

l
0 x 

y 

h 

L 
L 
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( ) ( )∑=
∞

=1
cos

k
kxy kxyT ατ ,                                                (6) 

Зауважимо, що оскільки ( ) 0,0 =yxσ , то при такій деформації нормальні 

напруження на бокових діафрагмах будуть дорівнювати нулю.  

Встановимо зв'язок між функціями kkkk MSUV ,,,  та kT . Для цього підставимо 

розвинення (5) та (6) в кожне з рівнянь системи Ламе. Отримаємо наступні 

розклади: 

( ) ( ) ( ) ( )kyshyDCkychyBAV kkkkk αα +++= , 

( ) ( ) ( ) ( ),1
2

1
2 kyshvyBvAD

k

v
kychvyDvCB

k

v
U kkkkkkk α

α
α

α








++

−
+








++

−
=  

( ) ( )
( ) ( )),)23(

)23(2

kyshkyBkAD

kychkyDkCBS

kkk

kkkk

αααν

ααανµ

++−+

+++−−=
                        (7) 

( ) ( )
( ) ( )),)21(

)21(2

kychBkyDkC

kyshDkyBkAM

kkk

kkkk

αναα

αναα

−+++

+−++=
 

( )( ) ( ) ( ) ( )[
( )( ) ( ) ( ) ( )].21221

21221

kyshyvkDkyshBkvC

kychyvkBkychDkvAT

kkk

kkkk

αααα

ααααµ

⋅+++++

+⋅++++=
 

Тут kkkk DCBA ,,,  – довільні константи. 

Із межових умов (1) , (2), (3) або (1), (2), (4) із врахуванням розкладів (5), (6) 

та виразів (7) матимемо системи лінійних рівнянь відносно невідомих kA , kB , kC  

та kD . Розв’язок відповідної системи для випадку зчеплення має вигляд: 

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( ) ( )( )











−−−+Ω=

−++−Ω−=

++Ω=

=

,2121

,2112

,212

,0

2

2

khshvvkhchvkhvD

khshvvkhkhchvC

khshvkhkhchkvB

A

k

k

k

k

ααα

ααα

αααα
                    (8) 

де позначено ( ) ( )[ ].212 khshvkhvk ααδ −−=Ω  

Аналогічно знайдено розв’язок системи у випадку ідеального контакту: 

( )
( ) ( )( )













=

++Ψ=

+Ψ−=

=

,0

,212

,21

,0

k

k

k

k

D

khcthvkhC

vkB

A

αα

α
                                   (9) 

тут позначено ( ).2 khshk αδ=Ψ  

Підставивши знайденні коефіцієнти (8) або (9) в ряди (5), (6) для 

нормальних напружень xσ , yσ  та дотичних напружень xyτ  матимемо шуканні 

розвинення вказаних функцій в тригонометричні ряди. Отриманні результати 

застосуємо для знаходження критичних (в сенсі міцності) ділянок розглянутої 

конструкції. 
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Результати чисельного моделювання 

Наведемо результати чисельного моделювання деформації смуги штампом у 

випадках, коли на нижній межі виконуються умови зчеплення та ідеального 

контакту. Візьмемо π=l , 1=h , 25.0=v . Напруження будемо відносити до 

модулю зсуву µ .  

Будемо вважати, що поверхня штампу представляю собою одну хвилю 

синусоїди, тобто рівняння верхньої межі смуги після деформації буде мати 

вигляд  

( ) xphxf sin−= ,                                   (10) 

де p - достатньо мале додатне число, яке має розмірність довжини і 

характеризує вигін поверхні штампу.  

В цьому випадку вертикальні переміщення точок смуги описуються 

формулою: 

( ) ( ) xphxfhxv sin, −=−= .                                           (11) 

Розкладемо функцію (11) в ряд Фур’є і отримаємо рівність: 

.sinsin
1

∑=−
∞

=k
k kxxp δ  

В силу однозначності розвинення функції в ряд Фур’є матимемо, що p−=1δ , 

0...32 === δδ . Таким чином у нас лише один із коефіцієнтів kδ  відмінний від 

нуля, а це означає, що для отримання точного розв’язку нам достатньо в рядах 

(5), (6) утримати лише перші доданки. 

Далі наведемо результати чисельних розрахунків для двох видів межових 

умов: випадку зчеплення та випадку ідеального контакту. 

 
 

Рис.3. Переміщення ( ) pyxu , .                         Рис.4. Переміщення ( ) pyxv , . 

 

На рисунках 3-4 зображено типові графіки функцій горизонтальних та 

вертикальних переміщень точок смуги для двох типів межових умов при 

значенні товщини 1=h . 
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Дослідження функції потенційної енергії формозміни 

Сутністю енергетичної теорії міцності є припущення, що кількість 

потенціальної енергії формозміни, яка накопичена до моменту настання 

небезпечного стану, однакова як при складному напруженні, так і при простому 

розтягуванні. Умова міцності згідно четвертій гіпотезі міцності записується 

наступним чином [5]: 

2
32

2
31

2
21 )()()(

2

1
σσσσσσσ −+−+−=ΙΙ . 

Якщо перейти від головних напружень до тензору деформації в довільній 

прямокутній системі координат, матимемо наступний вираз: 

( ) ( ).3 2222
yzxzxyzyzxyxzyx τττσσσσσσσσσσ −−−++−++=ΙΙ  

Оскільки у випадку плоскої деформації ,0== yzxz ττ  ),( yxz σσνσ +=  то 

отримаємо відповідну функцію потенціальної енергії формозміни у вигляді: 

[ ] ( ).)(3))(1(),( 222
xyyxyxyxyxF τσσνσσσσνσ −++−++== ΙΙ                (12) 

На рисунках 5 - 8 зображено графіки функції потенційної енергії формозміни 

в смузі під дією навантаження у випадку зчеплення та при ідеальному контакті 

при 25,0=ν  та різних значеннях товщини плити. На рисунках 8 - 10 зображено 

графіки функції потенційної енергії формозміни в смузі під дією навантаження у 

випадку зчеплення та при ідеальному контакті при 1=h  та різних значеннях 

коефіцієнта Пуассона. 

 
а)                                                             б) 

Рис. 5. Графіки функції ),( yxF  при 25,0=ν  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення товщини 1=h . 

 

Аналіз рисунків поведінки функції енергії формозміни у випадку повного 

контакту показав, що при 25,0=ν  та малих значеннях товщини h  глобальний 

максимум знаходиться в середині нижньої межі. При збільшенні товщини (а 

саме при 2>h ) глобальний максимум переміщується в середину верхньої межі, 

при цьому значення глобального максимуму змінюється несуттєво (рисунки 5а – 

7а). При 3>h  напруження на нижній межі плити і, взагалі, при ,2π≥y  енергія 

формозміни практично дорівнює нулю. Якщо зафіксувати 25,0=ν , то найбільш 
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стійкою серед розглянутих конструкцій, з точки зору четвертої гіпотези 

міцності, є плита товщиною 5,1=h . Значення глобального максимуму при 

подальшому збільшенні товщини зростає. Зміна ν  достатньо складно впливає на 

зміну форми графіка функції енергії формозміни (рисунки 5а, 9а, 10а). 

 
а)                                                              б) 

Рис. 6. Графіки функції ),( yxF  при 25,0=ν  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення товщини 5,1=h . 

 
 

а)                                                              б) 

Рис. 7. Графіки функції ),( yxF  при 25,0=ν  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення товщини 2=h . 

 

 
а)                                                              б) 

Рис. 8. Графіки функції ),( yxF  при 25,0=ν  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення товщини 3=h . 
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У випадку ідеального контакту форма графіку функції ),( yxF  змінюється не 

так суттєво, як при повному контакті, при цьому локальні максимуми на нижній 

та верхній межах близькі за значенням. При збільшенні товщини плити 

глобальний максимум функції ),( yxF  переміщується з середини нижньої межі 

(якщо 2<h ) в середину верхньої межі (якщо 2>h ), при цьому значення 

максимуму зменшується. При збільшенні коефіцієнта Пуассона значення 

глобального максимуму строго зменшується. 

В усіх розглянутих випадках при однакових значеннях параметрів (товщини 

плити та значенні коефіцієнта Пуассона) глобальний максимум функції ),( yxF  

для ідеального контакту менше відповідного значення цієї функції у випадку 

повного контакту, крім випадків 25,0=ν , 5,1=h  та 3,0=ν , 1=h , коли вони 

практично співпадають. Таким чином, застосування ідеального контакту 

видається найбільш доцільним з точки зору четвертої гіпотези міцності. 

Найбільш явно це твердження ілюструється рисунком 8 при значеннях 

параметрів 25,0=ν  та 3=h , бо в цьому випадку відношення значень глобальних 

максимумів для двох типів межових умов близько до восьми. 

 
 

а)                                                                 б) 

Рис. 9. Графіки функції ),( yxF  при 1=h  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення коефіцієнта Пуассона 1,0=ν . 

 

 
 

а)                                                              б) 

Рис. 10. Графіки функції ),( yxF  при 1=h  для а) випадку зчеплення, б) ідеального 

контакту для значення коефіцієнта Пуассона 4,0=ν . 
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Висновки 

В даній роботі наведена математична постановка задачі про плоску 

деформацію однорідної невагомої ізотропної пружної смуги, яка знаходиться 

під тиском зі сторони абсолютно жорсткого штампу. Розв’язано статичну задачу 

методом розкладу функцій переміщень та навантажень в тригонометричні ряди. 

Отримано точний розв’язок задачі у вигляді рядів Фур’є, коефіцієнти яких є 

функціями від вертикальної координати. 

Розглянуто два типа межових умов на межах, які не контактують зі штампом, 

а саме умови зчеплення та умови ідеального контакту. Для обох задач отримані 

розрахункові формули та проведено детальний чисельний аналіз. 

Для розглянутих значень параметру встановлено, що більш надійним з точки 

зору четвертої гіпотези міцності є випадок, коли стійка, на яку встановлюється 

вантаж, може проковзувати по підлозі, ніж випадок, коли стійка зчеплена з 

підлогою. В одному з розглянутих прикладах за рахунок зміни межових умов 

вдалося зменшити максимум енергії формозміни у вісім разів. 
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