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Функціювання сучасних конструкцій відбувається в умовах дії підвищених технологічних навантажень. Оболонки 

обертання відносяться до найбільш застосовних елементів конструкцій. Умови експлуатації таких елементів 

передбачають вплив оточуючого середовища, тобто функціювання конструкцій відбувається в умовах взаємодії 

пружних оболонкових елементів з рідиною або газом. В роботі розглянуто коливання пружної оболонки обертання, 

частково заповненої рідиною, за умови дії зовнішніх навантажень в вертикальному та горизонтальному напрямках 

одночасно. Вважалось, що рідина є ідеальною та нестисливою, а її рух під дією прикладених навантажень є 

безвихровим. Це дало змогу ввести потенціал швидкостей для обчислення тиску рідини на поверхні оболонки та для 

визначення функції, що описує рівня підйому вільної поверхні. На першому етапі визначені частоти а форми вільних 

коливань оболонки з рідиною. Ці частоти зазвичай поділяють на два відокремлені спектри: частоти коливань вільної 

поверхні та частоти коливань пружних стінок. Для числової реалізації використано метод граничних елементів. В 

цьому дослідженні встановлено, що для досить тонких пружних стінок резервуара фундаментальна частота при 

зв’язаних коливаннях може бути набагато меншою, ніж частота рідини в оболонці з жорсткими стінками. Зі 

збільшенням товщини стінки резервуара цей ефект стає незначним, а нижча частота коливань оболонки з рідиною 

наближається до частоти коливань рідини в жорсткому резервуарі. Другий етап дослідження пов'язаний із аналізом 

комбінованих горизонтальних та вертикальних навантажень. Розглянуто випадки, коли частоти навантажень є 

близькими до фундаментальної частоти плескань та до нижчої частоти коливань пружних стінок. Досліджено ефект 

параметричного резонансу. З’ясовано вплив наявності перегородок на рух оболонки з рідиною при вільних та 

вимушених коливаннях. 

Ключові слова: оболонки обертання, пружність, коливання, комбіновані навантаження. методи скінченних  та 

граничних елементів, ідеальна нестислива рідина. 
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The operation of modern structures occurs under conditions of high technological loads. Shells of rotation are among the most 

applicable structural elements. The operating conditions of such elements provide for the influence of the environment such as 

the interaction of elastic shell elements with liquid or gas. The oscillations of the elastic shell of rotation, which are partially 

filled with liquid, under external loads in the vertical and horizontal directions simultaneously, are considered in the paper. The 

liquid is supposed to be ideal and incompressible, and its motion under the applied loads is irrotational. This allows us to 

introduce the velocity potential to calculate the pressure of the fluid on the surface of the shell and determine the function 

which describes the level of the free surface lift. At the first stage, the frequencies and forms of free oscillations of the shell 

with liquid are determined. These frequencies are usually divided into two separate spectra: the free surface vibration 

frequency and the elastic wall vibration frequency. The boundary element method is used for numerical implementation. It is 

found that for sufficiently thin elastic tank walls, the fundamental frequency of the coupled vibrations can be much lower than 

the frequency of the fluid in a shell with rigid walls. As the tank wall thickness increases, this effect becomes insignificant, and 

the lower vibration frequency of the shell with liquid approaches the vibration frequency of the liquid in a rigid tank. The 
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second stage of the study is related to the analysis of combined horizontal and vertical loads. The cases when the load 

frequencies are close to the fundamental frequency of sloshing and to the lower frequency of vibration of elastic walls are 

considered. The effect of parametric resonance has been investigated. The influence of the presence of partitions on the motion 

of the shell with the liquid at free and forced oscillations has been found out. 

Keywords: shell rotation, elasticity, oscillations, combined loads. finite and boundary element methods, ideal incompressible 

fluid. 

 

 

1 Вступ 

Значна кількість елементів сучасного обладнання в енергетичній, хімічній промисловості, на 

транспорті, в авіаційній та космічній техніці працює в умовах підвищених технологічних 

навантажень, при високих температурах та рівнях тиску. При цьому зазвичай обладнання 

піддається дії зовнішніх навантажень різної природи. Важливими питаннями тут є гідро та аеро-

пружні ефекти. Ці явища притаманні процесам коливань кришок гідротурбін [1], робочих коліс 

гідротурбін [2], лопатей повітряних установок [3]. Гідродинамічні ефекти спостерігаються й при 

дослідженні явищ підтоплення міських територій [4], Гідропоужні явища необхідно враховувати 

і при проектуванні та модернізації резервуарів та сховищ для вогненебезпечної та 

легкозаймистих речовин. Як моделі цих резервуарів зазвичай використовують оболонки 

обертання [5], [6] та складені оболонки обертання [7]. Вплив різного виду перегородок на 

частоти та амплітуди коливань резервуарів вивчався в роботах [5], [8], [9], [10]. Вимушені 

коливання резервуарів при частковому заповненні рідиною вивчались в [5], [11], [12]. 

Зазначимо, що вивчення вимушених коливань рідини в резервуарах в уточненому формулюванні 

залишається  актуальним питанням, оскільки дає змогу визначити границі стійкості руху, що 

дозволяє забезпечити надійність та безпечність функціонування обладнання. 

 

2 Формулювання задачі та основні співвідношення 

Для оцінки ефектів пружності стінок оболонки при коливаннях конструкцій з рідиною 

розроблена математична модель, що базується на таких гіпотезах: рідина є нестисливою і 

нев’язкою, рух рідини є безвихровим, враховуються лише малі коливання пружних елементів 

[12]. Введемо потенціал цієї зв’язаної задачі як суму двох функцій 

,    (2.1) 

де потенціал Φ(t,x,y,z) визначає коливання вільної поверхні, а функція   описує 

внесок пружних коливань стінки.  

     Для функції  zyxte ,,,   сформульовано таку крайову задачу [12]: 
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Тут змочена поверхня оболонки подана як , де  і  є жорсткою та пружною 

частинами поверхні оболонки відповідно, - вектор пружного переміщення, і W є 

його нормальним компонентом. 

 Нехай    - власні форми коливань пружної порожньої оболонки, які 

відповідають хвильовому числу n. Для числового аналізу використовуємо метод редукованих 

скінченних елементів, описаний у [5]. Вектор-функція в циліндричних координатах координатах  

  може бути подана таким чином:  

.    (2.3) 

     Зобразимо функцію  у циліндричних координатах як ряд 

,    (2.4) 

де базисні функції   визначаються з граничних задач 
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Для функції Ф(x,y,z,t) згідно з [13] маємо такий вираз, 
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Таким чином, для сумарного потенціалу    маємо подання 

  zrt ,,,
~

.  (2.6) 

Аналогічно, для функції  rt ,,  що описує положення та форму вільної поверхні, отримаємо 
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Крайові задачі (2.2) та (2.5) розв’язані методом граничних елементів з використанням 

спеціальних процедур, що описані в [13], [14]  

Отже, для функції  згідно з (2.6), (2.7) маємо такі співвідношення: 
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Тому для розв’язання зв’язаної задачі з визначення коливань пружної оболонки, заповненою 

рідиною, необхідно обчислити невідомі коефіцієнти, що залежать лише від часу 

    1,...2,1,,...2,1,,...1,0,, MkMkNntdtc nlnk  . 

Для знаходження цих коефіцієнтів використано динамічну граничну умову на вільній 

поверхні [15] 
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Використовуючи рівняння (2.6), (2.7), знаходимо 
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Ще одно співвідношення для визначення невідомих, залежних від часу коефіцієнтів отримано 

з рівняння руху оболонки у вигляді [12 ] 

nUMLU dp  ,      
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,  (2.9) 

тут L та M - матриці жорсткості та мас, відповідно. 

Нехай nk  є власними частотами порожньої пружної оболонки. 

Маємо співвідношення 

kjnjnknknknk  ),(,2
uMuMuLu , kjnknjnk  2),( uLu . (2.10) 

Використав рівняння (2.7)-(2.10), приходимо до такого співвідношення: 
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  (2.11) 

Рівняння (2.8),(2.11) описують зв’язану задачу визначення коливань оболонки з рідиною при 

одночасному врахуванні пружності стінок та коливань вільної  поверхні рідини. 

Враховуючи результати скалярного добутку рівняння (2.10) на функції  і рівняння 

(2.11) на функції , та ортогональність форм власних коливань рідини в жорстких резервуарах 
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[16], отримаємо систему диференціальних рівнянь другого порядку для визначення невідомих 

коефіцієнтів . 

Якщо розглядаються задачі власних коливань, вважаємо, що 

 , .  (2.12) 

Тоді з рівнянь (10), (12) отримуємо задачу на власні значення для визначення власних частот і 

форм з урахуванням як пружності, так і ефектів плескань вільної поверхні. Тут  - власна 

частота,  -невідомі константи.  

 

3 Визначення власних частот 

Як приклад числового моделювання розглянемо циліндричну оболонку з плоским дном, 

радіусом R = 1m, товщиною h = 0.01 m, висотою L = 2 m, з модулем Юнга E = 2·105 MPa, 

коефіцієнтом Пуассона ν = 0.3, густиною матеріалу оболонки s  = 7800 kg/m3, густиною рідини 

l  = 1000 kg/m3, рівнем заповнення H = 1.0 m. Положення перегородки приймаємо як H1 = 0.5m, 

радіус перегородки Rb є змінним, значення Rb = 0 відповідає резервуару без перегородки. 

Передбачається, що оболонка жорстко закріплена за контуром контуром, тобто маємо такі 

граничні умови:  при z =  H і r = R, рис.3.1. Власні форми коливань порожньої 

оболонки отримано за допомогою методу скінченних елементів, як описано в [15] (це перша 

система базисних функцій). 

   
Рисунок 3.1 Циліндричний резервуар з перегородкою 

 

Форми заповненої рідиною пружної оболонки без урахування сили тяжіння  (друга 

система базисних функцій) знайдені методом, розробленим в [17]. Базисні функції nkщо 

описують коливання вільної поверхні знаходимо з використанням методу інтегральних рівнянь 

[14]. Коли всі системи базових функцій визначені, підставляємо їх у рівняння. (2.10), (2.11) та з 

використанням (2.12) приходимо до розв’язання задачі на власні значення. При цьому 

враховуєються як коливання пружних стінок оболонки, так і  плескання рідини. 

Далі  досліджено вплив наявності перегородок на власні частоти коливань системи 

«оболонка-рідина». 

У табл. 3.1 наведені числові значення власних частот коливань для порожніх та заповнених 

рідиною циліндричних пружних резервуарів без перегородок. Тут коефіцієнти nS, nL вказують на 

кількість форм коливань стінок оболонки та форм плескань рідини, що враховуються в зв'язаних 

вібраціях, K - номер зв'язаної форми коливань. Для числового моделювання використано чотири 

форми коливань оболонки та п’ять форм плескань.  
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Таблиця 3.1 – Частоти порожніх та наповнених рідиною пружних резервуарів без перегородок, n = 

0,1,  Гц 

n = 0 n = 1 

K nS nL 
Оболон

ка без 

рідини 

Оболон

ка з 

рідиною 

nS nL 
Оболонк

а без 

рідини 

Оболонка 

з рідиною 

1  1  0.9739  1  0.6418 

2  2  1.3208  2  1.1509 

3  3  1.5909  3  1.4564 

4  4  1.8209  4  1.7054 

5  5  2.0249  5  1.9212 

6 1 1,2 23.233 7.6591 1,2  48.520 21.902 

7 2,1  91.101 43.308   2,1  139.70 79.712 

8 3,2  205.25 117.03     3,2,1  232.44 178.42 

9 4,3,2   365.79 230.31   4,3  277.30 210.00 
 

Наведені тут результати показують різницю між частотами заповнених рідиною та порожніх 

оболонок. Але зі збільшенням номера частоти ця різниця поступово зменшується. Частоти 

резервуарів з пружними стінками істотно перевищують частоти, пов'язані з плесканнями. 

Результати впливу перегородки на частоти коливань наведені в табл. 2. Перегородка, що має 

форму кільця з Rb = 0.5 м,  встановлюється на висоті H1 = 0.5 м в циліндричну оболонку, 

параметри якої описані вище, рис. 3.1. 
 

Таблиця 3.2 – Частоти порожніх та наповнених рідиною пружних резервуарів із перегородками,  = 

0, Гц 4 Відомості про авторів та організацію. 

K nS nL Оболонка без 

рідини 

Оболонка з 

рідиною 

1  1  0.9475 

2  2  1.3028 

3  3  1.5900 

4  4  1.8209 

5  5  2.0249 

6 1 1 23.2338 5.5213 

7 2 1 40.4818 15.172 

8 3 2 91.1015 43.769 

9 4 2 205.253 119.145 

10 5 2 213.551 168.052 

11 6 1 365.794 196.125 

12 7 2 553.183 370.881 

13 8 3 572.280 401.324 

 

Наведені тут результати показують різницю між частотами заповнених рідиною та порожніх 

оболонок. Але зі збільшенням номера частоти ця різниця поступово зменшується. Частоти 

резервуарів з пружними стінками істотно перевищують частоти, пов'язані з плесканнями. 

У порівнянні з даними табл. 3.1 бачимо вплив наявності перегородки. 

Форми осесиметричних коливань циліндричної оболонки з кільцевою перегородкою 

зображені на рис. 3.2. 
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                                    k= 1                    k = 2                         k = 6                   k = 7      

Рисунок 3.2: Форми осесиметричних коливань оболонки з кільцевою перегородкою 

 

Порівнюючи частоти для кругових циліндричних резервуарів із перегородками і без 

перегородок, можна побачити, що найнижчі частоти осесиметричних коливань для обох 

резервуарів практично однакові. Нижча частота  
06   для обох порожніх пружних резервуарів 

06    = 23,233 Гц, і її форма відповідає першій формі осесиметричних коливань днища. Частота 

07    для порожнього резервуара та частота  
08    для резервуара з перегородкою становлять 

91.1015 Гц і відповідають другій формі осесиметричних коливань днища.  

Слід зазначити, що встановлення перегородки призводить до більш істотних змін частоти 

коливань днища. Частота 
07    відповідає першій осесиметричній формі перегородки. Подібно 

до резервуара без перегородок, частоти резервуарів з пружними стінками, істотно перевищують 

частоти, пов'язані з плесканнями.  

Зазначимо також, що зменшення товщини оболонки призводить до зменшення частот 

пружної оболонки. Частоти порожніх та заповнених рідиною резервуарів з кільцевою 

перегородкою для різної товщини наведені в табл. 3. 3. 

Таблиця 3.3: Залежність частот від товщини оболонки 

 

K 

Пуста оболонка, Гц Оболонка з рідиною, Гц 

h , м 

 0.01 0.005 0.003 0.0015  0.01 0.005 0.003 0.0015 

6 23.233 11.838 7.1805 3.6308 5.5213 2.8187 1.7096 0.8644 

7 40.482 20.612 12.495 6.3132 15.172 7.9277 4.8058 1.5780 

8 91.101 46.271 28.023 14.153 43.769 22.249 13.479 7.0064 

9 205.25 100.01 62.922 31.747 119.14 58.148 36.587 15.716 

10 213.55 109.10 66.127 31.778 168.05 85.909 52.069 18.692 

 

Відповідно до рис. 3.1, у табл. 3.3 номер K = 6 відповідає першій осісиметричній формі 

коливань пружного днища, а K = 7 відповідає першій осісиметричній формі коливань пружної 

перегородки. Частоти, наведені в табл. 3.3 для товщини h =0.01м h =0.005м, h =0.003м, вище 

ніж частоти плескань. Результати табл. 5.3 свідчать про те, що найнижчі частоти пружних 

оболонок зменшуються зі зменшенням товщини оболонки. Отже, для дуже тонких пружних 

стінок резервуара фундаментальна частота при зв’язаних коливаннях може бути набагато 

меншою, ніж частота рідини в оболонці з жорсткими стінками. Зі збільшенням товщини стінки 

резервуара цей ефект стає незначним, а нижча частота коливань оболонки з рідиною 

наближається до частоти коливань рідини в жорсткому резервуарі. Але використання таких 

тонких оболонок як елементів відповідальних конструкцій, що працюють при інтенсивних 

зовнішніх навантаженнях, вимагає ретельного аналізу напружено-деформованого стану, щоб 

уникнути втрати стійкості.  



Bulletin of V.N. Karazin Kharkiv National University 
62 series «Mathematical modeling. Information technology. Automated control systems» issue  53, 2022 

 

У роботі [18] були отримані умови, коли вплив плескань стає незначним при вивченні 

коливань пружної оболонки. Таким чином, для оцінки найнижчих частот коливань оболонки, 

заповненої рідиною, доцільно обмежити дослідження жорсткими оболонками, принаймні, якщо 

відношення товщини до характерного розміру оболонки більше, ніж 0.003. 

 

4 Дослідження взаємної дії горизонтальних та вертикальних навантажень на пружний 

резервуар частково заповнений рідиною 

Розглядається задача про вимушені коливання рідини в пружній оболонці. Передбачається, 

що рідина ідеальна, нестислива, а її рух, що почався зі стану спокою, є безвихровим. Позначимо 

змочену поверхню оболонки через S1 , а вільну поверхню через S0. Систему рівнянь руху 

оболонкової конструкції з відсіками, частково заповненою рідиною, та інтеграл Коші-Лагранжа, 

застосовуємо  у вигляді (2.9). 

Будемо шукати власні форми коливань резервуару з рідиною у вигляді (2.3). 

  Приходимо до системи диференційних рівнянь (2.8), (2.11) для знаходження невідомі 

функцій часу  та . Для їх однозначного визначення використовуємо початкові умови 

        1010 0,0,0,0 kkkkkkkk ddddcccc  
. 

Після виконання скалярного добутку отримаємо 

 
     (4.1) 

(4.2) 

Розв’язок системи (4.1) - (4.2) дає змогу проаналізувати вимушені коливання системи 

«оболонка-рідина» з різними силами, що збуджують. 

При числовому моделюванні розглянуто циліндричну оболонку з плоским днищем, з 

параметрами, описаними в підрозділі 3.  

З наведених в таблиці 3.2 даних щодо плескань рідини у резервуарі, бачимо, що найнижчі 

частоти є 0.64 Гц та 0.97 Гц. Ці частоти відповідають першій та нульовій гармонікам. Дані 

таблиці 3.1 свідчать про те, що найнижча частота коливань стінок циліндричного резервуара є 

0.947 Гц.  

Будемо розглядати одночасну дію горизонтальних та вертикальних навантажень. 

Припустимо, що   

,   . 
Зауважимо, що нижча частота плескань відповідає першій гармоніці, а нижча частота 

коливань пружних стінок відповідає осесиметричним коливанням днища. З цього випливає, 

що оскільки . Тому в рівняннях (4.1) буде наявною лише дія вертикального 

збудження. Але в рівняннях (4.2) будуть ненульовими всі доданки, що відповідають за вплив 

зовнішнього навантаження. 

Припустимо, що = =0.945 Гц. Обчислимо функції та побудуємо графік 

зміни рівня вільної поверхні резервуару в точці з координатами z=H, R=1, =0. 

 
Рисунок 4.1: Рівень підйому вільної поверхні за умови що ωh=ωv =0.945 Гц. 
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Заголовки повинні набиратися 11 кеглем шрифту Times New Roman, вирівнюватися по лівому 

Далі розглянемо випадок, коли  ωh=ωv =0.969 Гц. Зміна рівня вільної поверхні за часом подана 

на рис. 4.2. 

 
 

Рисунок 4.2: Рівень підйому вільної поверхні за умови що ωh=ωv =0.969 Гц 

 

З даних, наведених на рис. 4.1 та 4.2, бачимо що наближення частоти сил, що змушують, до 

нижчої частоти коливань пружних стінок призводить до втрати стійкості руху. 

 
Рисунок 4.3: Рівень підйому вільної поверхні за умови що ωh=ωv =0.639 Гц 

 

На рис. 4.3. наведено графік зміни рівня вільної поверхні рідини за умови наближення 

частоти сил, що змушують, до першої фундаментальної частоти плескань.  

Рис.4.4. відповідає тій частоті сил, що змушують, що дорівнює подвоєній фундаментальній. 

 

 
Рисунок 4.4: Рівень підйому вільної поверхні за умови що ωh=ωv =1.28 Гц. 

 

Рис. 4.5 демонструє зміну рівня вільної поверхні при частоті, яка дорівнює 0.3 Гц, та не є 

близькою ані до нижчих частот плескань, ані до нижчої частоти коливань пружних стінок. 
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Рисунок 4.5: Рівень підйому вільної поверхні за умови що ωh=ωv =0.3 Гц. 

 

З наведених результатів можна зробити висновок про те, що в випадку досить тонких 

оболонок, коли нижча частота коливань  пружних стінок стає приблизно рівною нижчим 

частотам плескань, відбувається втрата стійкості. В цьому випадку спектри частот коливань 

пружних стінок та коливань вільної поверхні рідини не є відокремленими, і впливом пружності 

стінок неможливо нехтувати. 

 

5 Висновки 

Розглянуто коливання пружної оболонки обертання, частково заповненої рідиною, за умови 

дії зовнішніх навантажень в вертикальному та горизонтальному напрямках одночасно. 

Встановлено, що для досить тонких пружних стінок резервуара фундаментальна частота при 

зв’язаних коливаннях може бути набагато меншою, ніж частота рідини в оболонці з жорсткими 

стінками. Зі збільшенням товщини стінки резервуара цей ефект стає незначним, а нижча частота 

коливань оболонки з рідиною наближається до частоти коливань рідини в жорсткому резервуарі. 

Розглянуто випадки, коли частоти навантажень є близькими до фундаментальної частоти 

плескань та до нижчої частоти коливань пружних стінок. Встановлено, що спектри частот 

коливань пружних стінок та коливань вільної поверхні рідини не є відокремленими, і впливом 

пружності стінок неможливо нехтувати. 
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