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Інтегральне перетворення Ганкеля та метод функцій податливості застосовано до розв’язання осесиметричної задачі 

термопружності для багатошарової плити з неідеальним тепловим контактом між шарами. У матричній формі 

побудовано рекурентні співвідношення, що пов’язують функції податливості сусідніх шарів плити. Чисельні 

розрахунки проведено для двошарової плити, що перебуває під дією теплових навантажень. Проаналізовано вплив 

коефіцієнта теплового опору на розподіл температури в точках нижньої межі верхнього шару і точках верхньої межі 

нижнього шару, а також на розподіл нормальних напружень на стику шарів плити. 

Ключові слова: напруження, температура, неідеальний тепловий контакт, багатошарова плита, інтегральне 

перетворення Ганкеля, функції податливості. 
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An axisymmetric stationary problem of thermoelasticity for a multilayer plate with imperfect thermal contact between its 

layers is solved by using the method of compliance functions and the Hankel transform. The mechanical contact of their 

boundaries is assumed to be perfect. The Hankel transforms of displacements, stresses, and temperature at the points of the 

layer can be represented in the form of the linear combinations of the six auxiliary functions. The auxiliary functions are 

connected with the Hankel transforms of displacements, stresses, temperature and flow at the points of the upper boundary of 

the corresponding layer. Those six auxiliary functions can be found from the boundary conditions in the case considered. 

Using the conditions on the boundaries between the layers and introducing a dummy layer the recurrent formulas for finding 

other auxiliary functions have been constructed. The auxiliary functions of each layer are dependence which is represented in 

the matrix form by using so-called compliance functions. The recurrence relations for the compliance functions of the 

thermoelastic multilayer plate have been constructed. The algorithm for solving the considered problem is formulated. The 

numerical calculations for a two-layer plate subjected to the thermal loads are performed. The influences of the thermal 

resistance coefficient on temperature distribution at the points of the lower boundary of the upper layer and at the points of the 

upper boundary of the lower layer and on the distribution of normal stresses on the common boundary of layers is analyzed. 
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Интегральное преобразование Ханкеля и метод функций податливости использованы для решения осесиметричной 

задачи термоупругости для многослойной плиты с неидеальным тепловым контактом между слоями. В матричной 

форме построены рекуррентные соотношения для рассчета функций податливости слоев плиты. Числовые расчеты 

проведены для двухслойной плиты, которая находится под действием тепловых нагрузок. Проанализировано влияние 

коэфициента теплового сопротивления на распределение температуры в точках нижней границы верхнего слоя и 

точках верхней границы нижнего слоя плиты, также исследовано влияние указаного коэффициента на распределение 

нормальных напряжений в точках общей границы слоев. 

Ключевые слова: напряжения, температура, неидеальный тепловой контакт, многослойная плита, интегральное 

преобразование Ханкеля, функции податливости. 

 

1 Вступ 

Багатошарові плити є складовими компонентами багатьох інженерних конструкцій та споруд. 

На практиці такі об’єкти часто експлуатуються в умовах високих температур, тому під час їх 

розрахунку на міцність потрібно враховувати, окрім механічних, ще й температурні ефекти. 

Авторами [1-4] за допомогою методу функцій податливості [5] отримано розв’язки задач 

термопружності при умовах ідеального теплового контакту між шарами багатошарової основи 

та плити в плоскій та просторовій постановках. Розв’язання задачі про осесиметричну 

термопружну деформацію багатошарової основи з неідеальним тепловим контактом між шарами 

наведено у [6]. 

Робота [7] присвячена розв’язанню осесиметричної температурної задачі для системи 

контактуючих тіл циліндр-шар з урахуванням неідеального теплового контакту. Розв’язок 

осесиметричної контактної задачі термопружності для тришарового пружного циліндра при 

умові ідеального одностороннього механічного та неідеального теплового контактів наведено в 

[8]. Запропоновано ітераційний алгоритм, що ґрунтується на основі метода скінченних 

елементів. У [9, 10] проведено математичне моделювання процесу теплообміну в кусково-

неоднорідному шарі через тонке включення. Отримано та досліджено розв’язок задачі 

теплопровідності при умові неідеального теплообміну. 

Розв’язанню задачі про дослідження напружено-деформованого стану багатошарового 

порожнистого циліндра скінченої довжини, що знаходиться під дією внутрішнього тиску та 

температури в осесиметричній постановці присвячено статтю [11]. За допомогою сплайн-

колокації задачу зведено до одновимірної, проаналізовано поля переміщень і напружень залежно 

від типу та величини навантажень. Методом інтегрального перетворення Фур’є-Бесселя у [12] 

отримано розв’язок нестаціонарної задачі теплопровідності для двошарового симетричного 

простору при умові неідеального термічного контакту. 

У наведеній статті досліджується осесиметрична деформація багатошарової плити при умові 

неідеального теплового контакту між її шарами. 

 

2 Постановка задачі 

Розглядається багатошарова плита, що складається з n  пружних, однорідних та невагомих 

шарів. Кожен шар характеризуватимемо товщиною kh , модулем Юнга kE , коефіцієнтом 

Пуассона k , коефіцієнтом теплопровідності kTk ,  та коефіцієнтом теплового розширення kT , , 

nk ,1 . На спільних межах шарів виконуються умови ідеального механічного та неідеального 

теплового контактів [13]. На верхній та нижній межах плити задані напруження та температура. 

Шари нумеруватимемо зверху донизу. Усі величини, що відносяться до k -го шару, 

позначатимемо нижнім індексом k  (якщо це не призводитиме до неоднозначності, то індекс 
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опускатимемо). У кожному шарі введемо локальну циліндричну систему координат так як 

показано на рис. 2.1. 
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Рис. 2.1 Багатошарова плита 

 

Крайові умови задачі: 

     0,1,z ,     0,1,z ,     fT 0,1 , (2.1) 

     ~,, nnz h ,    
~,, nnz h ,     fhT nn

~
,  , (2.2) 

де   ,  ~ ,   ,  ~ ,  f ,  f
~

 – задані функції. 

Умови на спільних межах шарів плити: 

    kkk h,0, ,1,    ,    kkzkz h,0, ,1,    , (2.3) 

    kkzkz huu ,0, ,1,   ,    kkk huu ,0, ,1,    ,  (2.4) 
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де kR  – коефіцієнт теплового опору, kTk ,  – коефіцієнти теплопровідності шарів, nk ,1 . 

Необхідно знайти термо-напружено-деформівний стан (ТНДС) у всіх точках плити в рамках 

осесиметричної деформації. 

 

3 Метод розв’язання 

Задача розв’язується за допомогою інтегрального перетворення Ганкеля: 

      




0

,;  dpJzvzpv m
m , (3.1) 

      




0

,; dppJzpvpzv m
m  , (3.2) 

де  mv  – трансформанта Ганкеля порядка m , mJ  – функція Бесселя першого роду порядку 

m ,   ;0p  – параметр інтегрального перетворення. 

Відомо [3], що трансформанти Ганкеля компонент ТНДС окремого шару можна представити 

у вигляді лінійної комбінації допоміжних функцій 

  0,pz  ,  0,ppW  ,  0,ppU  ,  0,pz  , (3.3) 

 )0,(pT , )0,(
1

p
dz

Td

p
  (3.4) 

цього шару наступними співвідношеннями: 

          pzpzpzpzpzpzzpWp shch2chsh2,2   

       pzpzpzpzpzEpzpzpzpzpz T shchshshchsh12  , (3.5) 

       γpzpzpzpzpzpzpzpzzpUp chsh2chsh12sh),(2    

       pzpzpzpzpzEpzpzpz T shchshchsh2  , (3.6) 
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         pzpzpzpzpzpzpzpzzz sh2chsh2shch,   

       pzpzpzpzpzEpzpzpz T shchshchsh1  , (3.7) 

          pzpzpzpzpzpzpzpzzpz chsh2sh2chsh1,   

      pzpzpzpzpzEpzpzpz T shchshshch  , (3.8) 

    pzpzzT shch,  , (3.9) 

де    zpzp zz ,, 0  ,    zpzp zz ,, 1
   ,    ,,, 1 zpuzpU      zpuzpW z ,, 0 , 

 zpTzpT ,),( 0 ,  v 12/1 . 

Для знаходження невідомих компонентів ТНДС плити треба визначити допоміжні функції 

для кожного її шару. Побудуємо рекурентні співвідношення, що пов’язують допоміжні функції 

сусідніх шарів. Застосуємо до умов (2.3)–(2.5) пряме інтегральне перетворення Ганкеля (3.1). 

Отримані в результаті співвідношення при використанні рівностей (3.3), (3.4) та формул (3.5)–

(3.9) при khz   можна записати у вигляді: 

 114,13,12,111   nkkkkkkkk MMMM  , (3.10) 

 1,24,23,22,211   nkkkkkkkk MMMM  , (3.11) 

 kkk V  1 , 1,1  nk , (3.12) 

де 









k

k
k




 , 










k

k
k




 , 










k

k
k




 , kTkk kRL , , 

1


k

k
k




 , kk pS sh , kk pC ch , kk php  , 

 
  














kkkkkkkkk

kkkkkkkkk
k

SpCCpS

CpSSpC
M





1

1
,11 , 














kkkkk

kkkkk
kk

CpSSp

SpCpS
M 2,12 , 

 














kkkkkk

kkkkkk
kTkkk

SprCpS

CpSrSp
EM ,,13  , 














kk

kkk
kkTkkk

Sp

SCp
FEM ,,14  , 

 
 

,
2

2

2

1
,21 














kkkkkkkk

kkkkkkkk

k
k

CpSSp

SpCpS
M






 

 
  














kkkkkkkkk

kkkkkkkkk

k
k

CSpCpS

CpSCSp
M





 1

11
,22 , 

 














kkkkkk

kkkkkk

k

kTkk
k

CpSrSp

SprCpSE
M





2

,
,23 , 












kkk

kk

k

kkTkk
k

CpS

SpFE
M





2

,
,24 , 















kkkk

kkkkkk
k

CS

CpLSSpLC
V , nk ,1 . 

Уведемо фіктивний шар з номером 1n  та будемо вважати, що на межі n -го та  1n -го 

шарів виконуються умови ідеального механічного та теплового контактів: 

    nnn h,0, ,1,    ,    nnznz h,0, ,1,    , (3.13) 

    nnn hTT ,0,1   , (3.14) 

Рівності (3.13) та (3.14) у просторі транформант Ганкеля запишемо у такому вигляді: 

 1,14,13,12,111   nnnnnnnnn MMMM  , nnnnn SC  1 .  

Із останніх співвідношень отримуємо: 

1,14
1
,121

1
,12,13

1
,12,11

1
,12 




  nnnnnnnnnnnn MMMMMMM  , 1
1

cth  n
n

nnn
S

p  . 

Якщо використати процедуру, описану в [4], можна довести, що мають місце наступні 

залежності: 

 11   nkkknkkkk EDBA  , 1 nkkkk Fr  , (3.15) 

де kA , kB  – матриці податливості k -го шару плити, елементи цих матриць та функції kD , kE , 

kF , kr  називатимемо функціями податливості термопружної плити (за термінологією [5]). 
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Аналогічно [4], отримано рекурентні формули, що пов’язують функції податливості сусідніх 

шарів: 

nnn MMA ,11
1
,12

 , 
1
,12

 nn MB , nnn MMD ,13
1
,12

 , nnn MME ,14
1
,12

 , 
n

n
S

F
1

 , nn pr cth , 

    kkkkkkk MAMMMAA ,111,21
1

,22,121 


  ,   1
1

,22,121 


  kkkkk BMMAB ,  

      kkkkkkkkkkkkkkk CpLSrSpLСDMAMMMAD  


 1,131,23
1

,22,121 ,  

     11,141,24
1

,22,121 


  kkkkkkkkkkkkk EFCpLSDMAMMMAE ,  

 
 kkkkkk

k
k

CpLSrC

F
F








1

1 , 
 
 kkkkkk

kkkkkk
k

CpLSrC

SpLCrS
r










1

1 . (3.16) 

Алгоритм розв’язання задачі: 

1) за формулами (3.16) обчислюємо функції податливості плити починаючи з n -го шару; 

2) використовуючи граничні умови (2.1) та (2.2), знаходимо допоміжні функції 1 , 1 , 1  та 

1n , 1n , 1n ; 

3) обчислюємо допоміжні функції шарів за формулами (3.15), (3.10), (3.12); 

4) підставляємо вирази для допоміжних функцій у трансформанти компонент ТНДС (3.5)–

(3.9) та застосовуємо до них обернене перетворення Ганкеля. 

 

4 Чисельні результати 

Чисельні розрахунки проведено для двошарової плити з такими характеристиками шарів: 

hhh  21 , EEE  21 , 375,021  . За крайових умов  









,,0

,,10
0,

0
1

hx

hxT
xT  

    0,0, 22,1,  hzz  ,     0,0, 22,1,  hzz    знайдено нормальні напруження 

     1011 ,,~ EThh Tzz    на стику шарів двошарової плити для різних відношень 

коефіцієнтів теплового розширення шарів 21
~

TT   при 121  TT kk  (рис. 4.1а) та для 

різних відношень коефіцієнтів теплопровідності шарів   при 1
~
  (рис. 4.1б). Також знайдено 

розподіл температури в точках нижньої межі першого шару     011 ,,
~

ThThT    (рис. 4.2а) та 

верхньої межі нижнього шару плити     022 0,0,
~

TTT    (рис. 4.2б) для різних відношень 

коефіцієнтів теплопровідності шарів  . На рис. 4.1–4.2 крива 1 відповідає ідеальному 

тепловому контакту, крива 2 – 1R , крива 3 – 10R . 

 

 

2 

1 

1 

1 

2 3 

3 

1,2,3 

  

10  

1

 1.0  

  

2 

2 

3 

1,2,3 

1 

1 

3 

10
~
  

1
~


 1.0
~
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а      б 

Рис. 4.1 Нормальні напруження  hz ,~
1,   на спільній межі шарів двошарової плити при 1  і  різних 

відношеннях коефіцієнтів теплового розширення (а) та при 1
~
  і різних відношеннях коефіцієнтів 

теплопровідності (б) (крива 1 – ідеальний тепловий контакт, 2 – 11 R , 3 – 101 R ) 
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Рис. 4.2 Температура у точках нижньої межі першого шару плити  hT ,
~
1   (а) та точках верхньої межі 

другого шару плити  0,
~
2 T  (б) (крива 1 – ідеальний тепловий контакт, 2 – 11 R , 3 – 101 R ) 

 

Аналіз графіків розподілу наведених нормальних напружень і температури дозволяє зробити 

наступні висновки: 

1) найбільш суттєвий вплив коефіцієнта теплового опору на розподіл нормальних напружень 

 hz ,~
1,   спостерігається для плити з 1 , 1,0

~
 , а найменш суттєвий – для плити з 1 , 

10
~
 ; 

2) для плити, яка складається з шарів, що мають однакові характеристики, нормальні 

напруження на стику шарів відсутні; 

3) збільшення коефіцієнта теплового опору призводить до зменшення модуля нормальних 

напружень  hz ,~
1,  ; 

4) збільшення коефіцієнта теплового опору призводить до збільшення температури  hT ,
~
1   в 

точках нижньої межі першого шару плити, а в точках верхньої межі другого шару 

спостерігається зворотній ефект; 

5) найбільш суттєвий ефект на розподіл температури  hT ,
~
1   спостерігається при 1,0 , а 

для  0,
~
2 T  – при 10 . 

 

5 Основний текст 

Запропоновано спосіб визначення термо-напружено-деформованого стану багатошарової 

плити з неідеальним тепловим контактом між шарами, що перебуває під дією осесиметричних 

теплових та силових навантажень. У просторі транформант Ганкеля в матричній формі 

побудовано рекурентні співвідношення, що пов’язують допоміжні функції сусідніх шарів, через 

які виражаються трансформанти напружень та переміщень шарів, а також рекурентні 

співвідношення між функціями податливості сусідніх шарів плити. Проведено чисельні 

розрахунки для двошарової плити, що знаходиться під дією теплових навантажень. 
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