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Досліджено  течії в’язкої рідини з невеликими числами Рейнольдса (течії Стокса) у тривимірному формулюванні. 
В цьому випадку можливо нехтувати інерційними членами в рівняннях руху. Такі течії можуть відбуватися в 

нанотрубках, що є включеннями в репрезентативних об’ємах наноматеріалів. З використання фундаментального 

розв’язку Озена побудовано інтегральне зображення швидкості. Це зображення використовується для побудови 

інтегрального рівняння відносно невідомої густини. Розв’язок цього рівняння дає змогу обчислити тиск рідини на стінки 

оболонки. Досліджено випадок аксіально-симетричних течій. Для цього отримано інтегральне подання невідомої 

швидкості в циліндричних координатах. Шляхом інтегрування за окружною координатою здійснено зведення 

двовимірного сингулярного інтегрального рівняння до одновимірного. При цьому виявлено, що компоненти ядер 

сингулярного оператора виражаються через еліптичні інтеграли першого та другого роду. Доведено, що особливості 

ядер одновимірних сингулярних інтегральних рівнянь мають логарифмічний характер. Для обчислення еліптичних 

інтегралів запропоновано використовувати алгоритм Гауса, заснований на використанні середнього арифметико-

геометричного значення. Ця процедура дає змогу отримати логарифмічні сингулярні компоненти із високою точністю. 

Це дає змогу використовувати спеціальні квадратурні формули для обчислення інтегралів з такою особливістю. 

Побудовано алгоритм, заснований на використанні методу граничних елементів для числового розв’язання  отриманих 

сингулярних інтегральних рівнянь. Проведено тестування запропонованого метода розв’язання одновимірних 

сингулярних рівнянь, які в ядрах містять еліптичні інтеграли з логарифмічними особливостями, тобто логарифмічна 

особливість не виражена в явному вигляді. Зроблено порівняння з відомими аналітичними розв’язками. Отримані дані 

свідчать про високу ефективність запропонованого числового методу. 

Ключові слова: течія Стокса, аксіально-симетричне формулювання, сингулярні інтегральні рівняння, середнє 

арифметико-геометричне значення.  

Исследовано течение вязкой жидкости при небольших числах Рейнольдса (течения Стокса) в трехмерной 

формулировке. В этом случае можно пренебречь инерционными членами в уравнениях движения. Такие течения могут 

происходить в нанотрубках, которые можно рассматривать как включения в репрезентативных объемах 

наноматериалов. С использованием фундаментального решения Озена построено интегральное представление 

скорости. Это представление используется для построения интегрального уравнения относительно неизвестной 

плотности. Решение полученного уравнения дает возможность вычислить давление жидкости на стенки оболочки. 

Исследован случай аксиально-симметричных течений. Для этого получено интегральное представление неизвестной 

скорости в цилиндрических координатах. Путем интегрирования по окружной координате осуществлено сведение 

двумерного сингулярного интегрального уравнения к одномерному. При этом установлено, что компоненты ядер 

сингулярного оператора выражаются через эллиптические интегралы первого и второго рода. Доказано, что 

особенности ядер одномерных сингулярных интегральных уравнений имеют логарифмический характер. Для 

вычисления эллиптических интегралов предложено использовать алгоритм Гаусса, основанный на использовании 

среднего арифметико-геометрического значения. Эта процедура позволяет получить логарифмические сингулярные 

компоненты с высокой точностью, что дает возможность. использовать специальные квадратурные формулы для 

вычисления интегралов с такой особенностью. Построен алгоритм, основанный на использовании метода граничных 

элементов для численного решения полученных сингулярных интегральных уравнений. Проведено тестирование 

предложенного метода решения одномерных сингулярных уравнений, ядра которых содержат эллиптические 

интегралы с логарифмическими особенностями, то есть логарифмическая особенность не выражена в явном виде. 

Проведено сравнение полученных численных результатов с известными аналитическими решениями. Полученные 

данные свидетельствуют о высокой эффективности предложенного численного метода. 

Ключевые слова: течение Стокса, аксиально-симметричная формулировка, сингулярные интегральные уравнения, 

среднее арифметико-геометрическое значение 

 

The flow of a viscous fluid at small Reynolds numbers (Stokes flow) in a three-dimensional formulation is investigated. In this 

case, the inertial terms in the equations of motion can be neglected. Such flows can occur in nanotubes that can be considered as 

inclusions in representative volume elements of nanomaterials. By using the fundamental solution of Ossen, an integral 

representation of the velocity is proposed. This representation is used to receive an integral equation for an unknown density. 

The solution of the resulting equation makes it possible to calculate the fluid pressure on the walls of the shell. The case of axially 

symmetric flows is investigated. For this, an integral representation of the unknown velocity in cylindrical coordinates is 
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obtained. By integrating over the circumferential coordinate, the two-dimensional singular integral equation is reduced to one-

dimensional one. It has been proved that the components of the kernels in singular operators are expressed in terms of elliptic 

integrals of the first and second kind. It has been proved that the singularities of the kernels of one-dimensional singular integral 

equations have a logarithmic character. To calculate elliptic integrals, the Gaussian algorithm based on the use of the arithmetic-

geometric mean value is proposed. This procedure allows us to obtain logarithmic singular components with high accuracy, 

which makes it possible to use special quadrature formulas to calculate such integrals. An algorithm with usage of the boundary 

element method for the numerical solution of the obtained singular integral equations is proposed. The method for solving one-

dimensional singular equations, where the kernels contain elliptic integrals with logarithmic singularities (i.e logarithmic 

singularity is not expressed explicitly) has been tested. The obtained numerical results have been compared with the well-known 

analytical solutions. The data obtained indicate the high efficiency of the proposed numerical method. 

Key words: Stokes flow, axially symmetric formulation, singular integral equations, arithmetic-geometric mean value. 

 

1 Вступ 

Вивчення фізичних та механічних властивостей технологічно-інноваційних нанокомпозитних 

матеріалів є однією з актуальних проблем сучасної механіки. Обґрунтованість результатів 

числового моделювання міцності виробів з наноматеріалів вимагає побудови належних 

математичних моделей, що адекватно описують структури нанорозмірних включень. На 

теперішній час існує велика кількість теоретичних та експериментальних досліджень, 

присвячених нанокомпозитам 1-8 та ін. Найбільш ефективними серед числових методів для 

дослідження властивостей нанокомпозитів та наноматеріалів виявились методи скінченних та 

граничних елементів 5,7,9,10. Відзначимо, що метод граничних елементів дозволяє враховувати 

некласичні граничні умови на поверхнях інтерфейсу 5,11. В роботі 7 досліджені різні типи 

представницьких комірок. Такі дослідження дають змогу розроблювати наноматеріали із 

заданими механічними характеристиками. Зауважимо, що важливо вивчати представницькі 

комірки саме з довільно розподіленими або упорядкованими системами нанотрубок. Дослідження 

течії рідини в нанотрубках та інших наноструктурах є важливою проблемою наногідродинаміки 

12,13. Течії такого роду відбуваються при малих числах Рейнольдса 14, тобто в цьому випадку 

можливо нехтувати інерційними членами в рівняннях руху 15-17. Аксіально-симетричну течію 

всередині конуса за умови малих чисел Рейнольдса розглянуто в 18, де знайдено асимптотичний 

розв’язок рівнянь Нав’є – Стокса.  

В даному досліджені задачі аксіально-симетричної течії при малих числах Рейнольдса 

вивчаються за допомогою методів граничних елементів при розв’язанні рівнянь руху Стокса. 

 

2 Загальне формулювання проблеми 

Рівняння руху в’язкої рідини з невеликими числами Рейнольдса (течії Стокса) у тривимірному 

формулюванні мають вигляд 19 

0div u ,       0 gup  ,    (2.1) 

де u –  вектор швидкості рідини,  –  динамічна в’язкість, р – тиск,  - густина рідини,  g – 

прискорення вільного падіння. 

 Фундаментальний розв’язок (Stokeslet) рівнянь (2.1), або тензор Озена 20 має такий 

вигляд 
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Будемо вивчати течії Стокса в аксіально-симетричному формулюванні.  

Припустимо, що область течії 𝑆 (зовнішня або внутрішня) є оболонкою обертання, рис. 2.1. На 

поверхні оболонки задаємо граничні умови.  
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Рисунок 2.1 Аксіально-симетричні течії 

За допомогою фундаментального розв’язку (2.2) побудуємо інтегральне зображення таким 

чином: 

     dSuv

S
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Тут вектор      PPP 321 ,,   зображає невідому густину, яка знаходиться з відповідного 

інтегрального рівняння, яке є наслідком граничних умов.  Після знаходження невідомої густини з 

інтегрального рівняння знаходимо тиск за допомогою формули 20 
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У випадку дослідження аксіально-симетричних течій доцільно перейти до циліндричної 

системи координат. Нехай точки P і Q, відповідно є точкою на поверхні інтегрування, та точкою 

спостереження.  

Тобто,  

x1(P) = ri cosθi , x2 P) = ri sin θi , x3(P) = zi 

 

x1(Q) = rj cos j, x2 (Q) = rj sin j j, x3 (Q) = zj 

 

Евклідова відстань між точками P і Q визначається за формулою:  

                233

2

22

2

11, PQPQPQQP xxxxxxR    (2.4) 

В циліндричних координатах рівність (2.4) набуває вигляду 

   222 cos2, jijjiji zzrrrrR QP     (2.5) 

Введемо оператор переходу таким чином: 

 

cos (X) sin (X) 0

T(X)= sin (X) cos (X) 0

0 0 1
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В точках P та Q  маємо відповідно 
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В циліндричних координатах компоненти швидкості позначимо як )V ( V (), ),V (r zQ Q Q , а 

компоненти густини як      QQQ zr   ,, . 

Отримаємо такий вираз для компонент швидкості в циліндричних координатах: 
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Враховуючи (2.6), одержимо 
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Введемо позначення  
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та використаємо стандартні еліптичні інтеграли 
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Аналогічно 11 здобудемо такі формули: 
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Надалі розглянемо аксіально-симетричні течії, при цьому   .0 Q  

При цьому інтегральне зображення для пошуку швидкості набуває вигляду 
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Зображення (2.7) буде використано для побудови інтегрального рівняння відносно невідомих  

густин. 

 

3 Аналіз особливостей в ядрах інтегральних операторів 

Компоненти 2,1

ijU  є неперервними функціями. Тому особливості в ядрах (2.7) виникають 

завдяки логарифмічному характеру еліптичних інтегралів  kK  при 1k . Маємо 
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Для обчислення еліптичних інтегралів застосовано алгоритм Гауса, заснований на використанні 

середнього арифметико-геометричного значення AGM(a,b) 
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Алгоритм Гауса полягає у такому 9: 
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Зауважимо, що при застосуванні формул (3.1) точність 810 nn ba  досягається за 6 ітерацій. 

Цей підхід дає змогу виявити логарифмічну особливість, інтеграція якої здійснюється методом, 

запропонованим в 21. 

 

4 Тестування числового методу 

Розглянуто сингулярне інтегральне рівняння у вигляді 
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де S  є колом з радіусом R . В 22 отримано аналітичний розв’язок цього рівняння (4.1) з 

правою частиною   2
00 , yxf  у вигляді   1,  yx . Рівняння (4.1) зведено до одновимірного 

рівняння   
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Отримане рівняння має логарифмічну особливість, яка не виражена в явному вигляді. 

Зробимо заміну змінної  sinR , що дозволяє позбавитися від кореневої особливості при , 

близьких до R. Отримаємо 
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При використанні  M граничних елементів 9 в точках еолокації 
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при M = 40 були отримані значення, наведені в таблиці 4.1. 

  
      Таблиця 4.1 Порівняння числових та аналітичних значень 

Номер 

елементу 

1 5 15 20 25 30 35 

Значення 

густини 

1.000092 1.000083 1.000155 1.000163 1.000165 1.000173 1.000168 

 

Дані, наведені в таблиці 4.1, свідчать про добру узгодженість числового та аналітичного 

розв’язків. 

 

5 Висновки 

Отримано інтегральне зображення швидкості рідини для аксіально-симетричної течії Стокса. 

Здійснено аналіз особливостей в ядрах сингулярних операторів. Запропоновано ефективний метод 

числового розв’язання сингулярних інтегральних рівнянь з логарифмічними особливостями, що 

виникають при обчисленні еліптичних інтегралів. Наведено результати тестових розрахунків. В 

подальшому передбачається розв’язання крайових задач стосовно течії Стокса в аксіально-

симетричних областях, до яких відносяться нанотрубки в репрезентативних об’ємах 

наноматеріалів.  
 

Робота частково фінансується в рамках програми "Підтримка пріоритетних для держави 

наукових досліджень і науково-технічних (експериментальних) розробок Відділення фізико-

технічних проблем енергетики НАН України" (КПКВК 6541230) 
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