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Побудована фізична модель теплового процесу у валковому калібрі під час прокатки стрічки на двохвалковому 

прокатному стані. Запропонована математична модель температурного поля рухомого порожнистого валка 

прокатного стану циліндричної форми, що обертається навколо своєї осі зі сталою кутовою швидкістю. У 

математичній моделі враховані різні умови теплообміну внутрішньої та зовнішньої поверхні валка зі стрічкою та 

оточуючим його середовищем. Температурне поле порожнистого валка прокатного стану розглядається у вигляді 

початково крайової задачі для однорідного рівняння теплопровідності з неоднорідними, нелінійними граничними 

умовами, що залежать від кута обертання валка навколо своєї осі. Розглянуто також спрощену задачу визначення 

квазістаціонарного температурного поля, розв’язок якої зведено до розв’язку еквівалентного їй інтегрального 

рівняння типу Гаммерштейна з ядром у вигляді функції Гріна. За допомогою системи комп’ютерної математики 

Mathcad побудовано температурний розподіл поверхні валка. Розроблено алгоритм розв’язку неоднорідної задачі та 

побудовано температурний розподіл валка. 

Ключові слова: математична модель, температурне поле, валковий калібр, крайова задача, інтегральне рівняння. 

Построена физическая модель теплового процесса в валковом калибре во время прокатки ленты на двухвалковом 

прокатном стане. Предложена математическая модель температурного поля подвижного полого валка прокатного 

стана цилиндрической формы, который вращается вокруг своей оси с постоянной угловой скоростью. В 

математической модели учтены различные условия теплообмена внутренней и внешней поверхности валка с лентой и 

окружающей его средой. Температурное поле полого валка прокатного стана рассматривается в виде начально 

краевой задачи для однородного нестационарного уравнения теплопроводности с неоднородными, нелинейными 

граничными условиями, которые зависят в том числе и от угла поворота валка вокруг своей оси. Рассмотрена также 

упрощенная задачу определения квазистационарного температурного поля, решение которой сведено к решению 

эквивалентного ей интегрального уравнения типа Гаммерштейна с ядром в виде функции Грина. С помощью системы 

компьютерной математики Mathcad построено температурное распределение поверхности валка. Разработан алгоритм 

решения неоднородной задачи и построено температурное распределение валка. 

Ключевые слова: математическая модель, температурное поле, валковый калибр, краевая задача, интегральное 

уравнение. 

A physical model of the thermal process in the roll caliber during the rolling of the tape on a two-roll rolling mill has been 

constructed. A mathematical model of the temperature field of a movable cylindrical hollow roll of a rolling mill rotating about 

its axis with constant angular velocity is proposed. The mathematical model takes into account different conditions of heat 

exchange of the inner and outer surfaces of the roll with the belt as well as surrounding environment. The temperature field of 

a hollow roll of a rolling mill is considered as an initial boundary-value problem for a homogeneous non-stationary heat 

equation with inhomogeneous, nonlinear boundary conditions, which also depend on the angle of rotation of the roll around its 

axis. The equation describes the temperature field of the rolls during uncontrolled heat transfer during rolling. It significantly 

depends on the time and number of revolutions around its axis. With a large number of revolutions of the roll around its axis, a 

quasi-stationary temperature distribution occurs. Therefore, the simplified problem of determining a quasistationary 

temperature field, which is associated with a thermal process that is time-independent, is considered. In this case, the 

temperature field is described using the boundary value problem in a ring for a homogeneous stationary heat equation with 

inhomogeneous boundary conditions and heat transfer conditions outside the ring, which lie from the angular coordinate. After 

the averaging operation, the solution of this problem is reduced to solving the equivalent integral equation of Hammerstein 

type with a kernel in the form of the Green's function. The temperature distribution of the roll surface has been built by the 

Mathcad computer mathematical system. An algorithm for solving an inhomogeneous problem has been developed and the 

temperature distribution of the roll has been constructed. 

Keywords: mathematical model, temperature field, roll caliber, boundary value problem, integral equation. 

 

1 Постановка проблеми 

Сучасні вимоги щодо якості продукції у прокатному виробництві вимагають підвищення 

точності контролю температури валків у зоні прокатки [1-3]. Це можливо за рахунок керування 

температурним режимом роботи за допомогою математичної моделі теплового процесу у 

валковому калібрі. Однією із важливих умов оптимізації температурного режиму є чіткий 

контроль умов теплообміну валків з оточуючим їх середовищем. Для дослідження математичних 

моделей та розв’язку задач, що описують моделі теплообміну, необхідно мати достовірні 

експериментальні дані про теплове поле металу, що контактує з валками та про тепло 
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деформації під час прокатки [4-6]. У роботі [4] розглянута математична модель температурного 

поля слябу, що є заготовкою для гарячої прокатки листа, у вигляді двомірної задачі для 

нестаціонарного рівняння теплопровідності з подальшим розв’язком її явним кінцево-

різницевим методом із залученням рівнянь балансу енергії.  
 

2 Мета роботи 

Метою роботи є побудова математичної моделі температурного поля порожнистого валка 

прокатного стану, який обертається навколо своєї осі зі сталою кутовою швидкістю, під час 

прокатки стрічки або профілю. 

 

3 Матеріали і результати дослідження 

Розглянемо фізичну модель. Зовнішня поверхня, у залежності від кута   повороту валка 

прокатного стану навколо своєї осі, сприймає тепло від стрічки, що деформується, а потім 

втрачає його за межами зони деформації за законами Ньютона та Стефана-Больцмана. 

Внутрішня його поверхня втрачає тепло конвективним або кондуктивним способом, у окремих 

випадках ще і випромінюванням. У зоні контакту валка зі стрічкою тепло від поверхні 

передається до його осі теплопровідністю. У іншій частині валка тепло втрачається 

випромінюванням, конвективним або кондуктивним способом. Теплову взаємодію валка зі 

стрічкою, що обробляється, дозволяє враховувати умова спряження (гранична умова четвертого 

роду), або можна вважати, що температура поверхні валка і стрічки у зоні деформації однакові 

[7-9].  

Така теплофізична модель процесу теплообміну під час прокатки приводить до математичної 

моделі, в основу якої покладено однорідне рівняння теплопровідності, яке в циліндричній 

системі координат має вигляд [10]  
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Рис.1. Схематичне зображення процесу прокатки 

 

У випадку, коли 0
T

t





, рівняння (1) описує квазістаціонарне температурне поле валкового 

калібру, коли після кожного оберту валка температура його поверхні не залежить від часу і 

залишається незмінною. Це ідеальний варіант, який можливий при жорсткому контролі умов 
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теплообміну під час прокатки. Така задача притаманна для процесу отримання стрічки у 

валковому кристалізаторі [11]. 

Нестаціонарне рівняння (1) описує температурне поле валків при неконтрольованому 

теплообміні під час прокатки. Воно суттєво залежить від часу, та кількості обертів навколо своєї 

осі. 

Якщо вважати, що основи циліндричного валка теплоізольовані, а його температура не 

суттєво залежить від осьової координати, то можна покласти 0





T

z
, а задачу визначення 

температурного розподілу на поверхні і у тілі валка звести до задачі визначення температурного 

розподілу осьового перерізу порожнистого циліндра  , ,T T r t , що обертається навколо своєї 

осі з кутовою швидкістю  . Коли тепловий потік  ортогональний осі обертання маємо 

початково-крайову задачу для рівняння (1) в області (Рис.2) 

  1, , 0 2 , 0t r R r R t         [10-13]. 
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де 
2 a

c




; i

ih



 ;   – коефіцієнт теплопровідності; c  – теплоємність;   – густина матеріалу; 

i  – коефіцієнт теплообміну, M m dT T T  , mT  – температура металу, що потрапляє у зону 

деформації, dT  – середнє збільшення значення температури у зоні деформації (викликане 

деформацією металу), cT  – температура середовища зовні кільця, 
2сT  – температура всередині 

кільця. 

При великому числі обертів валків навколо своєї осі встановлюється квазістаціонарний 

розподіл температури який не залежить від часу. Задача (2) спрощується і ми маємо задачу для 

рівняння теплопровідності у кільці   1, , , 0 2r R r R      
 

[11] з неоднорідними 

граничними умовами та умовами теплообміну за межами кільця, що залежать від кутової 

координати  .  

 

 
 

Рис.2. Радіальний переріз циліндричного валка 
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Тут 





 ;   – ступінь чорноти;   – постійна Стефана-Больцмана. Якщо температурний 

розподіл кільця не залежить від радіуса, кільце термічно тонке, то можна перейти до розгляду 

усередненої за радіусом температури [9]. Розв`язок такої спрощеної задачі зведемо до розв’язку 

інтегрального рівняння типу Гаммерштейна з ядром у вигляді функції Гріна [13]. Для цього 

помножимо рівняння (3)  задачі (3)-(6) на rdr  та зінтегруємо його в межах 1R r R  , де cr  – 

середнє значення радіуса кільця,  2 2
1S R R   – площа кільця. 

Після операції усереднення отримаємо крайову задачу для звичайного диференціального 

рівняння другого порядку, яка розпадається на дві крайові задачі в області  
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Перша задача в області  1 00       має вигляд 
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Друга задача в області  
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де a   , 
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. cRr
a

S
 

Для побудови функції Гріна для задачі (10) запишемо рівняння (10) в операторному вигляді 
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Для знаходження функції 2u  будуємо функцію Гріна для спряженного оператора L  до 
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де 1,2x g   – корені характеристичного рівняння. Тоді функція Гріна, що задовольняє задачі 

(14), має вигляд 

 

 
   

   

1 2

1 2

1 2
0

3 4

,
( ; )         0< <2 .

,

  
 

 

x x
i i

i x x
i i

C e C e
G

C e C e

 

 

   
    

   
 (15) 

 

Скориставшись властивостями функції Гріна та однорідними граничними умовами, 

визначимо коефіцієнти 1 4i iC C
 

у кожній із підобластей області  
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Введемо позначення  
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Врахувавши, що 1 2 0x x  , а 1 2 2x x g   та підставивши значення коефіцієнтів 

   1 4i iC C 
 

в (15), будемо мати функцію Гріна в області,  
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Рівняння Гаммерштейна у кожній підобласті має вигляд 
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Після перетворень та обчислення інтегралів  
0

1

0

G , d



    та  
0

2

2G , d




  
 

запишемо 

рівняння Гаммерштейна у вигляді 
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Розв’язок інтегрального рівняння (21) знайдено із застосуванням модифікованого методу 

Ньютона у вигляді[15] 
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де u  – середнє значення температури валка та корінь рівняння 
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За розв’язками задач проведені чисельні експерименти. На рис.3 зображений температурний 

розподіл радіального перерізу сталевого циліндричного валка, що сприймає тепло в залежності 

від зміни кута повороту в інтервалі 00    , та втрачає його за законами Ньютона та Стефана-

Больцмана в інтервалі 0 2    . Для чисельного експерименту були взяті теплофізичні 

характеристики заліза [16] 60  Вт/(м·К) – коефіцієнт теплопровідності, 0 7780  кг/м
3
 – 

густина заліза, 460с  Дж/К – теплоємність заліза, 0 300T  К – початкова температура, 300сT  К 

– температура середовища, 1 900 ,МT K
 1 615 ,mT K

 
– температура металу, що обробляється, та 

температура металу на виході із зони деформації, 1, 100i
ih





  Вт/м

2
·К, 2 150  Вт/м

2
·К , 

0.7  , 
86.67 10    – постійна Стефана-Больцмана, 0.2R  м і 1 0.1R  м – зовнішній та 

внутрішній радіуси кільця. Графіки температурних розподілів поверхні та перерізу 

порожнистого циліндра побудовано за розв’язками задач (8),(9),(22) в середовищі Matcad та 

Matlab з допомогою GUI-додатка PDEToolbox. 

 

 
 

Рис.3. Квазістаціонарний температурний розподіл валка прокатного стану при умовах 

2 21100 , 995М mT K T K  . 

 

На рис. 4 зображений температурний розподіл перерізу сталевого циліндричного валка, який 

сприймає тепло в межах зміни кута повороту 00    , а у межах 0 2     втрачає тепло за 

законами Ньютона та Стефана-Больцмана через 10с після початку процесу прокатки  
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Рис.4.  Температурний розподіл за розв’язком задачі (22) при t=10 c 

 
 

4 Висновки 

Побудовано фізичну модель теплового процесу у валковому калібрі під час прокатки стрічки 

на двохвалковому прокатному стані. Розглянуто математичну модель температурного поля 

рухомого порожнистого валка прокатного стану циліндричної форми, що обертається навколо 

своєї осі зі сталою кутовою швидкістю. У математичній моделі враховано різні умови 

теплообміну внутрішньої та зовнішньої поверхні валка зі стрічкою та оточуючим його 

середовищем. Температурне поле  порожнистого валка прокатного стану розглянуто у вигляді 

початково крайової задачі для однорідного рівняння теплопровідності з неоднорідними, 

нелінійними граничними умовами, що залежать від кута обертання валка навколо своєї осі. 

Розглянуто спрощену математичну модель у вигляді задачі визначення квазістаціонарного 

температурного поля, розв’язок якої зведено до розв’язку еквівалентного їй інтегрального 

рівняння типу Гаммерштейна з ядром у вигляді функції Гріна. За допомогою системи 

комп’ютерної математики Mathcad побудовано температурний розподіл поверхні валка. 

Розроблено алгоритм розв’язку неоднорідної задачі та за допомогою GUI-додатка PDEToolbox 

Matlab побудовано температурний розподіл валка. 
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