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Розглядається постановка задачі оцінювання критеріїв вибору рішень (цільових функцій) і шуканих величин в 

багатокритеріальних задачах при апріорній невизначеності даних. представлено види скалярних згорток цільових 

функцій для багатокритеріальних задач ідентифікації математичних моделей, оптимізації та прийняття рішень. 

Розглядаються модель і метод синтезу рішень багатокритеріальних задач стохастичною оптимізації зі змішаними 

умовами (MV-задач). Розроблено обчислювальний метод синтезу рішень задач цього класу, заснований на 

меметичному алгоритмі, в якому реалізовано спільне використання еволюційного методу, з мінливими від епохи до 

епохи параметрами, а також методу звужуючих околиць і рандомізованого методу прокладки шляхів. Представлені 

приклади реалізації запропонованого методу при вирішенні тестових завдань в детермінованому і стохастичному 

формулюванні. Застосування пропонованих розробок забезпечує ефективне робастне оцінювання шуканих величин 

при параметричній невизначеності вхідних даних і зниження інформаційної складності методу синтезу квазірішення. 

Ключові слова: стохастичне програмування; обчислювальна математика, чисельний аналіз і програмування 

(машинна математика), меметічний алгоритм. 

Рассматривается постановка задачи оценивания критериев выбора решений (целевых функций) и искомых величин в 

многокритериальных задачах при априорной неопределенности данных. Представлены виды скалярных сверток 

целевых функций для многокритериальных задач идентификации математических моделей, оптимизации и принятия 

решений. Рассматриваются модель и метод синтеза решений многокритериальных задач стохастической оптимизации 

со смешанными условиями (MV-задач). Разработан вычислительный метод синтеза решений задач этого класса, 

основанный на меметическом алгоритме, в котором реализовано совместное использование эволюционного метода с 

изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами: операторов вещественного кодирования, функции приспособленности 

и релаксации, а также метод в котором реализовано совместное использование эволюционного метода с 

изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами: операторов, а также метода сужающихся окрестностей и 

рандомизированного метода прокладки путей. Представлены примеры реализации предложенного метода при 

решении тестовых задач в детерминированной и стохастической формулировках. Применение предлагаемых 

разработок обеспечивает эффективное робастное оценивание искомых величин при параметрической 

неопределенности входных данных и снижение информационной сложности метода синтеза квазирешений. 

Ключевые слова: стохастическое программировании; вычислительная математика, численный анализ и 

программирование (машинная математика), меметический алгоритм. 

The problem of the definition of decision selection criteria (objective functions) and sought-for quantities estimation are 

considered in the multi-objective problems under a priori uncertain data. The types of decision selection criteria scalar 

convolution are obtained for the multi-objective problems of the development of robust meta-models, mathematical models 

identification, optimization and decision making. A model and a method for the synthesis of solutions of multicriteria problems 

of stochastic optimization with mixed conditions (MV-problems) are considered. A computational method for the synthesis of 

solutions of problems of this class is developed, based on a memetic algorithm. Examples of the implementation of the 

proposed method for solving test problems in deterministic and stochastic formulations are presented. Application of the 

proposed developments provides an effective robust estimation of the sought values for the parametric uncertainty of the input 

data and a reduction in the information complexity of the method for synthesizing quasisolutions. 

Keywords: stochastic programming; computational mathematics, numerical analysis and programming (computer 

mathematics), memetic algorithm. 

 

1 Введение 

Одной из актуальных проблем при создании объектов новой техники является проблема 

снижения затрат на доводку и при эксплуатации систем и процессов. Решение этой технической 

проблемы возможно за счет внедрения в практику методов робастного оптимального 

проектирования и интеллектуального диагностирования систем и процессов. 

При разработке последних возникают математические проблемы: оценивание 

неопределенностей, структуризация регуляризирующих алгоритмов и высокая вычислительная 

сложность методов синтеза квазирешений практических задач в условиях неопределенности.  

К настоящему времени опубликовано множество работ, посвященных описанию моделей 

синтеза решений, методов оценивания целевых функций и искомых величин в 
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многокритериальных задач идентификации математических моделей, оптимизации и принятия 

решений при проектировании, совершенствовании и диагностировании технических, а также 

медико-биологических систем – при параметрической неопределенности данных [1-15]. 

В качестве вычислительных методов синтеза решений задач стохастической 

оптимизации используются локально-стохастические методы ( в том числе на основе 

самоорганизации): 

- стохастические квазиградиентные алгоритмы [16-19]; 

- эволюционные (генетические алгоритмы, иммунные) [20-25, 14, 15]; 

- популяционные (имитации движения: стаи перелетных птиц; муравьиных, пчелиных 

колоний) [26-31]. 

Результатом исследований стали разработанные методы синтеза решений M-, V-, P-задач, 

задач стохастической оптимизации со смешанными условиями и реализующие их программные 

средства, которые в настоящее время применяются для решения практических задач. 

Следует отметить, в большинстве работ, посвященных оцениванию целевых функций и 

искомых величин в вышеперечисленных задачах отсутствует анализ значимости переменных 

нелинейных моделей с учетом их коррелируемости и точности измерения. 

К недостаткам рассмотренных вычислительных методов следует отнести следующие: 

отсутствие самоадаптации в процессе работы, низкая их эффективность на заключительном 

этапе оптимизации. Большоe влияниe нa эффeктивность aлгоритмов, реализующих эти методы, 

окaзывaeт выбор используeмых свободных параметров при настройке алгоритмов. 

Таким образом, возникает необходимость в совершенствовании существующих и разработке 

новых математических методов оценивания целевых функций и искомых величин в 

многокритериальных задачах идентификации математических моделей, оптимизации и принятия 

решений при априорной неопределенности данных. 

Целью данного исследования является разработка модели и метода синтеза решений 

многокритериальных задач стохастической оптимизации со смешанными условиями (MV-

задач).  

В процессе исследования авторами структурирован вычислительный метод синтеза решений 

задач этого класса, основанный на меметическом алгоритме, в котором реализовано совместное 

использование эволюционного метода с изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами: 

операторов вещественного кодирования, функции приспособленности и релаксации, а также 

метода сужающихся окрестностей и рандомизированного метода прокладки путей.  

Представлены примеры реализации предложенного метода при решении тестовых задач в 

детерминированной и стохастической формулировках.  

 

2 Постановки задач стохастической оптимизации со смешанными условиями  

Пусть 
0X  – вектор случайных величин размерности M  (параметры модели, управляющие 

переменные, переменные состояния), 
0F  – вектор случайных величин размерности I  (данные 

измерений, целевых функции). Величины 
0F  можно найти с использованием исходной 

математической модели (ИММ) объекта исследования, представленном в виде )( 00 XFF  , где 

F  – вектор-функция. 

Определим проекции 
0X  и 

0F  как случайные величины с нормальным законом 

распределения, задав их математические ожидания, средние квадратические отклонения и 

корреляционные матрицы. Приведенные входные данные позволяют перейти к представлению 
0X  и 

0F  как систем нескольких случайных величин с многомерным нормальным законом 

распределения. 

В соответствии с концепцией степенных средних А.Н. Колмогорова, будем использовать в 

качестве критериев проверки гипотезы о равенстве центров распределений для 

репрезентативных выборок из двух многомерных генеральных совокупностей t  - статистику 

Стьюдента, а гипотезы о равенстве ковариационных матриц – многомерный аналог критерия 

В.И. Романовского Ro : 
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значения); 

R  – корреляционная матрица. 

Определим логарифмическую функцию правдоподобия. Окончательный вид скалярной 

свертки целевых функций для задач принятия решений с использованием (1-2) имеет вид [15]: 
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В дальнейшем в качестве скалярной свертки целевых функций в MV-задачах, полагая, что 

ERR FX  , где XR  и FR  – корреляционные матрицы , использовалась свертка [15] : 
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mx , 
*

m  – значения математического ожидания и среднего квадратического отклонения 

переменной mx  для прототипа; 

xm  – среднее квадратическое отклонение переменной 
0Xxm  . 

*

if , 
*

if
  – значения математического ожидания и среднего квадратического отклонения 

критериев выбора решений if  для прототипа; 

if
  – среднее квадратическое отклонение критериев выбора решений 

0Ff i  . 
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 fitf  – функция приспособленности (ФПр), 

   dCdf fit  exp1 , 0C  (выбирается из условия, что начальное значение 
)1(

avE  было: 

1)1( avE  ), d  – аргумент ФПр ( 0d ); 

)( 

ii f , )( 

mm x  – функции принадлежности; 

  – параметр регуляризации ( 0  – идентификация, 1  – оптимизация); 

xf  ,  – параметры робастности.  

Таким образом, задача оценивания   00 ,ˆ
XXMX   (в частности, ЗРКРЦ) может быть 

сведена к МЗСО со смешанными условиями (в нашем случае MV-задачи ), квазирешением 

которой, согласно принципу максимума правдоподобия (M-оценка), является [14, 15]: 

 
XDX

FF RotXEX



ˆ

,/ˆinfargˆ ,      (4) 

где 
XD  – множество корректности, определяющееся в общем случае системой предпочтений 

ЛПР. В данном случае предполагалось, что 
XD  является выпуклым множеством.  

 

3 Эволюционный метод решения задачи стохастической оптимизации со смешанными 

условиями 

Квазирешение поставленной задачи (нормальное решение) может быть найдено методом 

регуляризации [15, 32]. Синтез квазирешений многокритериальных задач системной 

модификации в детерминированной и стохастической (MV-задача) формулировках 

осуществлялся с помощью вычислительного метода, основанного на меметическом алгоритме.  

Определим эволюционный метод (ЭМ) как модификацию генетического алгоритма (ГА), с 

изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами, для решения поставленной задачи. В данной 

работе представлены описание ГА и элементы новизны, отличающие предлагаемый 

эволюционный метод от классического ГА. 

Работа генетического алгоритма (ГА) начинается с задания ограничений на управляющие 

переменные, c которыми манипулирует ГА. Обычно такие условия задаются системой 

неравенств, ограничивающих каждую управляющую переменную с двух сторон: '''
mmm xxx  , 

dMm ...1 , где mx  – набор из dM  управляющих переменных; '
mx  и ''

mx  – их нижние и верхние 

границы, соответственно. В нашем случае ограничения задавались в виде ),(  RPOX  , где 

),( RPO  – эллипсоид с центром в точке P  и радиусом R . В ограниченной таким образом 

области поиска случайным образом с равномерным или нормальным распределением 

формируется начальный набор переменных. Набор переменных mx , соответствующий какому-

либо решению, будем называть особью, а общий набор особей – популяцией. 

После образования начальной выборки и ее кодирования начинается работа самого ГА. В 

качестве эвристики при отборе родительских особей был выбран метод рулетки. Данный метод 

позволяет отбирать особи с лучшими значениями скалярной свертки критериев выбора решений 

(целевых функций) с большей вероятностью, чем при равномерной выборке.  

В данной работе использован вещественный оператор кроссовера, имитирующий бинарный 

[31], он формирует две новых хромосомы 
)1(

,1

t

mx ,
)1(

,2

t

mx  по принципу: 

))1()1((5.0 )(

,21

)(

,11

)1(

,1

t

m

t

m

t

m xuxux  , 

))1()1((5.0 )(

,11

)(

,21

)1(

,2

t

m

t

m

t

m xuxux  , 

где 
1 2,u u  – случайные величины, плотность распределения вероятности которых подчинена 

закону: 
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1

1

1

1

(2 ) , 0,5

( )
1

, 0,5
2(1 )

b

b

u u

u

u
u











 

     

, 

где ]5,2[b  – натуральное число (свободный параметр оператора кроссовера), увеличение 

которого влечет за собой увеличение вероятности появления особи потомка в окрестности особи 

родителя и наоборот. В дальнейшем использовался закон изменения параметра вещественного 

оператора кроссовера от номера эпохи:  

n

T

t
b )(32 , ]5,0[n . 

В качестве вещественного оператора мутации, использован оператор неравномерной мутации 

Михалевича [31], относящийся к классу нестационарных мутаторов. Новое значение гена 
)1( t

mx , 

подлежащего изменению, вычисляется по формуле: 












1),,(

0),,(

1

)()(

1

)()(

)1(

uxxtx

uxxtx
x

m

t

m

t

m

t

mm

t

mt

m



, 

где 
1 signu u  – целое случайное число, с равномерной вероятностью принимающее значение 0 

или 1, функцию ( , )t y , можно определить как 
















 b

T

t

uyyt
)1(

21),( , 

где )1,0(2 Uu   – случайное число,  

 b  – свободный параметр оператора, определяющий степень зависимости значений функции 

от номера эпохи (рекомендуемое значение 5b  ). Легко видно, что ( , )t y принимает значения 

в интервале  y,0  и с ростом номера эпохи t  этот интервал сужается. В результате на начальных 

эпохах ГА, оказывается близким к оператору случайной мутации, а на завершающих эпохах, 

производит мутации, обеспечивающие близость значений величин 
)(t

mx  и 
)1( t

mx . 

После проведения операций кроссовера и мутации выбирается наиболее приспособленная 

особь (в случае поиска решений многокритериальных задач параметрической оптимизации 

(многокритериального принятия решений) – особь с наиболее подходящей скалярной сверткой 

критериев выбора решений), которая и помещается в набор особей для следующей эпохе 

алгоритма. 

Дополнительно при создании новой популяции использовался также элитный отбор. В 

рассматриваемом случае для каждой новой популяции отбирались из предыдущей популяции 

особи, у которых скалярная свертка критериев выбора решений E  была меньше некоторого 

порогового значения cEE  , где cE  – среднее значение скалярной свертки критериев выбора 

решений популяции для текущей эпохи. Элитный отбор способствует быстрой сходимости 

алгоритма. 

Эпохи повторяются до тех пор, пока не будет выполнено условие остановки. Данным 

условием может служить либо выполнение максимально допустимого количества эпох T , либо 

отсутствие изменений с заданной погрешностью скалярной свертки критериев выбора решений 

в популяции на протяжении определенного количества эпох. На последней эпохе в качестве 

рационального решения задачи выбиралась особь, для которой скалярная свертка критериев 

выбора решений минимальна. 

Особенностью классического ГА является быстрая сходимость на первых нескольких эпохах, 

и, в тоже время, невысокая точность нахождения экстремума для сложных критериев выбора 

решений. 

Одним из средств повышения скорости сходимости ГА является, как известно, 

кластеризация. Для повышения скорости сходимости и точности нахождения экстремума была 

разработан метод сужающихся окрестностей (Decremental Neighborhood Method), реализующий 
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идеи кластеризации [14]. Суть этого метода заключается в следующем. Вначале происходит 

запуск ГА с равномерным распределением начальной популяции по всей области поиска 

],[ '''
mm xx . Получаем особь с наилучшей для данных настроек ГА скалярной сверткой критериев 

выбора решений. Найденный экстремум X̂  используется далее как центр новой области 

определения управляющих переменных метода. Область определения следующей эпохи ГА 

задаем в виде:  

]ˆ)1(,ˆ)1([D '''

X mxmxmxmx xkxkxkxk  , 

где xk  – параметр релаксации. Число особей (в дальнейшем – число мини-популяций) для 

следующей эпохи и параметр релаксации выбираются по формулам: )exp(
T

t
kx  , 1 , 

соответственно. Таким образом, последовательно производится запуск ЭМ с уменьшающимися 

областью определения управляющих переменных, числом особей (мини-популяций), 

параметром релаксации; увеличивающимся параметром функции приспособленности до тех пор, 

пока не будет выполнено условие остановки. 

Для решения задач оптимизации или модификации в стохастических постановках 

необходимо рассчитывать математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение 

критериев выбора решений (КВР). Предложен следующий подход: поскольку заранее 

отсутствует информация о параметрах распределения случайной величины КВР, то для их 

определения для каждого набора управляющих переменных mx  формируется выборка по 

нормальному закону распределения (мини-популяция) с заданными математическим ожиданием 

mcx  и средним квадратическим отклонением m . Далее, на основе сформированной выборки 

рассчитывается множество значений КВР, по которому, в свою очередь, рассчитываются 

математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение КВР. Причем, чем больший 

объем выборки, тем более точно будут рассчитаны эти величины. В тоже время необходимо 

минимизировать размер такой выборки, поскольку даже единичный расчет КВР может 

требовать значительных вычислительных ресурсов. Проведен анализ зависимости точности 

расчета КВР от объема выборки. Рациональной является выборка (мини-популяция) объемом в 

30-100 особей, поскольку дальнейшее увеличение выборки не приводит к повышению точности 

расчета параметров выборки. 

 

4 Меметический алгоритм синтеза решений задач стохастической оптимизации со 

смешанными условиями 

Пусть { }, 1kM m k K    – множество мемов (стратегий), K – число стратегий 

(гиперэвристик). Определим меметический алгоритм (МА) как гибридный популяционный 

алгоритм, основанный на использовании гиперэвристик. В нашем случае будем использовать:

1m
 
   ЭМ, 2m – рандомизированный метод прокладки путей (Randomized Path Relinking Method) 

[15, 31]. 

Рассмотрим особенности предлагаемой реализации рандомизированного метода прокладки 

путей (РМПП). Определим для текущей эпохи ( 1 )p p P   для каждой мини-популяции 

( 1 )l l L  , где L – число мини-популяций с параметрами: математическим ожиданием 
0[ ]lM X  

и средним квадратическим отклонением 


lX , значения скалярной свертки критериев выбора 

решений lE . 

Далее на множестве  lE выполним отбор отсечением по правилу: 

ljjl EEJjEELl  :...1},{)...1( . 
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Следующее за )],[( 

lXll XMX   решение, согласно РМПП, будем искать путем 

перемещения мини-популяции   в сторону случайного решения jX . Отбор jX  осуществлялся 

методом рулетки с учетом вероятности отбора, определяемой по формуле: 









J

j

j

j

j

E

E
XP

1

1)( . 

Движение мини-популяции с параметрами lX  в сторону более привлекательной с 

параметрами jX
, выбранной случайным образом с учетом вероятности отбора 

 jP X
, 

осуществляется из условия, что расстояния между мини-популяциями значимы. Последнее 

обеспечивается превышением значений статистик Стьюдента и В.И. Романовского выше 

критических. 

 

5 Результаты решения тестовых задач  

Рассмотрим примеры реализации предложенного метода при решении тестовых задач в 

детерминированной и стохастической формулировках. Были выбраны функции, на базе которых 

были проведены расчетные исследования. Например, функция Розенброка имеет вид: 
1

2 2 2

1 2 1

1

( , ,... ) [100( ) ( 1) ]
n

n i i i

i

f x x x x x x






    , 

где n – количество переменных.  

Функция унимодальная и имеет глобальный минимум, который лежит в узкой 

параболической долине. Выбранная функция при 2n  имеет минимум в точке  ˆ 1,1x  : 

 ˆ 0f x  . Была выбрана область определения переменных: 

   048.2,048.2048.2,048.2 XD . 
Функция Растригина имеет вид: 

 2

1 2

1

( , ,... ) 10 10cos(2 )
n

n i i

i

f x x x n x x


   . 

Данная функция одержит 4 глобальных и 96 локальных минимумов. Эта функция при 2n  

имеет минимум в точке  ˆ 0,0x  :  ˆ 0f x  . Была выбрана область определения переменных: 

   12.5,12.512.5,12.5 XD . 

Определение. Сложностью (информационной) ),(OB k  класса задач )D,( xA , где 
k

x RD   

– конечное множество допустимых решений (подмножество корректности) для всех задач A -

класса, k  – размерность задачи, будем называть минимальное число шагов ),( klB , при 

котором существует некоторый метод B , решающий задачу A -класса с трудоемкостью не 

более ),( klB  и погрешностью, не превышающей   [1]. 

Результаты анализа сходимости (информационная сложность) предложенных 

вычислительных методов (RCGA – генетический алгоритм с вещественными операторами, EM – 

RCGA и метод сужающих окрестностей, MA – ЭM и РМПП) при решении задач нахождения 

экстремумов рассмотренных функций в детерминированной и стохастической формулировках в 

форме ],[ tE 
 представлены на рис.1, 2. 
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а)       б) 

 
Рис. 1 – Результаты анализа сходимости предложенных вычислительных методов при решении задачи 

нахождения экстремума функции Розeнброкa в детерминированной (а) и  

стохастической (б) формулировках  

 

     

а)       б) 

 
Рис. 2 – Результаты анализа сходимости предложенных вычислительных методов при решении задачи 

нахождения экстремума функции Растригина в детерминированной (а) и стохастической (б) 

формулировках 

 

Совместное использование в разработанном методе, основанном на меметическом алгоритме, 

эволюционного метода с изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами: операторов 

вещественного кодирования, функции приспособленности и релаксации, а также метода 

сужающихся окрестностей и рандомизированного метода прокладки путей, обеспечивает 

снижение информационной и временной сложностей предлагаемого меметического алгоритма, 

по сравнению с классическим ГА, не менее чем в несколько раз. 

 

6. Заключение 

Рассматривается постановка задачи оценивания критериев выбора решений (целевых 

функций) и искомых величин в многокритериальных задачах при априорной неопределенности 

данных. Представлены виды скалярных сверток целевых функций для многокритериальных 

задач идентификации математических моделей, оптимизации и принятия решений. Предложены 

модель и метод синтеза решений многокритериальных задач стохастической оптимизации со 

смешанными условиями (MV-задач). Синтез квазирешений этой задачи осуществляется 

регуляризацией поиска минимума сглаживающего функционала в форме скалярной свертки 

целевых функций 

Разработан вычислительный метод синтеза решений задач этого класса, основанный на 

меметическом алгоритме, в котором реализовано совместное использование эволюционного 

метода с изменяющимися от эпохи к эпохе параметрами: операторов вещественного 
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кодирования, функции приспособленности и релаксации, а также метода сужающихся 

окрестностей и рандомизированного метода прокладки путей.  

Представлены примеры реализации предложенного метода при решении тестовых задач в 

детерминированной и стохастической формулировках.  

Применение предлагаемых разработок обеспечивает эффективное робастное оценивание 

искомых величин при параметрической неопределенности входных данных и снижение 

информационной сложности метода синтеза квазирешений, что иллюстрирует актуальность 

применения представленного метода в инженерной практике. 
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