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Riemann-Hilbert approach for the integrable

nonlocal nonlinear Schr�odinger equation with

step-like initial data

Ya. Rybalko1, D. Shepelsky2

1 B.Verkin Institute for Low Temperature Physics and Engineering, Ukraine
2 V.Karazin Kharkiv National University, 4, Svobody Sq., Kharkiv, 61022,

Ukraine
rybalkoyan@gmail.com, shepelsky@yahoo.com

We study the Cauchy problem for the integrable nonlocal nonlinear Schr�odinger
(NNLS) equation

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q̄(−x, t) = 0

with a step-like initial data: q(x, 0) = o(1) as x→ −∞ and q(x, 0) = A+o(1) as
x→∞, where A > 0 is an arbitrary constant. We develop the inverse scatteri-
ng transform method for this problem in the form of the Riemann-Hilbert
approach and obtain the representation of the solution of the Cauchy problem
in terms of the solution of an associated Riemann-Hilbert-type analytic factori-
zation problem, which can be e�ciently used for further studying the properties
of the solution, including the large time asymptotic behavior.
Keywords: nonlocal nonlinear Schr�odinger equation, inverse scattering
transform method, Riemann-Hilbert problem.

Ðèáàëêî ß., Øåïåëüñüêèé Ä. Ìåòîä çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà äëÿ ií-

òåãðîâíîãî íåëîêàëüíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç ïî-

÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó ñõîäèíêè. Ìè ðîçãëÿäà¹ìî çàäà÷ó Êîøi äëÿ
iíòåãðîâíîãî íåëîêàëüíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (ÍÍØ)

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q̄(−x, t) = 0

ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó ñõîäèíêè: q(x, 0) = o(1), ïðè x → −∞,
q(x, 0) = A+o(1), ïðè x→∞, äå A > 0 � áóäü-ÿêà êîíñòàíòà. Ìè ðîçðîáëÿ¹-
ìî ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ äëÿ öi¹¨ çàäà÷i ó âèãëÿäi ìåòîäó çàäà÷i
Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà, òà îòðèìó¹ìî çîáðàæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà-
÷i ó òåðìiíàõ ðîçâ'ÿçêó âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i àíàëiòè÷íî¨ ôàêòîðèçàöi¨ òèïó
Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà, ÿêå ìîæå áóòè åôåêòèâíî âèêîðèñòàíî äëÿ ïîäàëüøîãî
äîñëiäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêó, çîêðåìà, éîãî àñèìïòîòèêè çà âåëè-
êèì ÷àñîì.
Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëîêàëüíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, ìåòîä îáåðíå-
íî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ, çàäà÷à Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà.
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Ðûáàëêî ß., Øåïåëüñêèé Ä.Ìåòîä çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà äëÿ èí-

òåãðèðóåìîãî íåëîêàëüíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèíãåðà

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè òèïà ñòóïåíüêè. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó
Êîøè äëÿ èíòåãðèðóåìîãî íåëîêàëüíîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ Øðåäèí-
ãåðà

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q̄(−x, t) = 0

ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè òèïà ñòóïåíüêè: q(x, 0) = o(1) ïðè x → −∞,
q(x, 0) = A+ o(1) ïðè x→∞, ãäå A > 0 íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ìû ðàçðàáà-
òûâàåì ìåòîä îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ äëÿ ýòîé ïðîáëåìû â âèäå ìåòîäà
çàäà÷è Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà, è ïîëó÷àåì ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ðåøåíèÿ èñõî-
äíîé çàäà÷è â òåðìèíàõ ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è àíàëèòè÷åñêîé
ôàêòîðèçàöèè òèïà Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà, êîòîðîå ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî
èñïîëüçîâàíî äëÿ äàëüíåéøåãî èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ, â ÷àñòíîñòè åãî
àñèìïòîòèêè ïðè áîëüøèõ âðåìåíàõ
Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëîêàëüíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, ìåòîä
îáðàòíîé çàäà÷è ðàññåÿíèÿ, çàäà÷à Ðèìàíà-Ãèëüáåðòà.

2010 Mathematics Subject Classi�cation 35Q55, 35Q15.

1. Introduction

In this letter we consider the following Cauchy problem for the focusing
nonlocal nonlinear Schr�odinger (NNLS) equation with a step-like initial data:

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q̄(−x, t) = 0, x ∈ R, t > 0, (1a)

q(x, 0) = q0(x), (1b)

where q̄ denotes the complex conjugate of q and

q0(x)→ 0 as x→ −∞ and q0(x)→ A as x→∞ (1c)

su�ciently fast, with some A > 0.
The nonlocal nonlinear Schr�odinger equation (1a) was introduced by M.

Ablowitz and Z. Musslimani in [2]. This equation is a reduction of a member
of the AKNS hierarchy [1]

iqt + qxx + 2q2r = 0, (2a)

−irt + rxx + 2r2q = 0, (2b)

with r(x, t) = q̄(−x, t), which introduces a remarkably simple nonlocality to the
above system and reduces it to equation (1a). The NNLS equation has been widely
considered recently due to its interesting physical and mathematical features.
First, this equation is invariant under the joint transformations x→ −x, t→ −t,
and complex conjugation. Therefore, it is parity-time (PT) symmetric and thus
is related to this state-of-art research area of modern physics [4]. Moreover, in
[9] it was shown, that NNLS is gauge-equivalent to the unconventional system of
coupled Landau-Lifshitz (CLL) equations and consequently can be used in the
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physics of nanomagnetic arti�cial materials. Finally, the focusing NNLS equation
(1a), in contrast to the conventional (local) NLS equation, can simultaneously
support both bright and dark soliton solutions [11].

In [3] the authors presented the Inverse Scattering Transform (IST) method
to the study of the Cauchy problem for equation (1a), based on a variant of the
Riemann-Hilbert approach, in the case of decaying initial data and obtained the
one- and two-soliton solutions. In the present paper we assume that the solution
q(x, t) of problem (1a-1b) satis�es the following boundary conditions for all t > 0:

q(x, t) = o(1), x→ −∞, (3a)

q(x, t) = A+ o(1), x→ +∞, (3b)

This choice of initial data and boundary values is inspired by the shock problems
for the classical (local) NLS equation, which has been considered since 1980s (see
e.g. [5], [6]). Particularly, in [6] the authors study the asymptotics of the Cauchy
problem for the NLS equation with the step-like initial data.

The present paper aims at the development of the Riemann-Hilbert approach
to the initial value problem (1) with boundary values (3). It is organized as follows.
In Section 2 we construct the dedicated solutions of the Lax pair equations �xing
their large x behavior (Jost solution). In Section 3 we discuss the properties of
the associated spectral functions. Finally, in Section 4, we gives the representation
of the solution of the Cauchy problem in terms of a Riemann-Hilbert problem.
Notice that this RH problem has a form suitable for further large time asymptotic
analysis by using an appropriate adaptation of the nonlinear steepest descent
method [8, 7].

2. Eigenfunctions of the Lax pair equations with
step-like boundary conditions

The focusing NNLS equation (1a) is a compatibility condition of the following
two linear equations (Lax pair){

Φx + ikσ3Φ = U(x, t)Φ
Φt + 2ik2σ3Φ = V (x, t, k)Φ

(4)

where σ3 =
(

1 0
0 −1

)
, Φ(x, t, k) is a 2 × 2 matrix-valued function, k ∈ C is an

auxiliary (spectral) parameter, and the matrix coe�cients U(x, t) and V (x, t, k)
are given in terms of q(x, t):

U(x, t) =

(
0 q(x, t)

−q̄(−x, t) 0

)
, V =

(
V11 V12

V21 V22

)
, (5)

where V11 = −V22 = iq(x, t)q̄(−x, t), V12 = 2kq(x, t) + iqx(x, t), and V21 =
−2kq̄(−x, t) + i(q̄(−x, t))x.
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Introduce the notations

U+ =

(
0 A
0 0

)
, U− =

(
0 0
−A 0

)
, V+ =

(
0 2kA
0 0

)
, V− =

(
0 0

−2kA 0

)
. (6)

Then, assuming that there exists q(x, t) satisfying (1) and (3), it follows that

U(x, t)→ U± and V (x, t, k)→ V±(k) as x→ ±∞. (7)

It is easy to see that that the system (4) is compatible with U, V replaced by
U+, V+ or U−, V−. Particularly, these equations are satis�ed by Φ±(x, t, k) de�ned
as follows:

Φ±(x, t, k) = N±(k)e−(ikx+2ik2t)σ3 , (8)

where N+(k) =

(
1 A

2ik
0 1

)
, N−(k) =

(
1 0
A

2ik 1

)
. Notice that det Φ± ≡ 1. On the

other hand, the singularities of N±(k) at k = 0 will signi�cantly a�ect the analysis
that follows. Namely, the solution of the basic RH problem has a singularity as
k → 0, i.e. at a point on the contour of the RH problem (see (38) and (39) below).

Now de�ne the 2 × 2-valued functions Ψj(x, t, k), j = 1, 2, −∞ < x < ∞,
0 ≤ t <∞ as the solutions of the Volterra integral equations:

Ψ1(x, t, k) = N−(k) +

x∫
−∞

G−(x, y, t, k) (U(y, t)− U−) Ψ1(y, t, k)eik(x−y)σ3 dy, (9a)

Ψ2(x, t, k) = N+(k) +

∫ x

∞
G+(x, y, t, k) (U(y, t)− U+) Ψ2(y, t, k)eik(x−y)σ3 dy,(9b)

where G±(x, y, t, k) = Φ±(x, t, k)[Φ±(y, t, k)]−1. The functions Ψj(x, t, k), j = 1, 2
are the main ingredients of the basic RH problem (see (31) below). The main
properties of the matrices Ψj(x, t, k) are summarized in Proposition 1, where we

denote by Ψ
(i)
j (x, t, k) the i-th column of Ψj(x, t, k), C± = {k ∈ C | ± =k > 0},

and C± = {k ∈ C | ± =k ≥ 0}.
Proposition 1 The matrices Ψ1(x, t, k) and Ψ2(x, t, k) have the following

properties

1. The columns Ψ
(1)
1 (x, t, k) and Ψ

(2)
2 (x, t, k) are well-de�ned and analytic in

k ∈ C+ and continuous in C+ \ {0}; moreover,

Ψ
(1)
1 (x, t, k) =

(
1
0

)
+O

(1

k

)
and Ψ

(2)
2 (x, t, k) =

(
0
1

)
+O

(1

k

)
, k →∞

for k ∈ C+.

2. The columns Ψ
(2)
1 (x, t, k) and Ψ

(1)
2 (x, t, k) are well-de�ned and analytic in

k ∈ C− and continuous in C−; moreover,

Ψ
(2)
1 (x, t, k) =

(
0
1

)
+O

(1

k

)
and Ψ

(1)
2 (x, t, k) =

(
1
0

)
+O

(1

k

)
, k →∞

for k ∈ C−.
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3. The functions Φj(x, t, k), j = 1, 2 de�ned by

Φj(x, t, k) = Ψj(x, t, k)e−(ikx+2ik2t)σ3 , k ∈ R \ {0}, j = 1, 2, (10)

are the Jost solutions of the Lax pair equations (4) satisfying the boundary

conditions

Φ1(x, t, k)→ Φ−(x, t, k), x→ −∞, (11a)

Φ2(x, t, k)→ Φ+(x, t, k), x→∞. (11b)

4. det Ψj(x, t, k) = 1, x ∈ R, t ≥ 0, k ∈ R, j = 1, 2.

5. The following symmetry relation holds:

ΛΨ1(−x, t,−k)Λ−1 = Ψ2(x, t, k), k ∈ R \ {0}, (12)

where Λ =
(

0 1
1 0

)
.

6. As k → 0,

Ψ
(1)
1 (x, t, k) =

1

k

(
v1(x, t)
v2(x, t)

)
+O(1), (13a)

Ψ
(2)
1 (x, t, k) =

2i

A

(
v1(x, t)
v2(x, t)

)
+O(k), (13b)

Ψ
(1)
2 (x, t, k) = −2i

A

(
v2(−x, t)
v1(−x, t)

)
+O(k), (13c)

Ψ
(2)
2 (x, t, k) = −1

k

(
v2(−x, t)
v1(−x, t)

)
+O(1), (13d)

where vj(x, t), j=1,2 solve the following system of linear Volterra integral

equations: {
v1(x, t) =

∫ x
−∞ q(y, t)v2(y, t) dy,

v2(x, t) = −iA2 −
∫ x
−∞ q(−y, t)v1(y, t) dy.

(14)

Proof. Properties 1�5 follows directly from the construction (9) of Ψj . Parti-
cularly, property 5 follows from the corresponding symmetry of U and V . Now
let us prove property 6. From (9) and the structure of singularity of N± at k = 0
it follows that, as k → 0,

Ψ
(1)
1 (x, t, k) =

1

k

(
v1(x, t)
v2(x, t)

)
+O(1), Ψ

(2)
1 (x, t, k) =

(
ṽ1(x, t)
ṽ2(x, t)

)
+O(k),

(15a)

Ψ
(1)
2 (x, t, k) =

(
w̃1(x, t)
w̃2(x, t)

)
+O(k), Ψ

(2)
2 (x, t, k) =

1

k

(
w1(x, t)
w2(x, t)

)
+O(1).

(15b)
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Then the symmetry relation (12) implies(
w1(x, t)
w2(x, t)

)
=

(
−v2(−x, t)
−v1(−x, t)

)
and

(
w̃1(x, t)
w̃2(x, t)

)
=

(
ṽ2(−x, t)
ṽ1(−x, t)

)
. (16)

Substituting (15) into (9) we conclude that vj(x, t), j = 1, 2 satisfy (14) whereas
ṽj(x, t), j = 1, 2 solve the following system of equations{

ṽ1(x, t) =
∫ x
−∞ q(y, t)ṽ2(y, t) dy,

ṽ2(x, t) = 1−
∫ x
−∞ q(−y, t)ṽ1(y, t) dy.

(17)

Comparing this with (14) implies that(
ṽ1(x, t)
ṽ2(x, t)

)
=

2i

A

(
v1(x, t)
v2(x, t)

)
. (18)

3. Scattering matrix and spectral functions

Since Φ1(x, t, k) and Φ2(x, t, k) satisfy both equations in the Lax pair (4), the

following dependence relation holds

Φ1(x, t, k) = Φ2(x, t, k)S(k), k ∈ R \ {0}, (19)

or, in terms of Ψj ,

Ψ1(x, t, k) = Ψ2(x, t, k)e−(ikx+2ik2t)σ3S(k)e(ikx+2ik2t)σ3 , k ∈ R \ {0}, (20)

where S(k) is called the scattering matrix. The symmetry relation (12) implies
the same relation for the Jost solutions:

ΛΦ1(−x, t,−k̄)Λ−1 = Φ2(x, t, k), k ∈ R \ {0}. (21)

This implies that the scattering matrix S(k) can be written as follows (cf. [3, 10])

S(k) =

(
a1(k) −b(−k)
b(k) a2(k)

)
, k ∈ R \ {0}, (22)

with some b(k), a1(k), and a2(k); moreover, a1(k), and a2(k) are well de�ned in
respectively C+ \ {0} and C− \ {0}, where they satisfy the symmetry relations

a1(−k̄) = a1(k), a2(−k̄) = a2(k). (23)

The scattering matrix S(k) is uniquely determined by the initial data
q0(x). Indeed, introducing the notations ψ1(x, k) = (Ψ1)11(x, 0, k), ψ2(x, k) =
(Ψ1)12(x, 0, k), ψ3(x, k) = (Ψ1)21(x, 0, k) and ψ4(x, k) = (Ψ1)22(x, 0, k), equati-
ons (9a) reduce to the systems of Volterra integral equations for ψ1, ψ3 and ψ2,
ψ4 respectively:

ψ1(x, k) = 1 +
∫ x
−∞ q0(y)ψ3(y, k) dy,

ψ3(x, k) = A
2ik +

∫ x
−∞ e

2ik(x−y)
(
A− q0(−y)

)
ψ1(y, k) dy

+ A
2ik

∫ x
−∞ q0(y)

(
1− e2ik(x−y)

)
ψ3(y, k) dy.

(24)
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
ψ2(x, k) =

∫ x
−∞ e

−2ik(x−y)q0(y)ψ4(y, k) dy,

ψ4(x, k) = 1 +
∫ x
−∞

(
A− q0(−y)

)
ψ2(y, k) dy

+ A
2ik

∫ x
−∞ q0(y)

(
e−2ik(x−y) − 1

)
ψ4(y, k) dy.

(25)

Having these equations solved, the entries of S(k) are given by

a1(k) = lim
x→∞

(
ψ1(x, k)− A

2ik
ψ3(x, k)

)
, (26a)

b(k) = lim
x→∞

e−2ikxψ3(x, k), (26b)

a2(k) = lim
x→∞

ψ4(x, k). (26c)

Alternatively, the spectral functions (the entries of the scattering matrix) can
be written it terms of the determinant relations:

a1(k) = det
(

Ψ
(1)
1 (0, 0, k),Ψ

(2)
2 (0, 0, k)

)
, k ∈ C+, (27a)

a2(k) = det
(

Ψ
(1)
2 (0, 0, k),Ψ

(2)
1 (0, 0, k)

)
, k ∈ C−, (27b)

b(k) = det
(

Ψ
(1)
2 (0, 0, k),Ψ

(1)
1 (0, 0, k)

)
, k ∈ R. (27c)

The properties of the spectral functions, which follow from Proposition 1, are
summarized in

Proposition 2 The spectral functions aj(k), j=1,2, and b(k) have the following

properties

1. a1(k) is analytic in k ∈ C+ and continuous in C+ \ {0}; a2(k) is analytic

in k ∈ C− and continuous in C−.

2. aj(k) = 1 + O
(

1
k

)
, j = 1, 2 and b(k) = O

(
1
k

)
as k → ∞ (the latter holds

for k ∈ R).

3. a1(−k̄) = a1(k), k ∈ C+ \ {0}; a2(−k̄) = a2(k), k ∈ C−.

4. a1(k)a2(k) + b(k)b(−k̄) = 1, k ∈ R \ {0} (follows from detS(k) = 1).

5. As k → 0, a1(k) = A2a2(0)
4k2

+O
(

1
k

)
and b(k) = Aa2(0)

2ik +O (1).

Remark 1. Concerning the last item of Proposition 2, we notice that substituting
(13) into (26) yields, as k → 0,

a1(k) =
1

k2
(|v2(0, 0)|2 − |v1(0, 0)|2) +O

(
1

k

)
, (28a)

a2(k) =
4

A2
(|v2(0, 0)|2 − |v1(0, 0)|2) +O(k), (28b)

b(k) = − 2i

kA
(|v2(0, 0)|2 − |v1(0, 0)|2) +O(1), (28c)
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from which item 5 follows. Since (27) holds for any (x, t), the �conservation law�
holds for the Jost solutions:

v2(x, t)v̄2(−x, t)− v1(x, t)v̄1(−x, t) = const.

Remark 2. In the case of the pure-step initial data:

q0(x) =

{
0, x < 0

A, x > 0
(29)

the scattering matrix S(k) is as follows:

S(k) = [Φ2(0, 0, k)]−1Φ1(0, 0, k) = N−1
+ (k)N−(k) =

(
1 + A2

4k2
− A

2ik
A

2ik 1

)
. (30)

4. The basic Riemann-Hilbert problem

The Riemann�Hilbert formalism of the IST is based on constructing (using
the Jost soultions) a piece-wise meromorphic, 2 × 2-valued function in the k-
complex plane, whose �lack of analyticity�, i.e., the jump across a contour and,
if appropriate, some conditions at singular points, can be fully characterized in
terms of the spectral data (spectral functions and a discrete set of data related to
the poles) uniquely determined by the initial data.

De�ne the 2 × 2-valued function M(x, t, k), piece-wise meromorphic relative
to R, as follows:

M(x, t, k) =


(

Ψ
(1)
1 (x,t,k)
a1(k) ,Ψ

(2)
2 (x, t, k)

)
, k ∈ C+ \ {0},(

Ψ
(1)
2 (x, t, k),

Ψ
(2)
1 (x,t,k)
a2(k)

)
, k ∈ C− \ {0}.

(31)

Then the scattering relation (20) implies that the boundary values M±(x, t, k) =
lim

k′→k,k′∈C±
M(x, t, k′), k ∈ R satisfy the multiplicative jump condition

M+(x, t, k) = M−(x, t, k)J(x, t, k), k ∈ R \ {0}, (32)

where

J(x, t, k) =

(
1 + r1(k)r2(k) r2(k)e−2ikx−4ik2t

r1(k)e2ikx+4ik2t 1

)
(33)

with the re�ection coe�cients de�ned by

r1(k) :=
b(k)

a1(k)
, r2(k) :=

b(−k)

a2(k)
. (34)

Moreover, we have the normalization

M(x, t, k)→ I, k →∞, (35)
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where I is the 2× 2 identity matrix.
Observe that the symmetry conditions 3 (see Proposition 2) imply that

r1(−k)r2(−k) = r1(k) r2(k), k ∈ R \ {0}. (36)

By the determinant property 4 in Proposition 2, we also have

1 + r1(k)r2(k) =
1

a1(k)a2(k)
, k ∈ R \ {0}. (37)

Now notice that in view of (28), the behavior of M as k → 0 depends quali-
tatively on whether a2(0) 6= 0 or a2(0) = 0. The former case, which is generic,
contains the case of �pure-step initial data�, where a1(k) has (in C+) a single,
simple zero located on the imaginary axis, and a2(k) has no zeros in C−. Since
small (in the L1 sense) perturbations of the pure-step initial data preserve these
properties, this motivates us to concentrate, in the present paper, on the following
two cases:

Generic case: The spectral function a1(k) has one simple zero in C+, say k =
ik1, k1 > 0; a2(k) has no zeros in C−.

Non-generic case: The spectral function a1(k) has one simple zero in C+, say
k = ik1, k1 > 0; a2(k) has one simple zero in C− at k = 0 (and thus
ȧ2(0) 6= 0). Moreover, we assume that lim

k→0
ka1(k) 6= 0.

Remark 3. From the symmetry relations (23) it follows that a11 := lim
k→0

ka1(k)

is purely imaginary. Moreover, if a1(k) has one simple zero, then =a11 < 0 in the
non-generic case.

Taking into account the singularities of Ψj(x, t, k), j = 1, 2 and a1(k) at k = 0
(see Proposition 1), the behavior ofM(x, t, k) at k = 0 can be described as follows:
in the generic case,

M+(x, t, k) =

(
4

A2a2(0)
v1(x, t) −v2(−x, t)

4
A2a2(0)

v2(x, t) −v1(−x, t)

)
(I +O(k))

(
k 0
0 1

k

)
, k → +i0,

(38a)

M−(x, t, k) =
2i

A

(
−v2(−x, t) v1(x,t)

a2(0)

−v1(−x, t) v2(x,t)
a2(0)

)
+O(k), k → −i0, (38b)

and in the non-generic case,

M+(x, t, k) =

(
v1(x,t)
a11

−v2(−x, t)
v2(x,t)
a11

−v1(−x, t)

)
(I +O(k))

(
1 0
0 1

k

)
, k → +i0, (39a)

M−(x, t, k) =
2i

A

(
−v2(−x, t) v1(x,t)

ȧ2(0)

−v1(−x, t) v2(x,t)
ȧ2(0)

)
(I +O(k))

(
1 0
0 1

k

)
, k → −i0 (39b)
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(recall that a11 is determined by a1(k) = a11
k +O(1) as k → 0).

Additionally, if a1(ik1) = 0 (simple zero) with k1 > 0, then M(x, t, k) satis�es
the residue condition

Res
k=ik1

M (1)(x, t, k) =
γ1

ȧ1(ik1)
e−2k1x−4ik21tM (2)(x, t, ik1), |γ1| = 1, (40)

where

Ψ
(1)
1 (0, 0, ik1) = γ1Ψ

(2)
2 (0, 0, ik1). (41)

Notice that the symmetry relation (12) yields Ψ
(1)
1 (0, 0, ik1) = γ−1

1 Ψ
(2)
2 (0, 0, ik1)

and thus |γ1| = 1 (cf. [3]).

Now we summarize the results of the analysis above in the representation
Theorem that gives the solution of the Cauchy problem (1), (3) in terms of the
solution of the associated Riemann-Hilbert problem.

Theorem 1 Let q0(x), x ∈ (−∞,∞) be given such that∫ 0

−∞
|q0(x)|dx+

∫ ∞
0
|q0(x)−A|dx <∞.

Let a1(k), a2(k), and b(k) be constructed according to (24)�(26). Assume that

(i) a1(k) has a single, simple, pure imaginary zero k1 in C+; (ii) a2(k) has no

zeros in C+ \ {0} and, if a2(0) = 0, then 0 is the simple zero of a2(k); (iii)
lim
k→0

(ka1(k)) 6= 0. Determine γ1 according to (41).

Consider the following Riemann-Hilbert problem: �nd the 2×2-valued function
M(x, t, k), piece-wise meromorphic in k relative to R and satisfying the following

conditions:

(i) Jump conditions. The boundary values M±(x, t, k) = M(x, t, k ± i0), k ∈
R \ {0} satisfy the condition

M+(x, t, k) = M−(x, t, k)J(x, t, k), k ∈ R \ {0}, (42)

where the jump matrix J(x, t, k) is given by (33), with r1 and r2 given by

(34).

(ii) Normalization at k =∞:

M(x, t, k) = I +O(k−1), k →∞.

(iii) Residue condition (40).

(iv) Structural conditions at k = 0: M(x, t, k) satis�es (38) (generic case:

a2(0) 6= 0) or (39) (non-generic case: a2(0) = 0), where vj(x, t), j = 1, 2
are some (not prescribed) functions.
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Assume that the RH problem (i)�(iv) has a solutionM(x, t, k). Then the soluti-

on of the Cauchy problem (1), (3) is given in terms of the (12) and (21) entries

of M(x, t, k) as follows:

q(x, t) = 2i lim
k→∞

kM12(x, t, k), (43)

and

q(−x, t) = −2i lim
k→∞

kM21(x, t, k). (44)

The solution of the RH problem is unique, if exists. Indeed, ifM and M̃ are two
solutions, then conditions (38) or (39) provide the boundedness of M(k)M̃−1(k)
at k = 0. Moreover,M(k)M̃−1(k) has no jump across R andM(k)M̃−1(k)→ I as
k →∞, which allows to deduce, using the Liouville theorem, thatM(k)M̃−1(k) ≡
I.

Remark 4. From (43) and (44) it follows that in order to present the solution of
(1), (3) for all x ∈ R, it is su�cient to have the solution of the RH problem for,
say, x ≥ 0 only.

Proposition 3 The solution M of the Riemann�Hilbert problem (i)-(iv) satis�-

es the following symmetry condition (cf. (21)):

M(x, t, k) =


ΛM(−x, t,−k̄)Λ−1

(
1

a1(k) 0

0 a1(k)

)
, k ∈ C+ \ {0},

ΛM(−x, t,−k̄)Λ−1

(
a2(k) 0

0 1
a2(k)

)
, k ∈ C− \ {0}.

(45)

Proof. Follows from the symmetry of the jump matrix (33) in (42)

ΛJ(−x, t,−k)Λ−1 =

(
a2(k) 0

0 1
a2(k)

)
J(x, t, k)

(
a1(k) 0

0 1
a1(k)

)
, k ∈ R \ {0}

(which, in turns, follows from (36) and (37)), and the fact that the structural
conditions (38) and (39) and the residue condition (40) are consistent with (45).
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Ðèáàëêî ß., Øåïåëüñüêèé Ä.Ìåòîä çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà äëÿ iíòåãðîâíî-

ãî íåëîêàëüíîãî íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè

òèïó ñõîäèíêè. Äîñëiäæó¹òüñÿ çàäà÷à Êîøi äëÿ iíòåãðîâíîãî íåëîêàëüíîãî íåëi-
íiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (ÍÍØ)

iqt(x, t) + qxx(x, t) + 2q2(x, t)q̄(−x, t) = 0

ç ïî÷àòêîâèìè äàíèìè òèïó ñõîäèíêè: ïðèïóñêàýòüñÿ, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêöiÿ q(x, 0)
ý òàêîþ, ùî q(x, 0) = o(1), êîëè x → −∞, òà q(x, 0) = A + o(1), êîëè x → ∞, äå
A > 0 � äîâiëüíèé (ôiêñîâàíèé) ïàðàìåòð, ùî âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâîìó ôîíó ñõîäèí-
êè. Ïî÷èíàþ÷è ç 2013 ðîêó, êîëè ðiâíÿííÿ ÍÍØ áóëî çàïðîïîíîâàíî ÿê iíòåãðîâíà
ìîäåëü, âîíî ïðèâåðòà¹ çíà÷íó óâàãó äîñëiäíèêiâ (ÿê ìàòåìàòèêiâ, òàê i ôiçèêiâ) ó
çâ'ÿçêó ç òèì, ùî ðiâíÿííÿ ÍÍØ ¹ ñèìåòðè÷íèì ó ñåíñi ¾ïàðíiñòü-÷àñ¿: âîíî iíâàði-
àíòíå âiäíîñíî ñïiëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ x→ −x, t→ −t, òà êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåííÿ.
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Çîêðåìà, ðiâíÿííÿ ÍÍØ ¹ êàëiáðóâàëüíî-åêâiâàëåíòíèì äî ñèñòåìè ïîâ'ÿçàíèõ ðiâ-
íÿíü Ëàíäàó-Ëiôøèöÿ òà, âiäïîâiäíî, ìîæå çíàéòè çàñòîñóâàííÿ ó ôiçèöi øòó÷íèõ
íàíîìàãíiòíèõ ìàòåðiàëiâ.

Äëÿ äîñëiäæåííÿ çàäà÷i Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ ÍÍØ, àâòîðè ðîçðîáëÿþòü âàðiàíò
ìåòîäó îáåðíåíî¨ çàäà÷i ðîçñiÿííÿ ó ôîðìi ìåòîäó çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. Ìåòîä
áàçó¹òüñÿ íà âèêîðèñòàííi ðîçâ'ÿçêiâ Éîñòà (ó òîìó ÷èñëi, íà íåíóëüîâîìó ôîíi) äëÿ
ðiâíÿíü âiäïîâiäíî¨ ïàðè Ëàêñà òà äåòàëüíîìó àíàëiçi ¨õ àíàëiòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé.
Ó ðåçóëüòàòi îòðèìàíî çîáðàæåííÿ äëÿ ðîçâ'ÿçêó âèõiäíî¨ çàäà÷i ó òåðìiíàõ ðîçâ'ÿç-
êiâ âiäïîâiäíî¨ çàäà÷i àíàëiòè÷íî¨ ôàêòîðèçàöi¨ òèïó Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. Öå çîáðàæå-
ííÿ ìà¹ öiëèé ðÿä âiäìiííîñòåé âiä âiäïîâiäíîãî çîáðàæåííÿ ó âèïàäêó êëàñè÷íîãî
(ëîêàëüíîãî) íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà. Çîêðåìà, öå ñòîñó¹òüñÿ ñèíãóëÿðíî¨
ïîâåäiíêè ó îêîëi íóëÿ ñïåêòðàëüíîãî ïàðàìåòðà, îñîáëèâiñòþ ÿêî¨ ¹ òå, ùî öÿ ñèí-
ãóëÿðíiñòü ëîêàëiçîâàíà íà êîíòóði ñïðÿæåííÿ äëÿ çàäà÷i Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà. Îòðè-
ìàíå çîáðàæåííÿ ìîæå áóòè åôåêòèâíî âèêîðèñòàíî äëÿ ïîäàëüøîãî äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòåé ðîçâ'ÿçêiâ çàäà÷i Êîøi, çîêðåìà, äîñëiäæåííÿ éîãî àñèìïòîòè÷íî¨ ïî-
âåäiíêè çà âåëèêèì ÷àñîì.
Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëîêàëüíå íåëiíiéíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, ìåòîä îáåðíåíî¨ çàäà÷i
ðîçñiÿííÿ, ðîçâ'ÿçêè Éîñòà, çàäà÷à Ðiìàíà-Ãiëüáåðòà.
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The problem of di�raction of a vertical electric dipole �eld on a spiral conducti-
ve sphere and a cone has been solved. By the method of regularization of the
matrix operator of the problem, an in�nite system of linear algebraic equati-
ons of the second kind with a compact matrix operator in Hilbert space `2 is
obtained. Some limiting variants of the problem statement are considered.
Keywords: spiral conductive sphere; cone; vertical electric dipole; regularization
method; system of equations of the second kind.

Ðåçóíåíêî Â.Î.Äèôðàêöiÿ ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî åëåêòðè÷íîãî äèïî-
ëÿ íà ñïiðàëüíî ïðîâiäíié ñôåði â ïðèñóòíîñòi êîíóñà. Ðîçâ'ÿçàíà
çàäà÷à äèôðàêöi¨ ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî åëåêòðè÷íîãî äèïîëÿ íà ñïiðàëüíî
ïðîâiäíié ñôåði ó ïðèñóòíîñòi êîíóñà. Ìåòîäîì ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íîãî
îïåðàòîðà çàäà÷i îòðèìàíî íåñêií÷åííó ñèñòåìó ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâ-
íÿíü äðóãîãî ðîäó ç êîìïàêòíèì ìàòðè÷íèì îïåðàòîðîì ó ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði `2. Ðîçãëÿíóòî äåÿêi ãðàíè÷íi âàðiàíòè ïîñòàíîâêè çàäà÷i.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ñïiðàëüíî ïðîâiäíà ñôåðà; êîíóñ; âåðòèêàëüíèé åëåêòðè-
÷íèé äèïîëü; ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨; ñèñòåìà ðiâíÿíü äðóãîãî ðîäó.

Ðåçóíåíêî Â. À. Äèôðàêöèÿ ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî

äèïîëÿ íà ñïèðàëüíî ïðîâîäÿùåé ñôåðå â ïðèñóòñòâèè êîíóñà.

Ðåøåíà çàäà÷à äèôðàêöèè ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî ýëåêòðè÷åñêîãî äèïîëÿ íà
ñïèðàëüíî ïðîâîäÿùåé ñôåðå â ïðèñóòñòâèè êîíóñà. Ìåòîäîì ðåãóëÿðèçà-
öèè ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà çàäà÷è ïîëó÷åíà áåñêîíå÷íàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà ñ êîìïàêòíûì ìàòðè÷íûì îïåðà-
òîðîì â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå `2. Ðàññìîòðåíû íåêîòîðûå ïðåäåëü-
íûå âàðèàíòû ïîñòàíîâêè çàäà÷è.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñïèðàëüíî ïðîâîäÿùàÿ ñôåðà; êîíóñ; âåðòèêàëüíûé ýëå-
êòðè÷åñêèé äèïîëü; ìåòîä ðåãóëÿðèçàöèè; ñèñòåìà óðàâíåíèé 2-ãî ðîäà.

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 78A40; 78A45; 35A22; 97N42.

1. Introduction

There is an interest to the problems of di�raction, electrodynamics, antenna
techniques, optics, electrostatics, acoustics and other tasks on the sphere and
on the cone. Di�erent cases are considered: one sphere and one cone; two-three

17
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spheres and two-three cones; chains of hundreds of spheres and several cones
nested into each other [1, 2, 3]. Increased attention to tasks on such surfaces
and other resonance structures [4] has at least two reasons: 1) increased practical
requirements for reducing the size of devices using parts of spheres and cones;
2) the emergence of new materials with new physical properties, for example,
spiral conductive surfaces, nanomaterials, impedance structures. Such requests of
practice lead to the need to reformulate standard problem statements, to create
mathematical models of the studied processes, to create new numerical-analytical
methods for solving new theoretical and applied problems. Among the numerical-
analytical methods for solving a wide range of problems, an important role is
played by the regularization method of the matrix or integral operator of the
problem [5, 6]. In this paper, based on a variant of the regularization method of the
matrix operator of the problem [2]-[6], [11, 12], [14]-[18], we construct a numerical-
analytical algorithm for solving the problem of di�raction of a vertical electric
dipole �eld on a spiral conductive sphere in the presence of an ideally conductive
cone. An e�ciently solvable in�nite system of linear algebraic equations of the
second kind with a compact operator is obtained [3]. Some limiting variants of
the problem statement are considered.

2. Formulation of the problem

We place the origin of the Cartesian (x, y, z) and spherical (r, θ, ϕ) coordinate
systems in the centre of a spiral conductive hollow sphere of radius a [3]. The top
of an ideally conductive cone is in the center of the sphere, and the axis of the cone
coincides with the negative semi-axis of the axis 0z. The opening angle of the cone
is counted from the positive semi-axis of the axis 0z and is assumed to be equal γ,
γ ∈ (0, π). The cone is the ideally conductive. We isolate the cone and the sphere
by a non-conductive in�nitely thin and in�nitely narrow tape. We place a vertical

electric dipole at the point (0, 0, b), a < b. The moment
−→
P of the dipole is oriented

along the axis 0z and |
−→
P | = 1. The dipole �eld creates, in particular, secondary

�elds outside of the sphere and inside of the sphere, and also creates electric
currents on the surfaces of the sphere and the cone. The time dependence of the
dipole �eld and secondary �elds is assumed to be harmonic with the frequency
ω = 2π/λ, λ is the wavelength of the dipole �eld. The electric currents, arising on
the surface of the sphere under the in�uence of its spiral conductivity, change the
standard direction along the meridians. Currents can pass on the surface of the
sphere only along lines directed at an angle 0 ≤ β < π/2 to the meridians. For
an observer located at the pole of the sphere, this direction corresponds to the
movement of the currents clockwise at an angle β to meridians. The sphere, the
cone, and the currents on the sphere are axisymmetric. In this paper, we consider
two independent variants of current movement along the surface of a sphere [3].
The �rst variant corresponds to the movement of currents at an angle (+β) to
the meridians on the sphere, and the second one corresponds to the movement of
currents at an angle (−β) to the meridians on the sphere [3]. Consider brie�y the
formulation of the problem [3]. We will use the method of partial domains. Full
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�elds inside of a sphere and secondary �elds outside of a sphere should be solutions
to the Maxwell's equations, satisfy material equations, satisfy radiation conditions
at in�nity, have bounded energy in any restricted volume of space, including the
top of the cone, and have the required feature at the dipole placement point. The
boundary conditions on the surface of the sphere r = a, θ ∈ [0, γ), ϕ ∈ [0, 2π]
are as follows [3], [7]-[12]. The tangential components of the total magnetic �elds
Hϕ, Hθ and the tangential components Eϕ, Eθ of the full electric �elds are related,
in particular, by means of a multiplier like tg (±β)(

H(2)
ϕ +H(0)

ϕ −H(1)
ϕ

)
tg(±β) +

(
H

(2)
θ −H

(1)
θ

)
= 0, (1)

E
(1)
θ + E(1)

ϕ tg(±β) = 0, E
(1)
θ = E

(0)
θ + E

(2)
θ , E(2)

ϕ = E(1)
ϕ , (2)

The boundary conditions on the surface of the cone are set as follows: the vector
products of the complete electromagnetic �elds and the external normal −→n 1 to
the surface of the cone are zero

E(1) ⊗−→n 1 = 0, r ∈ [0, a), θ = γ, ϕ ∈ [0, 2π], (3)(
E(2) + E(0)

)
⊗−→n 1 = 0, r ∈ (a,∞), θ = γ, ϕ ∈ [0, 2π], (4)

where in formulas (1)-(4) the superscripts of the electromagnetic �eld vectors refer
to the source �eld, to the �eld inside the sphere, r < a, the �eld outside r > a,
the sphere, respectively. In this formulation, problem (1)-(4) has a unique solution
[13]. We note that in this work, on the basis of [3], [7]-[12] the boundary condi-
tions on a spiral conductive sphere are re�ned. The continuity of the tangential
components of the total electric �eld on a spiral conducting sphere is required.
We also clarify the di�erence in representations and transformations of the Debye
potentials for TM and TE waves and the di�erences in the corresponding Fourier
series. We note that the introduction of additional boundary conditions naturally
leads to the complication of the method for solving the problem and to obtaining
new systems of algebraic equations of the second kind.

3. Fourier series for Debye scalar potentials

Since the time of Debye (near 1903), scalar and vector potentials have been
used successfully to reduce the dimensionality of problems, in particular, problems
of di�raction of electromagnetic waves, acoustics, and electrostatics. To solve these
and other problems on the coordinate surfaces used, in particular, the method of
separation of variables in 11 coordinate systems. The type of representation of
potentials depends not only on the shape of the surface and the type of boundary
conditions on the surface. The main ones are, in particular, the methods of direct
and inverse integral transformations of di�erential equations for potentials, as
well as the method of Green functions. Both methods are in most cases used in
conjunction with the Fourier method of separation of variables. Thus, in [8]-[10],
the method of integral transformations and the method of separation of Fourier



20 V.A. Rezunenko

variables were among the �rst used to solve the problem of di�raction of a vertical
electric dipole �eld on an ideally conductive cone. On the basis of [3], [7]-[10], we
write in the spherical coordinate system the Fourier series for the Debye electric
potential of the dipole �eld in the presence of an ideally conductive cone

U (0) =

∞∑
m=1

F (1)
m MmPνm(cos θ)

{
[ψνm(kr) ξνm(kb)] /(kr), r < b,
[ξνm(kr)ψνm(kb)] /(kr), r > b,

(5)

where

Mm =

[
(kb)3 sin γ

∂

∂ν
Pν(cos γ)

∣∣
ν=νm

P 1
νm(cos γ)

]−1

, F (1)
m = 2νm + 1, (6)

ψνm(kr), ξνm(kb) are spherical Bessel functions of the �rst kind and, accordingly,
Hankel of the third kind in the Debye notation, Pνm(cos θ) � Legendre functions of
the �rst kind of the νm degree of the zero order of the argument cos θ, P 1

νm(cos γ)�
associated Legendre functions of the �rst kind of the νm degree of the �rst order
of the argument cos γ. The spectral parameters νm and new parameters µn satisfy
the transcendental equations Pνm(cos γ) = 0 and P 1

µn(cos γ) = 0. The roots of
these equations νm (and µn) are simple and do not coincide for m,n ≥ 1. The
magnetic potential V (0) of the dipole is zero by the de�nition.

We look for the secondary potentials in the form of Fourier series (5), (6)

U (1) =
∞∑
m=1

F (1)
m AmPνm(cos θ)ψνm(kr)/(kr), r < a, (7)

V (1) =

∞∑
n=1

F (2)
n BnPµn(cos θ)ψµn(kr)/(kr), r < a, (8)

U (2) =
∞∑
m=1

F (1)
m CmPνm(cos θ) ξνm(kr)/(kr), r > a, (9)

V (2) =
∞∑
n=1

F (2)
n DnPµn(cos θ) ξµn(kr)/(kr), r > a, (10)

where

F (2)
n = 2µn + 1, n ≥ 1. (11)

4. The system of four functional equations containing fractional
degree Legendre functions

To �nd the coe�cients Am, Bn, Cm, Dn,m, n ≥ 1 of the Debye potentials (7) -
(11), we construct a system of four functional equations. Note that the sequences
of coe�cients {Am}, {Bn}, {Cm}, {Dn},m, n ≥ 1 belong to Hilbert spaces with
di�erent weights. We �rst use the boundary conditions (1)-(4), perform linear
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transformations to obtain a system of four functional equations which connect all
desired coe�cients. For example, the �rst two equations are as follows

∞∑
n=1

F (2)
n

[
Dnξ

1
µn(ka)−Bnψ1

µn(ka)
]
P 1
µn(cos θ) + (ika)(tg(±β))

×
∞∑
m=1

F (1)
m [Cmξνm(ka)−Mmψνm(ka)ξνm(kb)−Amψνm(ka)]P 1

νm(cos θ) = 0,

(12)
where θ ∈ [0, γ],

∞∑
n=1

BnF
(2)
n ψµn(ka)/ ξ1

µn(ka)Pµn(cos θ)

+ (ika)(tg (±β))

∞∑
m=1

F (1)
m

[
Amξ

1
νm(ka)−Mmξ

1
νm(kb)

]
P 1
νm(cos θ) = 0, (13)

where θ ∈ [0, γ]. For functions ξ1
µn(ka), ψ1

µn(ka), ξ1
νm(ka), ξ1

νm(kb) the superscript
1 denotes the di�erentiation by argument ka or kb, respectively.

5. The system of linear algebraic equations of the second kind

The resulting system of four functional equations is a system of the �rst kind
with respect to the coe�cients being sought Am, Bn, Cm, Dn,m, n ≥ 1 and it
is ine�ective for directly solving the problem. Note that in solving problems of
electrodynamics, electrostatics, acoustics and other problems on a sphere with
aperture, the use of an integral representation of the Abel type for the Legendre
functions [11]-[12], [14]-[18] is recommended. In our case, for example, for equation
(13), the Abel representation is ine�ective. The resulting functional equations
require, in particular, additional decomposition over new orthogonal classes of
functions.

Indeed, we use the generalized integral representations of Abel type

Pνm(cos θ) = π−1
√

2

∫ θ

0
(cosφ− cos θ)−0.5 cos

(
νm +

1

2

)
φdφ,

in (13) for the Legendre functions. Then we change the order of summation
and integration in the functional equation using the uniform convergence of
the series. We get an integral equation of Abel type with the kernel (cosφ −
cos θ)−0.5. Solving an integral equation using the inverse Abel transformation,
we received a new functional equation in the form of series containing functions
cos
(
νm + 1

2

)
φ, cos

(
µn + 1

2

)
φ,m, n ≥ 1. These functions are not orthogonal in

the space L2(0, γ). The Fourier series of these functions must be redeveloped in
the corresponding functional space. Let us transform system (12), (13) and the
remaining two functional equations into a system of algebraic equations of the
second kind as follows. First, we apply the discrete Fourier transform to each
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functional equation, taking into account, in particular, the orthogonality of the
associated Legendre functions P 1

µn(cos θ) with weight sin θ [8]�[10]

N (2)
n,n =

∫ γ

0

(
P 1
µn(cos θ)

)2
sin θ dθ = −µn(µn + 1)

2µn + 1
sin γP 1

µn(cos γ)
∂

∂µ
P 1
µ(cos γ)

∣∣
µ=µn

,

(14)
N (2)
m,n = 0, m 6= n, m, n ≥ 1. (15)

The resulting auxiliary system of four linear equations includes, for example,
the equation

N (2)
n,nF

(2)
n

[
Dnξ

1
µn(ka)−Bnψ1

µn(ka)
]

= −(ika) tg(±β)

×
∞∑
m=1

F (1)
m [Cmξνm(ka)−Mmψνm(ka)ξνm(kb)−Amψνm(ka)] Jn,m, (16)

where

Jn,m =
µn(µn + 1)

(µn − νm)(νm + µn + 1)
sin γ Pµn(cos γ)P 1

νm(cos γ). (17)

Let us return to the system of four functional equations, including (12), (13)
and (14)�(17). Based on it, to �nd coe�cients Bn, n ≥ 1, for potential (8),
we construct a system of linear equations of the second kind. For this, we �-
rst exclude the coe�cients An, Cm, Dn,m, n ≥ 1, from the auxiliary system. In
this case, we solve the auxiliary system, use the equality for Wronski determinants
W (ψνm(ka), ξνm(ka)) = W (ψµn(ka), ξµn(ka)),m, n ≥ 1 and perform some linear
transformations. So, in the auxiliary double sum, using uniform convergence of
the series, we change the order of summation and get

∞∑
m=1

TmJn,m

∞∑
k=1

BkRkJk,m =
∞∑
k=1

BkRk

∞∑
m=1

Jk,mTmJn,m

With these operations, we separate and inverse the main part of the matrix
operator of the problem. As a result, we obtained an in�nite system of linear
algebraic equations of the second kind (ISLAE-II)

Bn = − [(ka) tg(±β)]2
∞∑
s=1

Bsεs,n − [(ika) tg(±β)]
∞∑
m=1

F (3)
m Jn,m, (18)

where
εs,n =

[
F (2)
s /F (1)

n

]
ψ1
µs(ka)ξµn(ka)

[
1/N (2)

n,n

]
×
∞∑
m=1

[
N (1)
m,mψ

1
νm(ka)ξ1

νm(ka)
]−1

Js,m Jm,n,

F (3)
m =

F
(1)
m

F
(2)
m

Mm
ξµn(kb)ξµn(ka)

ξ1
νm(ka)

1

N
(2)
n,n

, m, n ≥ 1.
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N (1)
m,m =

νm(νm + 1)

2νm + 1
sin γP 1

νm(cos γ)
∂

∂ν
P 1
ν (cos γ)

∣∣
ν=νm

.

In the matrix elements εs,n and in the second series of the system (18), the
convergence is uniform on the set ka ∈ (0,∞), ka < kb, β ∈ [0, π/2) and γ ∈ (0, π).
As a result, ISLAE-II with a compact operator M (1) in space `2 and a right-hand
B(1) column in `2 are obtained [19]

B = M (1)B +B(1), (19)

where B = (B1, B2, B3, ..., Bn, ...)
T is the vector of magnetic potential coe�ci-

ents sought (8), where the superscript T denotes the transposition of the row
into a column, M (1) =

{
−(ka)2(tg2(±β))× εs,n

}∞
s,n=1

is the system matrix,

B = (B1, B2, B3, ..., Bn, ...)
T =

({
−(ika)(tg(±β))×

∑∞
m=1 F

(3)
m Jn,m

}∞
n=1

)T
�

right column of the system.

6. Conclusions

1. System (19) is e�ectively solvable analytically and numerically in Hilbert
space `2. At small angles γ, (0 < γ << 1), (and large angles γ, (0 << γ < π), the
system is analytically solvable for any values 0 < ka < kb.

2. To �nd the coe�cients Am,m ≥ 1 and potential U (1) (7), it is necessary
to build a new ISLAE-II. At the same time, to obtain an ISLAE-II, we use the
same regularization method for the matrix operator of the di�raction problem, as
in deducing the system (19). In this case to �nd the coe�cients Cm, Dn,m, n ≥ 1
and potentials (9) and (10), we use linear transformation of variables.

3. Let us discuss the limiting case of the problem statement, when the sphere
loses its spiral conductivity and becomes ideally conducting (β → 0). In this case
[2, 3], the problem of di�raction of a dipole �eld on such a sphere in the presence
of a cone, the desired coe�cients of the Fourier series of Debye potentials (8)-(10)
can be found explicitly. So, when β = 0 we �nd the solution to the system (18)
and we get the explicit value of the coe�cients Bn : Bn = 0, n ≥ 1. Also we obtain
the explicit values of the limiting components of the di�racted �eld.

4. In another limiting case, when the sphere is absent (ka = 0), the components
of the desired �elds of di�raction of a dipole �eld on a cone are known and are
calculated explicitly from a given dipole potential U (0) (5), (6).

5. The parametric equations x = sin(±η) × cos(±14η), y = sin(±η) ×
sin(±14η), z = 1 + cos(±η), η ∈ [0, π/2) are re�ned for two variants of the
movement of currents along the surface of a spiral conductive sphere correspondi-
ng to �xed angles ±β0 to the meridians on the sphere.

6. The approach developed in this paper is applicable, for example, to the
problem of di�raction of a dipole �eld on a spiral conductive sphere, which has a
circular hole between a sphere and a cone, as well as for other applied problems.
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Ðåçóíåíêî Â.Î. Äèôðàêöiÿ ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî åëåêòðè÷íîãî äèïîëÿ íà

ñïiðàëüíî ïðîâiäíié ñôåði â ïðèñóòíîñòi êîíóñà. Ðîçâ'ÿçàíà çàäà÷à äèôðà-
êöi¨ åëåêòðîìàãíiòíîãî ïîëÿ âåðòèêàëüíîãî åëåêòðè÷íîãî äèïîëÿ íà ñïiðàëüíî ïðî-
âiäíié ñôåði ó ïðèñóòíîñòi iäåàëüíî ïðîâiäíîãî êðóãîâîãî êîíóñà. Öåíòð ñôåðè i
âåðøèíà êîíóñà ðîçìiùåíî ó ïî÷àòêó äåêàðòîâî¨ òà ñôåðè÷íî¨ ñèñòåì êîîðäèíàò.
Äèïîëü ðîçìiùåíèé íà âiñi ñèìåòði¨ ñôåðè i êîíóñà òà ïîçà ñôåðè i êîíóñà. Ìî-
ìåíò äèïîëÿ îði¹íòîâíèé âçäîâæ âiñi ñèìåòði¨ ñôåðè òà êîíóñà. Åëåêòðè÷íi òîêè
íà ïîâåðõíi ñôåðè, â íàñëiäîê ñïiðàëüíî¨ ïðîâiäíîñòi ñôåðè, ìîæóòü òåêòè ïiä ôi-
êñîâàíèì êóòîì äî êîæíîãî ìåðèäiàíó. Ïîâíi åëåêòðîìàãíiòíi ïîëÿ ïîâèííi çàäî-
âîëüíÿòè, çîêðåìà, ðiâíÿííÿ Ìàêñâåëà, ìàòåðiàëüíi ðiâíÿííÿ, óìîâè ñêií÷åííîñòi
åíåðãi¨ ó äîâiëüíîìó îáìåæåíîìó îá'¹ìó, ãðàíè÷íi óìîâè. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè ìåòîä ÷àñòêîâèõ îáëàñòåé. Â ñôåðè÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò
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âèêîðèñòàíi ÷îòèðè ñêàëÿðíi åëåêòðè÷íi i ìàãíiòíi ïîòåíöiàëè Äåáàÿ. Ïîòåíöiàëè
Äåáàÿ ïðåäñòàâëåíi ðÿäàìè Ôóð'å ïî ôóíêöiÿì Áåññåëÿ, ôóíêöiÿì Õàíêåëÿ, à òà-
êîæ ïî ôóíêöiÿì Ëåæàíäðà äðîáîâèõ ñïåêòðàëüíèõ ïàðàìåòðiâ. Ãðàíè÷íi óìîâè íà
ïîâåðõíi ñïiðàëüíî ïðîâiäíî¨ ñôåðè íåïåðåðâíî ïîâ'ÿçóþòü òàíãåíöiàëüíi êîìïîíåí-
òè åëåêòðè÷íèõ i ìàãíiòíèõ ïîëiâ. Ïîòðiáíî äëÿ ÷îòèðüîõ ïîòåíöiàëiâ Äåáàÿ çíàéòè
êîåôiöi¹íòè ÷îòèðüîõ ðÿäiâ Ôóð'å. Ïîñëiäîâíîñòi êîåôiöi¹íòiâ öèõ ðÿäiâ øóêà¹ìî ó
Ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ çi ñâî¹þ âàãîþ. Äëÿ ïîøóêó êîåôiöi¹íòiâ âèêîðèñòîâó¹ìî
ãðàíè÷íi óìîâè òà îäåðæó¹ìî ÷îòèðè ôóíêöiîíàëüíi ðiâíÿííÿ. �õ ïðÿìèé ðîçâ'ÿçîê
íååôåêòèâíèé. Òàêîæ íå ¹ åôåêòèâíèì çàñòîñóâàííÿ ó ôóíêöiîíàëüíèõ ðiâíÿííÿõ
äëÿ ôóíêöié Ëåæàíäðà óçàãàëüíåíîãî iíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëåííÿ òèïà Àáåëÿ. Ó
äàíié ðîáîòi äëÿ çàñòîñóâàííÿ ìåòîäà ðåãóëÿðèçàöi¨ ìàòðè÷íîãî îïåðàòîðà çàäà÷i
äî êîæíîãî ç ÷îòèðüîõ ðiâíÿíü çàñòîñîâó¹ìî äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'å. Äàëi
âèêîðèñòîâó¹ìî ðiâíiñòü âèçíà÷íèêiâ Âðîíñüêîãî äëÿ ôóíêöié Áåññåëÿ ç äðîáîâèìè
iíäåêñàìè. Ïiñëÿ ëiíiéíèõ ïåðåòâîðåíü òà çàñòîñóâàííÿ çìiíè ïîðÿäêiâ ïiäñóìóâàííÿ
ó äîïîìiæíèõ ïîäâiéíèõ ÷èñëîâèõ ðÿäàõ îäåðæó¹ìî íåñêií÷åííó ñèñòåìó ëiíiéíèõ
àëãåáðài÷íèõ ðiâíÿíü äðóãîãî ðîäó (ÍÑËÀÐ-11). Â öié ñèñòåìi ìàòðè÷íèé îïåðàòîð ¹
êîìïàêòíèì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ÷èñëîâèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ñèñòåìà åôåêòèâíî
ðîçâ'ÿçíà ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði àíàëiòè÷íî äëÿ ãðàíè÷íèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ
çàäà÷i i ÷èñåëüíî äëÿ äîâiëüíèõ ïàðàìåòðiâ. Ó ðîáîòi ðîçãëÿíóòî äåÿêi ãðàíè÷íi âà-
ðiàíòè ïîñòàíîâêè çàäà÷.
Êëþ÷îâi ñëîâà: ñïiðàëüíî ïðîâiäíà ñôåðà; êîíóñ; âåðòèêàëüíèé åëåêòðè÷íèé äèïîëü;
ìåòîä ðåãóëÿðèçàöi¨; ñèñòåìà ðiâíÿíü äðóãîãî ðîäó.
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1. Невырожденные системы линейных разностных уравнений

Исследуем задачу о нахождении ограниченных решений z(k) ∈ Rn систе-
мы линейных разностных уравнений

z(k + 1) = A(k)z(k) + f(k), k = 0, 1, 2, ... ; (1)

здесь A(k) ∈ Rn×n — ограниченные матрицы и f(k) — действительные огра-
ниченные вектор-столбцы. Как известно [1], общее решение задачи Коши

z(0) = c ∈ Rn

для однородной части невырожденной (detA(k) 6= 0) системы разностных
уравнений (1) представимо в виде:

z(k) = X(k)c, c ∈ Rn;
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здесь X(k) — нормальная фундаментальная матрица:

X(k + 1) = A(k)X(k), X(0) = In.

Одной из фундаментальных матриц является, в частности, матрица

X(k) =
k−1∏
j=0

A(j).

Общее решение задачи Коши z(0) = c ∈ Rn для неоднородной части невыро-
жденной (detA(k) 6= 0) системы разностных уравнений (1) представимо в
виде:

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k) := X(k)
k−1∑
j=0

X−1(j + 1)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для системы разностных уравнений (1).

2. Стандартное разложение матрицы.

Предположим, что матрица A(k) имеет постоянный ранг, а именно:

1 ≤ rank A(k) = σ.

Как известно [6, 7, 8], любая (m× n)− матрица A(k) в определенном базисе
может быть представлена в виде стандартного разложения

A(k) = R(k) · Jσ · S(k), Jσ :=

(
Iσ O
O O

)
;

здесь R(k) и S(k) — ограниченные невырожденные матрицы. Стандартное
разложение матрицы A(k) ∈ Rn×n может быть получено при помощи сингу-
лярного разложения матрицы [9]

A(k) = Φ(k)ΛΨ(k),

где Φ(k) ∈ Rn×n и Ψ(k) ∈ Rn×n — унитарные матрицы и Λ ∈ Rn×n — диаго-
нальная матрица:

Λ :=

(
Λσ O
O O

)
, det Λσ 6= 0.

Используя сингулярное разложение A(k) = Φ(k) Λ Ψ(k), находим невыро-
жденные матрицы

R(k) = Φ(k), S(k) =

(
Λσ O
O In−σ

)
Ψ(k),
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необходимые для нахождения стандартного разложения матрицы A(k).

Пример 1. Матрица

A =

 0 3 3
1 0 0
2 0 0


приводится к стандартному разложению посредством матриц

R =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , S =

 0 3 3√
5 0 0

0 − 1√
2

1√
2

 .

Действительно, rank A = 2, при этом сингулярное разложение определя-
ют матрицы

Φ =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , Ψ =

 0 1√
2

1√
2

1 0 0
0 − 1√

2
1√
2

 , Jσ =

 3
√

2 0 0

0
√

5 0
0 0 0

 .

Таким образом, находим матрицы R = Φ и S, необходимые для нахождения
стандартного разложения матрицы A.

3. Регуляризация задачи Коши для системы
линейных разностных уравнений

Задача о нахождении ограниченных решений системы линейных разно-
стных уравнений (1) существенно усложняется в случае ее вырождения, а
именно: при условии detA(k) = 0 хотя бы для некоторых k = 0, 1, 2, ... .
В этом случае для нахождения ограниченных решений системы линей-
ных разностных уравнений (1) можно использовать технику регуляризации
[2, 3, 4, 5]. Возмущение квадратной, но вырожденной матрицы A(k) будем
искать в виде

A(k, ε) := A(k) + εΩ(k), Ω(k) ∈ Rn×n, k = 0, 1, 2, ... ,

предполагая матрицу A(k, ε) невырожденной и ограниченной. Таким обра-
зом, приходим к задаче о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной системы линейных разностных уравнений

z(k + 1, ε) = A(k, ε)z(k, ε) + f(k), k = 0, 1, 2, ... . (2)

Поскольку любая (n×n) – матрица A(k) постоянного ранга σ в определенном
базисе может быть представлена в виде стандартного разложения A(k) =
R(k) · Jσ · S(k), постольку возмущение матрицы A(k) представимо в виде

Ω(k) = R(k) · J̌σ · S(k), J̌σ :=

(
O O
O In−σ

)
.
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Общее решение задачи Коши

z(0, ε) = c ∈ Rn

для однородной части невырожденной (detA(k, ε) 6= 0) системы разностных
уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c, c ∈ Rn;

здесь X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(k + 1, ε) = A(k, ε)X(k, ε), X(0, ε) = In.

Одной из фундаментальных матриц является, в частности, матрица

X(k, ε) =
k−1∏
j=0

A(j, ε).

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризо-
ванной системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j), c ∈ Rn.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1 Предположим, что (n×n) – матрица A(k) имеет постоянный
ранг, а именно:

1 ≤ rank A(k) = σ < n.

Тогда общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуля-
ризованной системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k, ε) := X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных
уравнений (2).

Пример 2. Найдем решение системы разностных уравнений первого поряд-
ка

z(k + 1) = Az(k) + f(k), k = 0, 1, 2, 3, (3)
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где

A =

 0 1 2
1 0 0
2 0 0

 , f(k) =

 1
2
3

 .

Для нахождения возмущенной матрицы

A(k, ε) =
1

5

 0 5 10
5 4 ε −2 ε
10 −2 ε ε

 , A(k, 0) = A,

определяющей регуляризованную систему линейных разностных уравнений
используем возмущение матрицы A в виде

Ω = R · J̌σ · S, Jσ :=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

где

R =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , S =

 0 1 2√
5 0 0

0 − 2√
5

1√
5

 .

При этом X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(0, ε) = I3, X(1, ε) = A(k, ε),

кроме того

X(2, ε) =
1

5

 25 0 0
0 5 + 4 ε2 2

(
5− ε2

)
0 2

(
5− ε2

)
20 + ε2

 ,

X(3, ε) =
1

5

 0 25 50
25 4 ε3 −2 ε3

50 −2 ε3 ε3

 .

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризо-
ванной системы разностных уравнений для системы (3) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ R3;

здесь

K[f(j)](1, ε) = f(1), K[f(j)](2, ε) =

 45
15 + 2 ε
25− ε

 ,

K[f(j)](3, ε) =
1

5

 70
55 + 2 ε+ 2 ε2

105− ε− ε2


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— оператор Грина регуляризованной задачи Коши для системы разностных
уравнений (3). При этом нормальная фундаментальная матрица X(k, ε) и
оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных
уравнений (3) K[f(j)](k, ε) непрерывны по ε :

X(k, ·), K[f(j)](k, ·) ∈ C[0, ε0],

поэтому общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной
регуляризованной системы разностных уравнений для системы (3) z(k, ε) при
ε = 0 обращается в точное решение z(k) системы разностных уравнений (3)

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ R3;

здесь

X(1) = I3, X(2) =

 5 0 0
0 1 2
0 2 4

 , X(3) =

 0 5 10
5 0 0
10 0 0


— нормальная фундаментальная матрица и

K[f(j)](1) = f(1), K[f(j)](2) =

 9
3
5

 , K[f(j)](3) =

 14
11
21


— обобщенный оператор Грина вырожденной задачи Коши для системы ра-
зностных уравнений (3).

Доказанная теорема обобщает соответствующие результаты [1] на случай
необратимости матрицы A(k). Кроме того, полученные результаты анало-
гично [10] могут быть использованы в теории устойчивости для систем ра-
зностных уравнений, а также аналогично [11, 12] — в теории нелинейных
нетеровых краевых задач для систем разностных уравнений.

Acknowledgement. Работа выполнена при финансовой поддержке Госу-
дарственного фонда фундаментальных исследований. Номер государствен-
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С.М.Чуйко Про регуляризацiю задачi Кошi для системи лiнiйних рiзнице-
вих рiвнянь. У статтi запропоновано оригiнальнi умови регуляризацiї, а також схе-
ма знаходження розв’язкiв лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь, при
цьому iстотно використано технiку псевдообернення матриць за Муром-Пенроузом.
Поставлена в статтi задача продовжує дослiдження умов регуляризацiї лiнiйних не-
терових крайових задач, наведених у монографiях М.В. Азбелева, В.П. Максимо-
ва, Л.Ф. Рахматуллiної, А.М. Самойленка та О.А. Бойчука. Дослiджено загальний
випадок, коли лiнiйний обмежений оператор, вiдповiдний до однорiдної частини лi-
нiйної задачi Кошi, не має оберненого. У статтi побудовано узагальнений оператор
Грiна та знайдений вигляд лiнiйного збурення регулярiзованої лiнiйної задачi Кошi
для системи рiзницевих рiвнянь. Запропонованi умови регуляризацiї, а також схема
знаходження розв’язкiв лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь деталь-
но проiлюстровано на прикладах. На вiдмiну вiд попереднiх статей авторiв, задача
про регуляризацiю лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь розв’язана
конструктивно, причому отриманi достатнi умови iснування розв’язку задачi про
регуляризацiю.
Ключовi слова: регуляризацiя; задача Кошi; лiнiйнi рiзницевi рiвняння; псевдообер-
нена матриця.
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S.M.Chuiko, Ya.V.Kalinichenko On the regularization of the Cauchy problem for
a system of linear difference equations. The article proposes unusual regularization
conditions as well as a scheme for finding solutions of the linear Cauchy problem for a
system of difference equations in the critical case, significantly using the Moore-Penrose
matrix pseudo-inversion technology. The problem posed in the article continues the study
of the regularization conditions for linear Noetherian boundary value problems in the cri-
tical case given in the monographs by S.G. Krein, N.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F.
Rakhmatullina, A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. The general case is studied in whi-
ch a linear bounded operator corresponding to a homogeneous part of a linear Cauchy
problem has no inverse. In the article, a generalized Green operator is constructed and
the type of a linear perturbation of a regularized linear Cauchy problem for a system
of difference equations in the critical case is found. The proposed regularization conditi-
ons, as well as the scheme for finding solutions to linear Cauchy problems for a system
of difference equations in the critical case, are illustrated in details with examples. In
contrast to the earlier articles of the authors, the regularization problem for a linear
Cauchy problem for a system of difference equations in the critical case has been resolved
constructively, and sufficient conditions has been obtained for the existence of a solution
to the regularization problem. Keywords: regularization scheme; Cauchy problem, linear
difference equations; pseudoinverse matrices.
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For a nonlinear system of differential equations ẋ = f(x), a method of
constructing a system of full rank ẋ = f(x)+g(x)u is studied for vector fields of
the class Ck, 1 ≤ k <∞, in the case when f(x) 6= 0. A method for constructing
a non-autonomous system of full rank is proposed in the case when the vector
field f(x) can vanish.
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Андреєва Д.М., Iгнатович С.Ю. Про побудову неавтономних систем
повного рангу з одним керуванням. Для нелiнiйної системи дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду ẋ = f(x) дослiджено метод конструювання
системи повного рангу ẋ = f(x) + g(x)u для векторних полiв класу Ck,
1 ≤ k < ∞, у випадку, коли f(x) 6= 0. Запропоновано метод конструюва-
ння неавтономної системи повного рангу у випадку, коли векторне поле
f(x) може обертатися на нуль.
Ключовi слова: нелiнiйна керована система; досяжна система; система пов-
ного рангу; неавтономна система; теорема про випрямлення векторного
поля.

Андреева Д.Н., Игнатович С.Ю. О построении неавтономных систем
полного ранга с одним управлением. Для нелинейной системы диф-
ференциальных уравнений вида ẋ = f(x) исследован метод конструирова-
ния системы полного ранга ẋ = f(x) + g(x)u для векторных полей класса
Ck, 1 ≤ k <∞, в случае, когда f(x) 6= 0. Предложен метод конструирова-
ния неавтономной системы полного ранга в случае, когда векторное поле
f(x) может обращаться в нуль.
Ключевые слова: нелинейная управляемая система; достижимая система;
система полного ранга; неавтономная система; теорема о выпрямлении ве-
кторного поля.
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1. Introduction

In the paper [1] the following problem was considered. Let a system

ẋ = f(x) (1)

35
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be given, where f : Rn → Rn is a (real analytic) vector field, n > 1; the problem
is to find conditions under which there exists a vector field g(x) : Rn → Rn such
that the system

ẋ = f(x) + g(x)u (2)

has full rank. Systems of full rank are also called accessible. This property for
the system (2) means that the dimension of the span of all Lie brackets of vector
fields adkfg(x), k ≥ 0, equals n.

The important result was obtained in [1], which implies that an accessible
system (2) can be constructed if and only if f(x) 6= 0. Moreover, a method for
constructing a system of full rank was proposed, which was based on the strai-
ghtening theorem for vector fields [2].

Let us recall the main points of the construction [1]. Suppose f(x) 6= 0.
According to the straightening theorem, there exist local coordinates z1, . . . , zn
in which the vector field f takes the form f = (0, . . . , 0, 1)T , i.e., in the new
coordinates the system (1) has the form

ż1 = 0, . . . , żn−1 = 0, żn = 1. (3)

Without loss of generality assume fn(x) 6= 0; then a straightening diffeomorphism
z = η(x) = (η1(x), . . . , ηn(x))T can be found from the system of partial differential
equations {

∂ηi
∂xn

= − 1
fn

( ∂ηi∂x1
f1 + . . .+ ∂ηi

∂xn−1
fn−1), i = 1, n− 1,

∂ηn
∂xn

= 1
fn

(1− ∂ηn
∂x1

f1 − . . .− ∂ηn
∂xn−1

fn−1).
(4)

Then, let us apply the polynomial transformation ξ = ψ(z) of the form

ξ1 = z1
0! + z2zn

1! + z3z2n
2! + · · ·+ zn−1z

n−2
n

(n−2)! + znn
n! ,

ξ2 = z2
0! + z3zn

1! + z4z2n
2! + · · ·+ zn−1z

n−3
n

(n−3)! + zn−1
n

(n−1)! ,

. . .

ξn−1 = zn−1

0! + z2n
2! ,

ξn = zn
1! ,

(5)

and obtain the system (1) in ξ-coordinates:

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = ξ3, . . . , ξ̇n−1 = ξn, ξ̇n = 1. (6)

Now, we choose a vector field g(ξ) : Rn → Rn in the form g(ξ) = (0, . . . , 0, 1)T ;
then we obtain a linear system of full rank

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = ξ3, . . . , ξ̇n−1 = ξn, ξ̇n = 1 + u. (7)

Finally, by the inverse coordinate transformation

x = η −1(ψ −1(ξ)), (8)
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the system (7) is transformed to the form (2). Since the full rank property is
invariant under the transformation (8), the obtained system (2) has full rank.

Due to using the straightening theorem, this construction is local, that is, a
vector field g(x) is built in a neighborhood of any point where f(x) 6= 0.

In the present paper we consider two generalizations. First, we consider the
case when the vector field f(x) belongs to the class Ck and find out what class
of smoothness is guaranteed for a vector field g(x). In particular, this question
is related to the linearizability of control systems in the class C1 [3]. Second, we
consider the case when the vector field f(x) can vanish and propose a method of
constructing a non-autonomous vector field g(t, x).

2. The case of a vector field f(x) from the class Ck

Let us consider a vector field f(x) which is finitely many times differentiable
in a certain domain,

f(x) ∈ Ck(Q), (9)

where 1 ≤ k <∞, and analyze the class of smoothness of transformations in the
method of [1] recalled above.

Theorem 1 Let a vector field f(x) ∈ Ck(Q) be given, Q ⊂ Rn, n > 1, and
f(x0) 6= 0 where x0 ∈ Q. There exists a neighborhood U(x0) and a vector field
g(x) ∈ Ck−1(U(x0)) such that the system (2) has full rank (in U(x0)).

Proof. This theorem is a consequence of the construction of [1] and the strai-
ghtening theorem. We give a formal proof.

Let us apply the method of [1] described above. By the straightening theorem,
a straightening diffeomorphism z = η(x) defined by the system (4) exists in some
neighborhood U(x0) and belongs to the class Ck(U(x0)) [2].

Now, let us observe that the system (7) is linear and the change of variables
ξ = ψ(z) is polynomial, hence, the system (7) in z-coordinates takes the form

ż = f̃(z) + g̃(z)u,

where f̃(z), g̃(z) are real analytic. Then for the system in the initial coordinates
we get

ẋ = (η−1(z))′ż |z=η(x) =

= (η−1(z))′f̃(z) |z=η(x) + (η−1(z))′g̃(z) |z=η(x)u =

= f(x) + (η−1(z))′g̃(z) |z=η(x)u.

As we mentioned above, η(x) ∈ Ck(U(x0)), hence, (η−1(z))′ belongs to the
class Ck−1. Thus, the vector field g(x) = (η−1(z))′g̃(z) |z=η(x) is from the class
Ck−1(U(x0)). The theorem is proved.
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Example 1. We give an example of a control system in the case when the
right-hand side f(x) is from the class C1. Consider the system{

ẋ1 = 0,

ẋ2 = 1 + x1|x1|,

where x ∈ Q = {x ∈ R2 : x1 > −1}. We find a straightening diffeomorphism from
the following system of partial differential equations{

∂η1
∂x2

= 0,
∂η2
∂x2

= 1
1+x1|x1| .

(10)

Solving this system we get a transformation z = η(x) of the form{
z1 = x1,

z2 = x2
1+x1|x1| .

(11)

The initial system in z-coordinates has the form

ż1 = 0, ż2 = 1,

and in ξ-coordinates, where ξ1 = z1 +
z22
2 , ξ2 = z2, it is

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = 1.

Let us choose g(ξ) = (0, 1)T , then the system

ξ̇1 = ξ2, ξ̇2 = 1 + u (12)

has full rank. The system of full rank (12) in z-coordinates takes the form

ż1 = −z2u, ż2 = 1 + u.

By the inverse coordinate transformation{
x1 = z1,

x2 = z2(1 + z1|z1|)

we obtain the system of full rank in the initial coordinates:{
ẋ1 = − x2

1+x1|x1|u,

ẋ2 = 1 + x1|x1|+ (1 + x1|x1| −
2|x1|x22

(1+x1|x1|)2 )u.
(13)

Thus, the vector field g(x) is chosen as

g(x) =

(
− x2

1+x1|x1|

1 + x1|x1| −
2|x1|x22

(1+x1|x1|)2

)
. (14)
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This example illustrates Theorem 1. We can see that the vector field

f(x) =

(
0

1 + x1|x1|

)
is indeed from the class C1 while the smoothness class of the constructed vector
field g(x) of the form (14) is one less, i.e., g(x) is only continuous (it is not
differentiable at the points where x1 = 0, x2 6= 0).

3. Constructing a system of full rank in the case f(x0) = 0

Now, let us consider a method of constructing a system of full rank in a
neighborhood of a point x0 such that f(x0) = 0. In this case we admit non-
autonomous vector fields, that is, we choose a vector field g in the form g = g(t, x).
For a system

ẋ = f(x) + g(t, x)u,

the full rank property means that the dimension of the span of all Lie brackets of
vector fields adk

f̂
g(t, x), k ≥ 0, equals n, where the vector field f̂ corresponds to

the differential operator ∂
∂t + f1

∂
∂x1

+ · · ·+ fn
∂
∂xn

.

Theorem 2 Let a vector field f(x) ∈ Ck(Q) be given, Q ⊂ Rn, n > 1, and
x0 ∈ Q. There exists a neighborhood U(x̂0), where x̂0 = (0, x0)T ∈ Rn+1, and a
vector field g(t, x) ∈ Ck−1(U(x̂0)) such that the system

ẋ = f(x) + g(t, x)u (15)

has full rank (in U(x̂0)).

In some cases (for example, if f(x0) 6= 0) a vector field g can be chosen as
g = g(x). However, the case f(x) ≡ 0 demonstrates that this is not true in the
general case (if n > 1).

Proof. Supplementing the system (1) by the equation ṫ = 1 we obtain the
following system

ẋ1 = f1(x), . . . , ẋn = fn(x), ṫ = 1, (16)

where the right-hand side is nonzero for any x and t. Now we find a straightening
diffeomorphism z = η(t, x) from the system{

∂ηi
∂t = − ∂ηi

∂x1
f1 − . . .− ∂ηi

∂xn
fn, i = 1, n,

ηn+1 = t.
(17)

As a result of straightening the vector field, the system (16) takes the form

ż1 = 0, . . . , żn = 0, żn+1 = 1. (18)
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Let us choose the vector field g in the form g = g(t) = (1, t, t2, . . . , tn−1, 0)T ; then
we obtain the system of full rank of the form

ż1 = u, ż2 = tu, . . . , żn = tn−1u, żn+1 = 1. (19)

Applying the inverse coordinate transformation (x, t) = η−1(z) (and dropping the
equation ṫ = 1) we obtain the system of full rank in the initial coordinates:

ẋ = f(x) + g(t, x)u.

Arguing analogously to the proof of Theorem 1 we get that g(t, x) ∈ Ck−1(U(x̂0)).
The theorem is proved.

Example 2. Consider the linear system{
ẋ1 = 0,

ẋ2 = x1.

Since we cannot use the result of [1] at the point with x1 = 0, we apply the
method described above. Namely, we add the equation ṫ = 1 to the given system
and obtain the equivalent system 

ẋ1 = 0,

ẋ2 = x1,

ṫ = 1.

(20)

Now we can straighten the vector field and find a straightening diffeomorphism
from the following system of partial differential equations{

∂ηi
∂t = − ∂ηi

∂x2
x1, i = 1, 2,

η3 = t.
(21)

Solving this system we obtain a transformation of the form
z1 = x1,

z2 = tx1 − x2,

z3 = t.

(22)

We perform the straightening diffeomorphism, then the system (20) in z-
coordinates takes the form

ż1 = 0, ż2 = 0, ṫ = 1.

Let us choose the vector field g(t) = (1, t, 0)T , then the resulting system

ż1 = u, ż2 = tu, ṫ = 1 (23)
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has full rank. Performing the inverse change of variables
x1 = z1,

x2 = tz1 − z2,

t = z3,

and dropping the trivial equation ṫ = 1 we get the system of full rank in the initial
coordinates {

ẋ1 = u,

ẋ2 = x1.
(24)

Thus, the vector field g is chosen as g = (1, 0)T , therefore, it is constant and in
particular does not depend on t.

Example 3. Consider the nonlinear system{
ẋ1 = x2

1,

ẋ2 = x2.
(25)

Let us construct a system of full rank in a neighborhood of the point where
f(x) = 0, i.e., x0 = 0. To this end, we supplement the system (25) with the
equation ṫ = 1 and get 

ẋ1 = x2
1,

ẋ2 = x2,

ṫ = 1.

(26)

A straightening diffeomorphism for the system (26) can be found from the followi-
ng system of partial differential equations{

∂ηi
∂t = −( ∂ηi∂x1

x2
1 + ∂ηi

∂x2
x2), i = 1, 2,

η3 = t,
(27)

then as a transformation z = η(x, t) we can take
z1 = x1

x1t+1 ,

z2 = x2e
−t,

z3 = t,

(28)

which is defined in a neighborhood of the origin. The system (26) in z-coordinates
has the form

ż1 = 0, ż2 = 0, ṫ = 1.

We choose the vector field g(t) = (1, t, 0)T and obtain the system of full rank in
z-coordinates

ż1 = u, ż2 = tu, ṫ = 1.
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Performing the inverse change of variables
x1 = z1

1−z1t ,

x2 = z2e
t,

t = z3,

(29)

and removing the trivial equation ṫ = 1 we obtain the system in x-coordinates{
ẋ1 = x2

1 + (x1t+ 1)2u,

ẋ2 = x2 + tetu,

which has full rank in a neighborhood of the point x0 = 0 where the vector field
f equals zero.
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1. Y. Kawano, Ü. Kotta, C.H. Moog. Any dynamical system is fully accessible
through one single actuator, and related problems, Intern. J. of Robust and
Nonlinear Control, – 2016. – 8. V.26. – P. 1748-1754.

2. V.I. Arnold. Ordinary differential equations. 1984. Nauka, Moscow, 272 p. (in
Russian).

3. G.M. Sklyar, K.V. Sklyar, S.Yu. Ignatovich. On the extension of the Korobov’s
class of linearizable triangular systems by nonlinear control systems of the class
C1, Syst. Control Lett., – 2005. – 11. V.54. – P. 1097-1108.

Андреєва Д.М., Iгнатович С.Ю. Про побудову неавтономних систем пов-
ного рангу з одним керуванням. У статтi розвинено метод конструювання
системи повного рангу, який було запропоновано в роботi [Y. Kawano, Ü. Kotta,
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буде повного рангу. У вищевказанiй роботi було показано, що таке g(x) iснує в око-
лi точки x, якщо f(x) 6= 0, та було запропоновано метод конструювання g(x). Як
основний iнструмент було застосовано теорему про випрямлення векторного поля;
фактично, випрямляючи векторне поле f(x), ми конструюємо лiнiйну керовану си-
стему. Проте, було розглянуто тiльки випадок дiйсно аналiтичних векторних полiв.
В данiй роботi ми розглядаємо два узагальнення. По-перше, ми вивчаємо дане пита-
ння для векторних полiв f(x) ∈ Ck, 1 ≤ k < ∞. Ми показуємо, що запропонований
метод можна застосувати, проте векторне поле g(x), взагалi кажучи, буде належа-
ти тiльки класу Ck−1. Ми наводимо приклад векторного поля f(x) ∈ C1, а саме,
f(x) = (0, 1/(1 + x1|x1|))T , для якого метод дає недиференцiйовне (хоча й неперерв-
не) векторне поле g(x). По-друге, ми розглядаємо випадок, коли f(x) обертається на
нуль, та описуємо метод конструювання векторного поля g(t, x), яке, взагалi кажучи,



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том88 (2018) 43
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Biological tissues and their artificial substitutes are composed by different fibers
and possess complex viscoelastic properties. Here the most popular 3-element
and 5-element rheological models of human soft tissues as viscoelastic bodies
are considered accounting for the time delay between the load and mechani-
cal respond of the material.The obtained data compared to the experimental
curves got on the vessel wall and heart tissues.
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Соловйова О.М., Кiзiлова Н.М.Математичне моделювання бiоактив-
ної артерiальної стiнки. Бiологiчнi тканини та їх штучнi замiнники
складаються з рiзних волокон i мають складнi в’язко-пружнi властивостi.
В роботi розглянутi найпопулярнiшi 3-елементнi та 5-елементнi реологiчнi
моделi м’яких тканин людини як в’язкопружнi тiла, що враховують за-
тримку часу мiж навантаженням та механiчним вiдгуком матерiалу. Отри-
манi данi порiвнювались з експериментальними кривими отриманними на
стiнкцi судин i тканинах серця.
Ключовi слова: активнi бiоматерiали; в’язкопружнi рiдини; реологiя; мате-
матичне моделювання.

Соловьева Е.Н., Кизилова Н.Н.Математическое моделирование био-
активной артериальной стенки. Биологические ткани и их искусствен-
ные заменители состоят из разных волокон и характеризуются сложными
вязкоупругими свойствами. В работе рассматриваются наиболее популяр-
ные 3-элементные и 5-элементные реологические модели мягких тканей
человека как вязкоупругих тел, учитывающие запаздывание во времени
между нагрузкой и механическим ответом материала. Полученные дан-
ные сравнивались с экспериментальными кривыми, полученными на стен-
ках кровеносных сосудов и тканях сердца.
Ключевые слова: активные биоматериалы; вязкоупругие жидкости; реоло-
гия; математическое моделирование.
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1. Introduction

Bioactive materials are biological tissues or artificial materials that can
perform a mechanical work at the expense of chemical reactions, conformational
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changes, micro- and mesostructure formation and remodeling [1]. Such materi-
als are abound in biological organisms like skeletal, smooth and cardiac muscles,
flagella and cilia in bacteria, cytoskeleton and molecular motors in the cells [2].
Recently novel artificial solid and liquid materials with complex chemical and
physical properties, reinforced by the micro- and nanofibers or other inclusi-
ons, porous materials with active reaction on the mechanical, chemical, electrical
stimuli have appeared [3]. The external signals evoke contraction of the fibers,
remodeling of the internal micro/mesostructure, produce phase transitions, fluid
flows, mass and heat redistribution and related physical phenomena [4]. During the
last years a novel concept of biological active fluids (BAF) has been elaborated
and developed [3, 5]. Initially concentrated suspensions of biological cells were
considered as active biofluids, but nowadays the artificial suspensions and emulsi-
ons of colloidal particles, fibers and other inclusions that are able to change their
shape, size or/and physical properties depending on the nature and amplitude of
the external signal have been designed and studies. BAFs are used in the microbi-
ological reactors for the chemical, pharmaceutical, energetic applications. They
are also promising compounds of modern microfluidic units, labs-on-a-chip, fuel
cells and other micro/nano technologies [3, 4, 5]. For instance, in the new version
of smart Apple watch ver.4 BAF is used for visualization of information taken
from the human body via the chemical/electrical skin signaling.

The first mathematical model of the active biological material was proposed
by A.Hill in the form of a hyperbolic relationship between the tension (or load)
F in the muscle and its active velocity of contraction v:

(F + a) (v + b) = (F0 + a) b,

where F0 is the maximum isomeric tension/load in the muscle, a and b are coeffi-
cients. It describes the 1D contraction in the term of the dissipation function
approach to the active muscular work [6].

The corresponding continual equation for 1D muscular tonus of blood vessels
has been postulated in the form [7].

τ1
∂σ

∂t
+ σ = Eε+ τ2

∂ε

∂t
+ λ, (1)

where σ and ε are stress and strain, τ1, τ2 are the relaxation times, λ is a control
parameter.

In the biological materials the control over the stress-strain relation is provided
by local concentrations of some chemicals (Ca, NO) released by special cells.
Therefore, the rheological equation (1) with the source term λ = λ (CCa, CNO, ...)
must be completed by the corresponding balance equations for the concentrations
{Cj}nj=1 [8].

A simple model for the active blood vessel with changing radius
R (< σ >,< p >), where < σ > and < σ > are the averaged shear stress and
pressure in the vessel postulated in the form

Ṙ (t) = f (R, σ (t− τ1) , p (t− τ2) , ...) (2)
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accounting for the delay in response of the corresponding stress and pressure
receptors in the vessel wall, and completed by the Poiseuille flow based equations
for the shear stress and pressure has been proposed in [9]. The solution was
sought in the form of small excitations R = R0 + R′, σ = σ0 + σ′, p = p0 + p′,
{R′, σ′, p′} = {Ra, σa, pa} eλt where the subscripts 0 and a relate to the steady
state and amplitudes. The stability condition Re (λ) < 0 led to some conditions
on the function f (R, ...) and its derivatives.

The model (1) has been generalized in [10, 11] for the nonlinear viscoelastic
Kelvin-Voigt body

τ2
dε

dt
+ ε = F (σ) + τ1

dσ

dt
+ Λ (C) (3)

where F (σ) is the passive law function, Λ (C) is the control function via the
concentration(s) of active chemical components.

In this paper a comparative study of the existing discrete rheological models
and their continual analogies with the experimental data is carried out in order
to conduct the identification of material parameters of the models on a minimal
set of experimental measurements. The loading and relaxation curves for those
models at the isometric, isotonic and oscillatory experiments have been studied in
[12, 13]. Since in the experiments with soft biological tissues the dynamical loads at
different extension rates are usually used, the corresponding mathematical models
are needed for the adequate treatment and analysis of the experimental data.

2. Rheological model without regard for the tima delay.

2.1. Three element model with one active element.

The model is represented (Fig.1 a) by two elastic spring elements correspondent
to the passive elastic behavior of the outer E1 and internal E2 collagen structures,
one viscous component µ, and the active element that produces immediate
mechanical response f = k1ε + k2ε̇ proportional to the local strain ε and strain
rate ε̇, ∗̇ ≡ d ∗ /dt. The model is a modified viscoelastic Zener model with
one active element. Passive Zener model is widely used for interpretation of the
experimental data obtained on single cells by atomic force microscopy or optical
tweezers [14, 15]. The rheological equation for the model is [13] :

(k2 + µ) σ̇ + (k1 + E2)σ = E1 (E2 + k1) ε+

(E1 (k2 + µ) + (E2 + k1)µ) ε̇+ µk2ε̈.

(4)

In the experiments with muscles a linear extension

ε (t) = kt (5)

with a constant extension rate ε̇ = k is applied. Then the resulting rheologi-
cal curves σ (t) can be obtained from (4) after substitution (5) with the initial
conditions

σ (t0) = σ0 (6)
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and compared to the experimental curves σexp (t) measured by the stress sensors.
Solution of (4)-(6) is

σ (t) = kµ+ E1kt+ (σ0 − kµ) exp

(
−E2 + k1

k2 + µ
t

)
. (7)

When the external strain (5) is applied until the stress

σ1 = σ (t1) (8)

at some t = t1 is reached and then the material got released, the relaxation curve
σrel (t) can be obtained from (4) at ε = 0 with initial condition (8) in the form

σrel (t) = σ1exp

(
−E2 + k1

k2 + µ
(t− t1)

)
. (9)

For the dynamical experiments with a linear growing stress σ (t) = k0 +kt applied
to the viscoelastic body, the corresponding solution of (4) with initial conditions

ε (t0) = 0, ε̇ (t0) = 0 (10)

is
ε (t) =

(E1k0 − µk)µk2

E2
1

(1− exp (−λ2t)) +
µkk2

E1
t+

C3 ((E1k0 − µk)µk2λ2 + µE1kk2)
(exp (−λ1t)− exp (−λ2t))

(λ1 − λ2)E2
1

,

(11)

where
λ1,2 =

1

2

(
±
√
A2 − 4B −A

)
, A =

(E2 + k1)µ+ (k2 + µ)E1

µk2
,

B =
E1 (E2 + k1)

µk2
.

The corresponding relaxation curve for the strain can be obtained from (4) in
the similar way and has the form

εrel (t) = ε1 +
λ1ε1 + ε̇1

λ1 − λ2
exp (−λ2t)−

λ2ε1 + ε̇1

λ1 − λ2
exp (−λ1t) , (12)

where ε1 = ε (t1), ε̇1 = ε̇ (t1), t1 is the time instant when the sample got released
from the load (σ = 0).

The stress relaxation curve (3) exhibits simple exponential decay with time,
while the strain relaxation demonstrates two-step dynamic with initial faster and
final slower decays that is more proper to the biological materials. For the constant
loads σ = σ∗ = const and ε = ε∗ = const the expressions (7),(9),(11),(12) give
the corresponding curves obtained in [13].

Dynamical experiments on the model (4) with a periodical load σ (t) = σ0e
iωt,

where ω is the frequency of the load produce the oscillations of strain in the form

ε = ε0e
i(ωt+ψ), (13)
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where ε0 = Aσ0, A and ψ are the amplitude and phase shift which are complex
functions of all the material parameters of the model. The expressions are not
presented here for brevity. The corresponding simpler expressions for the case
k1 = 0, k2 = 0 are given in [13].

Viscoelastic properties and active reaction of the material lead to the phase
shift between the applied load and produced strain oscillations. As it is known
from vast experimental literature, the shift is negligible in the healthy tissues and
noticeable in the case of pathologies connected with water accumulation in the
tissues (oedema) and the active respond of the material to the applied load and
its time dependent parameters [16].

a b
Fig. 1: Three element (a) and five element (b) rheological models with one active
element.

2.2. Five element model with one active element.
The more detailed five element rheological model (Fig.1b) of an active biologi-

cal material like muscles is described by the corresponding rheological equation
[13]

µk2σ̈ + ((k2 + µ)E3 + (E2 + k1)µ) σ̇ + E3 (k1 + E2)σ =

E1E3 (E2 + k1) ε+ (E1E3 (k2 + µ) + (E2 + k1) (E1 + E3)µ) ε̇+

µ (E1 + E3) k2ε̈,

(14)

where E1, E2, µ, k1, k2 have the same meaning as in (4), and E3 corresponds
to passive elastic tissues which are in a series connections with the contracting
muscle fibers. This model better explains the rheological behavior of the stresses,
over trained or diseased tissues. Normal circular muscles in mammals as well as
active contracting structures in insects and mollusks also have serial inclusions of
passive tissues [16].

The isotonic, isometric and oscillatory experiments with model (7) have been
studied in [12, 13]. Let us consider the linear extension in the form (5) applied to
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(14) with the same initial conditions (6); then to solution reads

σ (t) = C + E1kt+
σ̇0 + λ2 (σ0 − C)− E1k

λ2 − λ1
exp (−λ1t) +

C4
E1k − σ̇0 − λ1 (σ0 − C)

λ2 − λ1
exp (−λ2t) ,

(15)

where
σ0 = σ(0), σ̇0 = σ̇(0),

λ1,2 =
1

2

(
A±

√
A2 − 4B

)
, A =

((k2 + µ)E3 + (E2 + k1)µ)

µk2
,

B =
E3 (k1 + E2)

µk2
, C =

(E2 + k1)2 ((E1 + E3)E3 − E1E3k)

k2
.

For the linear growing stress σ (t) = k0 + kt the solution of (14) with initial
conditions (10) is

ε (t) = C +
k

E1
t+

k/E1 + λ2C

λ1 − λ2
exp (−λ1t)−

k/E1 + λ1C

λ1 − λ2
exp (−λ2t) , (16)

where
λ1,2 =

1

2

(
±
√
A2 − 4B −A

)
, A =

(E1E3 (k2 + µ) + (E2 + k1) (E1 + E3)µ)

µ (E1 + E3) k2
,

B =
E1E3 (E2 + k1)

µ (E1 + E3) k2
, C =

((k2 + µ)E3 + (E2 + k1)µ) k + E3 (k1 + E2) k0

E1E3 (E2 + k1)
.

The corresponding relaxation curves for the five element model can be also
written in the forms (9) and (12) accordingly. Despite the tree element model, the
five element one exhibits the two time relaxation processes for both stress and
strain relaxations that is more common for the biological tissues especially in the
pathological state [14, 15, 16].

Dynamical experiments with the model also produce a phase shift between
the applied oscillating load and the resulting oscillations of the measured strain
in the form of (13) with different more complex expressions for the amplitude A
and phase shift ψ.

3. Rheological models with time delay.

3.1. Three element model.
The active respond of the biological tissues is determined by reactions of the

corresponding receptors or mediated by chemical reactions [16]. This response
can come with some time delay or even two times in the case of different sensors;
therefore, the active delayed response (2) can be written in the form of the control
function

f (t) = k1ε (t− τ1) + k2ε̇ (t− τ2) , (17)

where τ1, τ2 are the delays for the strain and strain rate receptors.
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Then instead of (4) one can obtain the following rheological equation

µσ̇ (t) + E2σ (t) = E1E2ε (t) +

µ (E1 + E2) ε̇ (t) + µ (k1ε̇ (t− τ1) + k2ε̈ (t− τ2)) .

(18)

For the dynamical experiments with a linear growing stress the solution of the
resulting equation

µ (E1 + E2) ε̇ (t) + E1E2ε (t) + µk2ε̈ (t− τ2) + µk1ε̇ (t− τ1) =

µk + E2 (k0 + kt) .

(19)

can be found in the form

ε (t) = ε0e
−λt +

k

E1
t+

E1k0 − kµ
E2

1

(
1− e−λt

)
(20)

where ε0 = ε (t) and the constant λ is a solution of the transcendental equation
similar to [9]:

E1E2 = λµ (E1 + E2) + µk1λe
λτ1 − µk2λ

2eλτ2 (21)

For the dynamical experiments with oscillating external load
σ (t) = σ0e

iωt (18) gives the following non-uniform ODE with delay

µ (E1 + E2) ε̇ (t) + E1E2ε (t) + µ (k1ε̇ (t− τ1) + k2ε̈ (t− τ2)) =

σ0e
iωt (E2 + iωµ)

(22)

Solution of (22) can be found as a superposition of the oscillating and non-
oscillating terms

ε (t) = Aσ0

(
ei(ωt+ψ) − eiψ−λt

)
, (23)

where
A =

√
(E2f1 + ω2µf2)2 + ω2 (µf1 + E2f2)2, ψ = atan

(
ω (µf1 + E2f2)

E2f1 + ω2µf2

)
,

f1 = E1E2 − µk2ω
2cos (ωτ1) + ωµk1sin (ωτ2),

f2 = µ (E1 + E2) + ωµk2sin (ωτ1) + µk1cos (ωτ2), λ is the solution of the
transcendental equation E1E2 − λµ (E1 + E2) = µ

(
λk1e

−λτ1 − λ2k2e
−λτ2

)
.

3.2. Five element model.
For the five element model (Fig.1b) with delay instead of (13) one can obtain

the following rheological equation

µ (E1E2 + E1E3 + E2E3) ε̇+ E1E2E3ε+

E3µ (k1ε̇ (t− τ1) + k2ε̈ (t− τ2)) = E2E3 (k0 + kt) + µ (E2 + E3) k

(24)
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that has the solution in the form

ε (t) = ε0e
−λt +

k

E1
t+

E1E2k0 − µk (E2 + k1)

E2
1E2

(25)

where ε0 = ε (t) and the constant λ is a solution of the transcendental equation

E1E2E3 = µ (E1E2 + E1E3 + E2E3)λ+ E3µk1λe
λτ1 − E3µk2λ

2eλτ2 (26)

For the dynamical experiments with oscillating external load the correspondi-
ng solution of (24) is similar to (23).

4. Numerical results and discussions.
Numerical computations on (7), (9),(11),(12), (15), (16) have been carried

out with following model parameters: E1,2,3 = 105 − 108Pa, µ = 1 − 103 Pa · s,
τ1,2 = 10 − 50 s, k1 = 106 − 107Pa, k2 = 10 − 100 Pa · s. The results have been
plotted in the non-dimensional form using the characteristic values σ∗ = 104Pa,
t∗ = 5 min. The load was applied at 0 < t < 10 and then relaxed at t > 10.

Typical time dependencies of the measured non-dimensional stress over the
non-dimensional time σ (t) are presented in Fig.1 for the three-element (Fig.2a)
and five-element (Fig.2b) rheological models with one active element without
delay. In comparison to the isometric experiments [13] both models exhibit faster
dynamics of the stress growth due to the linear terms in (7),(15). The three-
element model has the only relaxation time λ−1 that is a complex combinati-
on of the model parameters. Therefore, identification of the parameters E1k
and µk can be carried out on the growing part of the σ (t) curve (Fig.2a) and
only the combinations of the parameters can be determined. Then the value
λ−1 = (k2 + µ) / (E2 + k1) can be identified on the relaxing part of the same curve.
Knowing the combinations E1k and µk, the values, the parameters E2, k1, k2 can
not be separately determined. As it was shown in [13] in the case of a passi-
ve model the oscillatory experiments give an opportunity to determine all the
material parameters separately. In the case of the active material with two more
unknown material parameters k1, k2 even the dynamical experiments will not
allow determination of all the parameters. In the case of biological materials some
additional chemical treatment changing elasticity of the fibers (i.e. E1, E2 or E3)
could be useful [14, 15] .

The five-element model demonstrates two-phase relaxation with different
relaxation times λ−1

1 , λ−1
2 that correspond to the bigger and smaller positive roots

of the related quadratic equation in (15). This is an essential feature of dynami-
cal behavior of complex viscoelastic materials even without any active response
[13]. Again, in the case of one active element the identification of the material
parameters is somehow complicated, because all the parameters are introduced in
the values λ−1

1 , λ−1
2 in certain combinations only. The dynamical experiments give

an opportunity for complete identification only for a passive five-element material
[13].
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a b
Fig. 2: The non-dimensional stress curves for the dynamical experiments (linear
load and relaxation) for the three-element (a) and five-element (b) models for
E1 = 106Pa, µ = 100 Pa · s, k1 = 106Pa, k2 = 100 Pa · s; the curves 1-3
correspond to E2 = 105; 5 · 105; 106Pa; the values for E3 has been computed to
get similar dynamics of the stress increase during the load period.

The influence of the time delay is illustrated by Fig.3a,b. Here the results of
experiments with load and relaxation at different load rates k=0.1;1.10 have been
computed. As it is known from biomechanics of soft tissues, the larger stresses and
elongations can be achieved at lower loading rates, both stress and strain rates
[17] . Similar dynamics is visible on the five-element models without (Fig.3a)
and with time delay (Fig.3b). When the delay is absent (passive material), the
changes from the load to relaxation are resented by sharp changes in the tangents
to the loading and relaxation curves (Fig.3a). The delay prolongs the ‘respond’
of the material after the transition from load to relaxation and the correspondent
transition is presented as a smooth line for all the strain rates applied (Fig.3b).
This smoothness is almost insignificant at short delays, and for visibility purposes
it has been taken quite large comparative to those detected in experiments with
active muscles [17].

An alternative representation of the rheological representation of the cycli-
ng loading-discharge experiments is usually presented by the stress-strain σ (ε) or
stress-strain rate σ (ε̇) curves [17]. The discharge curve is always located below the
corresponding load curve because of some energy dissipated during the deformati-
ons. Some sets of experimental data with aortic wall and muscles [17] have been
chosen for testing the studied 3-element and 5-element models. Due to different
amounts of elastin and collagen in the vessel wall and muscles, the σ (ε) curves
exhibit high elongation at lower loads when the actin fibers participate in the
deformation, followed by smaller elongation at higher loads when the more rigid
collagen fibers participate in the deformation (Fig.4a). The differences between
the corresponding load and discharge curves in each cycle of load are small because
of the high efficiency of the muscle work and negligible energy dissipation. Based
on the experimental data, the parameters of the 3-element and 5-element models
without delay have been identified by the least square method. As it is shown
by Fig.4a, the 3-element model when being well matched to the low loads does
not correspond to the dynamics at the high loads, for both models (without or
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with delay). The 5-element model better correspond to the experimental data.
The model without delay being well matched to the low loads, underestimate the
stress, while the model with delay is overestimate it.

a b
Fig. 3: The non-dimensional stress curves for the dynamical experiments for the
five-element model without (a) and with (b) delay; the material parameters are
the same as in Fig.2; the curves 1-3 correspond to k = 0.1; 1; 10.

In Fig.4b the load-relaxation curves computed on the rheological parameters
identified from the experimental curves (Fig.4a) on the 5-element models are
presented. The curves 1-3 correspond to the same strain rates k=0.1,1,10, while
the solid lines depict the model without delay while the thin lines shows the
relaxation curves for the 5-element model with delay. The last model shows again
the smoother dynamics, because at the beginning of the relaxation the delay in
the active respond influences the initial part of the relaxation curves. Moreover,
the models without/with delay again slightly over/underestimate the reaction of
the active material to both load and relaxation.

a b
Fig. 4: The dimensional experimental σ (ε) curves for the aortic wall (a) heart
tissues (b); the curves 1-3 correspond to the strain rates 0.1,1,10 s −1, the symbols
♣ and N correspond to 3-element models without and with delay, the symbols �
and • correspond to 5-element models without/with delay.
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Similar results have been obtained for the experimental data (Table 1)
measured on the heart tissues [18] . It was shown, a five-element rheological model
better corresponds to the experimental data than the standard three-element
model [18] . The model differs from one presented in (Fig.1b) by the second vi-
scous element (µ2) instead of the active element used in our model. It means,
the 5-element model in [18] corresponds to our 5-element model without delay
and k1 = 0 . The experimental data have been obtained on 10 samples of human
heart tissues and exhibit significant scatter. The identified values of the model
[18] parameters correspondent to our model are given in Table 1. The numerical
data correspond to the mean experimental values. The comparative study reveals
very good agreement between the experimental data measured on heart tissues
and our modeling results (Fig.4b).

Table 1: Averaged measurement data for the material parameters of the 5-element
rheological model [18] and our model presented in (Fig.1b); the Young modules
and viscosity are measured in MPa and Pa · s respectively.

Experimental data Computed data
ε E1 E2 E3 µ1 µ2 E1 E2 E3 µ1 µ2

0.1 0.92±
0.80

0.31±
0.25

0.28±
0.22

32.2±
23.8

18.4±
16.0

0.88 0.26 0.22 30.8 18.1

0.2 1.69±
1.40

0.49±
0.36

0.38±
0.27

55.8±
38.9

25.3±
19.0

1.67 0.46 0.31 54.6 24.9

0.3 2.50±
1.86

0.73±
0.51

0.58±
0.37

83.4±
58.6

37.5±
24.6

2.44 0.69 0.52 81.8 36.9

0.4 3.29±
2.11

0.97±
0.59

0.8±
0.44

109.9±
68.6

49.1±
26.1

3.25 0.93 0.74 108.4 48.5

0.5 4.07±
2.25

1.23±
0.71

1.11±
0.54

143.9±
94.8

65.0±
31.2

4.02 1.19 1.06 142.1 64.3

0.6 4.89±
2.40

1.44±
0.58

1.25±
0.53

165.3±
6.76

77.2±
3.04

4.83 1.40 1.21 163.9 76.3

5. Conclusions.
Based on different experimental data, it was shown the 5-element rheological

models better correspond to the experimental curves measured on soft viscoelastic
biological tissues during their mechanical load and relaxation. Nowadays the most
popular rheological models are 3-elemtns and 5-element passive models with 2(3)
elastic and 1(2) viscous elements accordingly. The more complex model with one
active element reacting additively on both strain and strain rate changes with two
different time delay was found perfectly corresponding to the experimental studies
on different viscoelastic samples. In the presented study the differences between
dynamical behavior of the 3 and 5-element rheological models without/with time
delay in the load/discharge experiments have been studied. It was shown, the time
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delay is essential to distinguish the realistic behavior of biological active (live)
tissues. The constitutive relations for 3-element and 5-element models without
and with delay were obtained and studied for the linear strain load experiments.
The obtained data were compared to the experimental curves measured on the
vessel wall and heart tissues. The better correspondence is detected for the 5-
element curve that exhibit two-time relaxation, and for the model with delay.
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CоловйоваО.М., КiзiловаН.М. Математичне моделювання бiоактивної арте-
рiальної стiнки. Бiологiчно активнi матерiали - це бiологiчнi тканини або штучнi
матерiали, якi можуть виконувати механiчну роботу за рахунок хiмiчних реакцiй,
конфiрмацiйних змiн, формування мiкро - та мезоструктури та реконструкцiї. Та-
ких матерiалiв багато у бiологiчних органiзмах, таких як скелетнi, гладкi та сер-
цевi м’язи, джгутики та вiї в бактерiях, цитоскелет i молекулярнi мотори в клiти-
нах.Бiологiчнi тканини та їх штучнi замiнники складаються з рiзних волокон i мають
складнi в’язко-пружнi властивостi. Вiдповiднiсть матерiальних параметрiв приро-
дних та iнженерних матерiалiв при рiзних режимах навантаження та релаксацiї має
важливе значення для їх успiшної та тривалої роботи. Перша математична модель
активного бiологiчного матерiалу була запропонована А. Хiллом у виглядi гiперболi-
чного зв’язку мiж напругою (або навантаженням) в м’язi та його активна швидкiсть
стиснення. В роботi розглянутi найпопулярнiшi 3-елементнi та 5-елементнi реологi-
чнi моделi м’яких тканин людини як в’язкопружнi тiла, що враховують затримку
часу мiж навантаженням та механiчним вiдгуком матерiалу. Затримка часу стосує-
ться лише активних (живих) бiологiчних матерiалiв. В роботi моделюється активний
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вiдгук як додаткова лiнiйна в’язко-еластична реакцiя на швидкiсть деформацiї та
деформацiї матерiалу. У бiологiчних тканинах такий вiдгук забезпечується рiзни-
ми датчиками i, таким чином, моделюється рiзними затримками часу. Отриманi та
дослiдженi рiвняння для 3-елементних та 5-елементних моделей без затримки i з за-
тримкою часу, та вивченi для лiнiйних деформацiй при експериментах. Вiдмiнностi
мiж моделями описуються в термiнах навантаження-релаксацiя кривих. Отриманi
данi порiвнювались з експериментальними кривими отриманними на стiнкцi судин
i тканинах серця. Краща вiдповiднiсть була отримана для 5-елементної кривої, яка
демонструє дворазову релаксацiю, i для моделi з затримкою.
Ключовi слова: активнi бiоматерiали; в’язкопружнi рiдини; математичне моделюва-
ння.

H.N. Solovyova, N.N.Kizilova. Mathematical modeling of bioactive arterial wall.
Bioactive materials are biological tissues or artificial materials that can perform a
mechanical work at the expense of chemical reactions, conformational changes, micro- and
mesostructure formation and remodeling. Such materials are abound in biological organi-
sms like skeletal, smooth and cardiac muscles, flagella and cilia in bacteria, cytoskeleton
and molecular motors in the cells. Biological tissues and their artificial substitutes are
composed by different fibers and possess complex viscoelastic properties. Correspondence
of the material parameters of natural and engineered materials at different loading regi-
mes and relaxation is essential for their successful and long time performance. The first
mathematical model of the active biological material was proposed by A.Hill in the form
of a hyperbolic relationship between the tension (or load)in the muscle and its acti-
ve velocity of contraction. Here the most popular 3-element and 5-element rheological
models of human soft tissues as viscoelastic bodies are considered accounting for the time
delay between the load and mechanical respond of the material. The time delay is only
proper to active (live) biological materials only. Here the active respond is modeled and
the additive linear viscoelastic reaction to the strain and strain rate of the material. In
the biological tissues such respond is provided by different sensors and, thus, is modeled
by distinct time delays. The constitutive relations for 3-element and 5-element models
without and with delay are obtained and studied for the linear strain applied experi-
ments. The differences between the models are described in terms the load-relaxation
curves. The obtained data compared to the experimental curves got on the vessel wall
and heart tissues. The better correspondence is detected for the 5-element curve that
exhibit two-time relaxation, and for the model with delay.
Keywords: active biomaterials; visoelastic fluids; mathematical modelling.
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В статье предлагается алгоритм решения двумерной начально-краевой
задачи, возникающей при численном моделировании быстро протекающих
процессов термодинамики, которые происходят в кассете из нескольких
тепловыделяющих элементов, а также в примыкающих к ней коллекторах.
Также представлены результаты некоторых вычислительных эксперимен-
тов, проведенных с помощью авторской программы ПЭВМ.
Ключевые слова: кассета тепловыделяющих элементов; распределитель-
ный и сборный коллекторы; гелиевый теплоноситель; турбулентные
течения; возвратные потоки; аварийная ситуация; траектории свободных
вихрей.

Жученко С. В. Чисельне моделювання термодинамiки ядерного
реактора на швидких нейтронах. У статтi пропонується алгоритм
розв’язання двомiрної початково-крайової задачi, що виникає при чи-
сельному моделюваннi швидко протiкаючих процесiв термодинамiки, якi
вiдбуваються в касетi з декiлькох тепловидiляючих елементiв, а також в
колекторах, що примикають до неї. Також представленi результати де-
яких обчислювальних експериментiв, проведених за допомогою авторської
програми ПЕВМ.
Ключовi слова: касета тепловидiляючих елементiв; розподiльний i збiрний
колектори; гелiєвий теплоносiй; турбулентнi течiї; поворотнi потоки;
аварiйна ситуацiя; траєкторiї вiльних вихорiв.

S. V. Zhuchenko. Numerical simulation of the thermodynamics of
a fast neutron reactor. The article offers an algorithm of solving two
dimensional initial-boundary value problem with computational modelling of
fast proceeding thermodynamical processes, that appears in the cassette that
consist of several fuel elements, and adjacent collectors. What is more there
are some results of computing experiments that were conducted by using
author’s PC program.
Keywords: cassette of fuel elements; distributive and collapsible collector;
helium coolant-moderator; turbulent flows; recurrent streams; emergency
situation; trajectories of free whirlwinds.
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1. Введение

В статье предлагается алгоритм совместного решения начально-краевой
задачи термодинамики в активной зоне ядерного реактора на быстрых ней-
тронах и в примыкающих к ней коллекторах. В качестве теплоносителя в ре-
акторе используется газ гелий. Ядерное топливо представлено в виде круглых
шариков диаметром 2–5 мм, которые засыпаются в активную зону реактора.
Эти шарики в дальнейшем будут называться микротвэлами, а активная зона
вместе с заполняющими её шариками будет называться тепловыделяющим
элементом или твэлом.

В статье рассматривается один вариант конструкции такого реактора,
в котором один твэл представляет собой кольцевую полость, образован-
ную двумя соосными круговыми цилиндрами. Оба основания этой кольцевой
области сделаны проницаемыми и через них с одной стороны из распредели-
тельного коллектора в твэл поступает холодный газ, а с другой —- нагретый
газ из твэла поступает в сборный коллектор.

На рис. 1 показаны осевое и поперечное сечение кассеты из нескольких
таких твэлов с коллекторами. В силу сложности течения газа в коллекто-
рах и в засыпке в предлагаемой математической модели всюду рассматри-
вается осреднённое течение теплоносителя. Предполагается, что осреднённое
течение всюду симметрично относительно общей оси цилиндров, образующих
кольцевую область, а, следовательно, осесимметрично, то есть двумерное. Во
второй главе рассматривается постановка задачи термодинамики и метод её
решения отдельно в каждом из твэлов и в коллекторах. В прежние годы ав-
тор уже рассматривал численные модели подобных реакторов [1] — [4], но
тогда поток теплоносителя в коллекторах предполагался одномерным, что
чрезмерно упрощало реально моделируемый физический процесс.
В третьей главе предлагается алгоритм совместного решения задачи для всей
кассеты.
В четвертой главе приводятся результаты вычислительных экспериментов,
которые получены с помощью программы ПЭВМ, составленной и отлаженной
автором для решения этой задачи. Уточняются некоторые особенности про-
граммы, обсуждаются вычислительные трудности, возникающие при отладке
программы, и предлагаются методы их преодоления.

2. Раздельное решение двумерных задач термодинамики в
ТВЭЛЕ и коллекторах

В данной главе для описания применяемой математической модели рассмо-
трим решение подобной задачи отдельно для одного твэла и отдельно в при-
мыкающих к нему распределительном и сборном коллекторах. На рис. 2 по-
казано аксиальное сечение такой конструкции. Течение в твэле и коллекто-
рах предполагается нестационарным. Задача состоит в определении распре-
деления осреднённых значений скоростей, плотности, температуры и энергии
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Рис. 1: Кассета из тепловыделяющих элементов

теплоносителя в твэле и коллекторах на всём этапе его нагрева от момента,
когда он холоден, до момента полного нагрева. В силу турбулентности потока
его течение не будет стационарным даже после полного нагрева теплоносите-
ля в твэлах, и от этого температура нагретого газа на выходе из такого твэла
будет постоянно меняться возле своего среднего значения.

2 a. Постановка задачи термодинамики в тепловыделяющем
элементе

Задачу по определению параметров теплоносителя в твэлах предлагается ре-
шать по методу решения нестационарной начально-краевой задачи. Для по-
лучения такой задачи аксиальное сечение твэла, как это показано на рис. 2,
разбивается на элементарные объёмы. После этого, по аналогии с методом
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«потоков» [5], в твэле для каждого элементарного объёма составляются ин-
тегральные соотношения, вытекающие из законов сохранения массы и полной
внутренней энергии:

∫
Ωi,j

∂ρ

∂τ
dΩ +

∫
Si,j

ρ(V , n)dS = 0, (1)

где
Si,j = S∗i,jεi,j — поверхность элементарного объема (с учетом просветно-

сти);
Ωi,j = Ω∗i,jεi,j — элементарный объем (с учетом пористости);
εi,j — просветность засыпки в узле (i, j). В статье предполагается, что

пористость равна просветности, хотя легко реализовать и другие варианты;
S∗i,j — поверхность элементарного объёма Ω∗i,j ;
τ — время;
n = (nz, nr) — вектор внешней нормали к поверхности Si,j ;
ρ — плотность теплоносителя;
V = (uz, vr) — вектор скорости.

Рис. 2: Пример разбиения аксиального сечения твэла на элементарные
объёмы, а также положение дискретных вихрей и контрольных точек в

коллекторах.
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Уравнение сохранения полной внутренней энергии:∫
Ωi,j

∂E

∂τ
dΩ+

∫
Si,j

E(V , n)dS =

∫
Si,j

λ(5T, n)dS−
∫
Si,j

P (V , n)dS+

∫
SMi,j

α(ΘM
i,j−T )dS,

(2)
где
E — полная внутренняя энергия теплоносителя;
P — давление теплоносителя;
λ — эффективная теплопроводность теплоносителя;
α— коэффициент теплопередачи на границе теплоноситель -— микротвэл;
ΘM
i,j — температура на поверхности микротвэла — представителя засыпки

в элементарном объёме Ωi,j ;
T — температура теплоносителя;
SMi,j — суммарная поверхность микротвэлов, расположенных в Ωi,j .
Кроме интегральных соотношений (1) и (2), на соответствующих границах

элементарного объёма составляются дифференциальные уравнения сохране-
ния вектора импульса количества движения ρV = (ρuz, ρvr):
— на поверхностях элементарного объёма, перпендикулярных оси 0Z цилин-
дров, образующих твэл (для компоненты ρuz)

∂ρuz
∂t

= −∂P
∂z
− F zi,juz|ρV |; (3)

— на цилиндрических поверхностях, перпендикулярных радиусу цилиндри-
ческой поверхности (для компоненты ρvr)

∂ρvr
∂t

= −∂P
∂r
− F ri,jvr|ρV |. (4)

Здесь F zi,j , F
r
i,j — коэффициенты объёмного сопротивления засыпки в элемен-

тарном объёме Ωi,j .
В уравнениях (3) и (4) отсутствуют конвективные и дисперсионные чле-

ны, поскольку, как показывают физические и вычислительные эксперимен-
ты, они пренебрежимо малы в сравнении с силами объёмного сопротивления
засыпки.

Наряду с уравнениями (1)–(4) в каждой элементарной ячейке Ωi,j рас-
сматриваются и одномерные уравнения теплового баланса, составленные для
элементарных объёмов в микротвэле — представителе шаровой засыпки:∫

Wk

CM
∂Θi,j

∂τ
dW =

∫
Sk

λM (5Θi,j , n)dS +

∫
Wk

QdW, (5)

где
Θi,j(r) — функция температуры в микротвеле;
CM — теплоёмкость материала микротвэлов;
λM — теплопроводность материала микротвэлов;
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Q — удельное тепловыделение материала микротвела;
Wk — сферические слои, на которые разбивается микротвэл концентри-

ческими сферами радиуса Rk = 4r ∗ k, (k = 1, 2, . . . , L);
Sk — площадь срединного сечения элементарного сферического слоя Wk.
Одномерное уравнение (5) возникает из предположения о сферической

симметрии тепловых процессов в шаровом микротвэле. Для замыкания си-
стемы (1)–(5) используются уравнение состояния идеального газа и выраже-
ние для полной внутренней энергии, соответственно:

P = ρ(Cp − Cv)T, (6)

E = ρCvT +
(ρuz)

2 + (ρvr)
2

2ρ
, (7)

где Cp — удельная теплоёмкость теплоносителя при постоянном давлении;
Cv — удельная теплоёмкость теплоносителя при постоянном объёме;
T — температура теплоносителя.
Интегральные соотношения в выражениях (1) и (2) приближаются по ме-

тоду прямоугольников. При этом, в соответствии с методом «потоков», зна-
чения переменных ρ и E на поверхности элементарного объёма Ωi,j ., то есть
в узлах (i + 1

2 , j), (i, j + 1
2) и т. д., определяются с помощью несимметри-

чных формул линейной экстраполяции второго порядка точности из узлов с
целыми индексами, например:

Ei+ 1
2
,j =

{
1.5Ei,j − 0.5Ei−1,j при (uz)i+ 1

2
, j ≥ 0;

1.5Ei+1,j − 0.5Ei+2,j при (uz)i+ 1
2
, j < 0.

(8)

Значения переменных P и T и их производных в тех же узлах определяются
с помощью симметричных формул линейной интерполяции второго порядка
точности, например:

Pi,j+ 1
2

= (Pi,j + Pi,j+1)/2, (9)(
∂T

∂z

)
i− 1

2
,j

= (Ti,j − Ti−1,j)/4z. (10)

В результате из уравнений (1) и (2) получается система конечно-разностных
уравнений для твэла:

ρn+1
i,j = ρni,j + 4τ

Ωi,j

[
(ρuzS

z)i− 1
2
,j − (ρuzS

z)i+ 1
2
,j +

+ (ρvrS
r)i,j− 1

2
− (ρvrS

r)i,j+ 1
2

]n
,

(11)

En+1
i,j = Eni,j + 4τ

Ωi,j

[
(EuzS

z)i− 1
2
,j − (EuzS

z)i+ 1
2
,j + (EvrS

r)i,j− 1
2
−

− (EvrS
r)i,j+ 1

2
+ (PuzS

z)i− 1
2
,j − (PuzS

z)i+ 1
2
,j + (PvrS

r)i,j− 1
2
−

− (PvrS
r)i,j+ 1

2
+λ
[(

∂T
∂z S

z
)
i+ 1

2
,j
−
(
∂T
∂z S

z
)
i− 1

2
,j

+
(
∂T
∂r S

r
)
i,j+ 1

2
−
(
∂T
∂r S

r
)
i,j− 1

2

]
+

+ α
(

ΘB
i,j − Ti,j

)
SMi,j

]
.

(12)
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Аппроксимация дифференциальных уравнений (3) и (4) приводит к системе
конечно-разностных уравнений:

(ρuz)
n+1
i+ 1

2
,j

= (ρuz)
n
i+ 1

2
,j

+4τ
[
(Pi,j − Pi+1,j)/4z − (F zzρ|V |uz)i+ 1

2
,j

]n
, (13)

(ρvr)
n+1
i,j+ 1

2

= (ρvr)
n
i,j+ 1

2

+4τ
[
(Pi,j − Pi,j+1)/4r − (F rrρ|V |vr)i,j+ 1

2

]n
. (14)

Уравнения теплового баланса, составленные для элементарных объёмов в ми-
кротвэлах в уравнении (5), приводят к конечно-разностным уравнениям:

(Θk
i,j)

n+1 = (Θk
i,j)

n + 4τ
CMk

{
1

4rWk

[
λM
k+ 1

2

(
Θk+1
i,j −Θk

i,j

)
Sk+ 1

2
−

−λM
k− 1

2

(
Θk
i,j −Θk−1

i,j

)
Sk− 1

2

]
+Qk

}n
.

(15)

Способ построения конечно-разностной схемы обеспечивает её консерватив-
ность по массовому расходу, по полной внутренней энергии теплоносителя и
тепловой энергии в микротвэлах.

2 b. Численное моделирование газодинамики коллекторов

Осевые сечения распределительного и сборного коллекторов представлены
на рис. 2. В этих коллекторах рассматривается осесимметричный поток не-
сжимаемого невязкого газа одной температуры. Распределение скоростей в
коллекторах предлагается определять по методу дискретных вихрей [6]. Со-
гласно этому методу все непроницаемые стенки в коллекторах и проницаемая
сетка, соединяющая коллектор с твэлом, заменяются непрерывными слоями
кольцевых вихрей. Поле скоростей, вызваное этими вихревыми слоями, удов-
летворяет уравнениям Эйлера для идеальной жидкости во всей области те-
чения теплоносителя. Напряжённость вихревых слоёв γ(z, r) определяется из
условия непроницаемости стенок коллектора, по заданному профилю скоро-
стей на сетке, а также из баланса расхода газа на входе и выходе из колле-
ктора. При решении нестационарной краевой задачи в коллекторах принима-
ется во внимание, что с течением времени вихревой слой с сетки увлекается
потоком теплоносителя внутрь области, и в результате течение здесь тоже
становится вихревым. Отрыв пограничного слоя на острой кромке колле-
ктора моделируется непрерывно сходящей оттуда по касательной линии ви-
хревой пеленой, тем самым выполняются требования гипотезы Чаплыгина–
Жуковского о конечных значениях скоростей и давления во всей области
течения.

Практическая реализация метода дискретных вихрей состоит в переходе
от непрерывного распределения параметров потока в пространстве и процес-
сов изменения во времени к дискретным [6].

Вихревой слой моделируется системой дискретных кольцевых вихрей. Не-
прерывный процесс изменения во времени граничных условий заменяется
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ступенчатым. Полагается, что граничные условия скачкообразно изменяются
в некоторые расчётные моменты времени t = 0, t1, . . . , tn, а в промежутках
между этими моментами остаются неизменными и равными значениям этих
величин в начальной точке каждого промежутка.

Вихри, расположенные на непроницаемой границе, моделируют как при-
соединённый, так и свободный вихревой слой, и их объединение называется
суммарным вихревым слоем. Дискретные вихри, моделирующие свободный
вихревой слой на сетке и вихревую пелену, сходящую с острого ребра, на-
зываются свободными. Вихри на границе размещаются на кольцевых линиях,
расположенных примерно на равном расстоянии друг от друга вдоль обра-
зующей, а контрольные точки — на линиях, расположенных между ними по
середине. При этом на всех изломах границы размещаются вихри.

На рис. 3 показан пример размещения дискретных вихрей и контрольных
точек в сборном коллекторе. Ближайший к острому ребруD свободный вихрь
и соответствующая ему контрольная точка располагаются на конусе, который
является касательным к границе в этом месте.

2 c. На примере сборного коллектора рассмотрим алгоритм
определения вектора потока скоростей по методу

дискретных вихрей.

Введём цилиндрические координаты 0zr (см. рис. 3) и перейдём к безразмер-
ным величинам циркуляции, скорости и координат:

g =
G

U0L0
, w =

2πV

U0
, v =

2πV L0

G
, z = Z/L0, r = R/L0. (16)

Здесь G,U0, L0 — величины интенсивности вихрей, скорости потока и линей-
ные размеры области, соответственно, принятые за единицу.
Отсюда видно, что используются безразмерные скорости двух типов w и v.
Между ними выполняется соотношение w = gv.

Рассмотрим кольцевой вихрь радиуса r1, расположенный в плоскости
z = z1. Осевую и радиальную составляющие безразмерной скорости, вызван-
ной этим вихрем в точке с координатами z0, r0, определяем по формулам [6]:

vz = −r1

2

2π∫
0

(r1 − r0 cos θ)dθ

[(z0 − z1)2 + r2
1 + r2

0 − 2r1r0 cos θ]
3
2

, (17)

vr = −(z0 − z1)r1

2

2π∫
0

(cos θ)dθ

[(z0 − z1)2 + r2
1 + r2

0 − 2r1r0 cos θ]
3
2

. (18)

Безразмерные скорости vz и vr могут быть выражены через полные эллипти-
ческие интегралы первого и второго рода K и E с модулем

k2 =
4r1r0

(z0 − z1)2 + (r0 − r1)2
. (19)
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Рис. 3: Распределение вихрей и контрольных точек на границе области в
сборном коллекторе

При этом

K =

π
2∫

0

dψ√
1− k2sinψ

, E =

π
2∫

0

√
1− k2sinψdψ. (20)

В результате выражения (17) и (18) приводятся к следующему виду:

vz(z0, r0, z1, r1) =
1√

)z0 − z1)2 + (r0 − r1)2

(
2− k2

1− k2
E − 2K − r1

r0

k2

1− k2
E

)
,

(21)

vr(z0, r0, z1, r1) = − (z0 − z1

r0

√
)z0 − z1)2 + (r0 − r1)2

(
2− k2

1− k2
E − 2K

)
. (22)

Система из вихрей интенсивности gi, радиуса ri и расположенные в области
течения в плоскостях z = zi (i = 1, 2, ...,M) в произвольной точке z0, r0

индуцируют вектор скорости w(z0, r0) = (wz, wr), определяемый по формуле:

w(z0, r0) =

M∑
i=1

gi(zi, ri)v(z0, r0, zi, ri). (23)

С помощью соотношения (23) выписываем выражения для нормальной со-
ставляющей вектора скорости во всех контрольных точках границы (zk, rk)
и приравниваем их к известным значениям этих величин wn = fn(zk, rk). На
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непроницаемой границе fn(zk, rk) = 0. На сетке AB они заданы по условиям
задачи и равны нормальным составляющим вектора скорости в контрольных
точках этой границы коллектора fn = f(rk), которые совпадают с текущи-
ми значениями скорости на выходе из твэла. В результате получаем (M − 1)
уравнений для определения M неизвестных значений циркуляции gi:∑M

i=1 gi[vz(zk, rk, zi, ri)nz(zk, rk) + vr(zk, rk, zi, ri)nr(zk, rk)] = fn(zk, rk),
k = 1, 2, ...,M − 1.

(24)
Недостающее уравнение получаем, выписывая уравнение баланса объёмного
расхода для сечений AB и EF , т. е. REF = RAB. Расход теплоносителя через
сечение AB определяется по известному из условия задачи распределению
нормальной составляющей вектора скорости на границе сборного коллектора
с твэлом. Расход через сечение EF определяется с помощью формулы (24).
Для этого выходную часть сборного коллектора на сечении EF разбиваем на
L кольцевых частей с площадями SEFj , j = 1, . . . , L. В результате имеем:

M∑
i=1

gi

L∑
j=1

vz(zj , rj , zi, ri)S
EF
j =

P2∑
k=P1

f(rk)S
AB
k . (25)

Здесь P1, P2 — номера первой и последней контрольной точки в сечении
AB (см. рис.3). Из системы линейных алгебраических уравнений (24)–(25)
определяем интенсивность вихрей gi, и после этого по формуле (23) можем
вычислить скорость потока в любой точке области течения, а, следовательно,
и скорость увлекаемых им свободных вихрей. Новые координаты свободно-
го вихря, расположенного в точке (zs, rs), определяем, интегрируя систему
обыкновенных дифференциальных уравнений в промежутке времени (τ0, τ1):

dzs
dτ

= wz(zs, rs),
drs
dτ

wr(zs, rs). (26)

Промежуток времени (τ0, τ1) выбираем с тем расчетом, чтобы смещение само-
го быстрого вихря в коллекторе не превышало расстояния между соседними
суммарными вихрями на непроницаемой границе.

В силу предположения об отсутствии дисперсии вихрей интенсивность
сошедших свободных вихрей остаётся неизменной во всё время решения.

На последующих шагах решения в уравнениях (24) и (25) дополнительно
присутствуют слагаемые и от свободных вихрей, сошедших в поток перед
этим (на предыдущих шагах). Циркуляция этих вихрей известна, поэтому эти
слагаемые переносят в правую часть уравнений и в результате уравнения (24)
и (25) преобразуются к виду, соответственно:∑M

i=1 gi[vz(zk, rk, zi, ri)nz(zk, rk) + vr(zk, rk, zi, ri)nr(zk, rk)] =

= fn(zk, rk)−
∑N

n=1 γz[vz(zk, rk, zn, rn)nz(zk, rk) + vr(zk, rk, zn, rn)nr(zk, rk)],
(k = 1, 2, ...,M − 1);

(27)
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M∑
i=1

gi

L∑
j=1

vz(zj , rj , zi, ri)S
EF
j =

=

P2∑
k=P1

f(rk)−
N∑
n=1

γn

L∑
j=1

vz(zj , rj , zn, rn)SEFj . (28)

Решив систему (27)–(28) относительно gi и модернизируя формулу (23), мо-
жно определить векторы скорости всех свободных вихрей. Для этого в фор-
мулу (23) добавляются слагаемые, отвечающие за свободные вихри, и в ре-
зультате для вихря с координатами (zs, rs) получаем вектор скорости по фор-
муле:

w(zs, rs) =

M∑
i=1

gi(zi, ri)v(zs, rs, zi, ri)+

+

N∑
n=1,n6=s

γn(zn, rn)v(zs, rs, zn, rn). (29)

После этого, интегрируя систему (26), находим смещение свободного вихря с
координатами (zs, rs) вместе с потоком.

Повторяя этот процесс, осуществляем численное моделирование нестаци-
онарного течения теплоносителя в сборном коллекторе в зоне каждого твэла.

2 d. Определение давления в сборном коллекторе

По известному распределению скоростей потока можно получить распреде-
ление давления в сборном коллекторе и тем самым определить величину его
гидродинамического сопротивления как в целом, так и на отдельных его учас-
тках. Для этого воспользуемся уравнениями Эйлера для осесимметричного
течения в цилиндрических координатах [7]:

∂wr
∂t

+ wr
∂wr
∂r

+ wz
∂wr
∂z

= −∂P
∂r

,

∂wz
∂t

+ wr
∂wz
∂r

+ wz
∂wz
∂z

= −∂P
∂z

.

(30)

Из уравнений (30) и уравнения неразрывности потока можно получить урав-
нение Пуассона для давления в цилиндрических координатах:

∂2P

∂r2
+

1

r

∂P

∂r
+
∂2P

∂z2
= −

[(
∂wr
∂r

)2

+ 2
∂wr
∂z

∂wz
∂r

+
(wr
r

)2
+

(
∂wz
∂z

)2
]
. (31)

Соотношения (30) определяют gradP и на границе области, поэтому вместе
с уравнением (31) являются задачей Неймана для давления в коллекторе.
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Однако в нашем случае краевое условие Неймана применять всюду не стоит.
На проницаемой границе EF , то есть на выходе из коллектора давление с
большой точностью можно считать постоянным и, поэтому считается, что
оно известно по условию задачи. Отсюда на отрезке границы EF задаётся
краевое условие Дирихле. Это обстоятельство служит мощным стабилизиру-
ющим эффектом и решение не «плывет», как это обычно случается в задачах
Неймана. Чтобы решить эту систему, к левой части уравнения (31) формаль-
но прибавляем нестационарный член ∂P

∂τ и в получившемся уравнении и в
уравнениях (30) переходим к конечным разностям. Получившуюся систему
нестационарных уравнений решаем по методу «классики» [8].

Аналогичным образом двумерная задача гидродинамики решается и в ра-
спределительном коллекторе.

3. Алгоритм совместного решения двумерной начально-краевой
задачи для кассеты из нескольких ТВЭЛОВ

При составлении алгоритма учитываем, что твэлы нумеруются здесь по пото-
ку теплоносителя, то есть первым считается твэл, который расположен ближе
всех ко входу в распределительный коллектор (см. рис. 1).

1. На начальном этапе теплоноситель в твэлах и коллекторах предпо-
лагается холодным. В каждом из твэлов задаётся начальное распределение
давления и скорости потока, а, следовательно, распределение плотности и
энергии.

2. Независимо друг от друга в твэлах по формулам (11)–(15) выполняе-
тся N эмпирически подобранных шагов итерации по времени. Среди вновь
полученных текущих значений параметров термодинамики в каждом твэле
выделяются значения скоростей теплоносителя на его входе и выходе.

3. Вычисление распределения скоростей теплоносителя проводится не во
всём коллекторе сразу, а по очереди отдельно в зонах, примыкающих к ка-
ждому твэлу, как на рис. 2. Для этого, используя полученные во 2-ом пун-
кте настоящего алгоритма распределения скоростей потока теплоносителя на
входе и выходе из твэлов, по формулам (24)–(25) в начальный момент време-
ни и по формулам (27)–(28) на последующих шагах итерации, определяется
интенсивность вихрей, а после этого по формуле (29) вычисляется распреде-
ление скоростей потока теплоносителя в коллекторах.

Однако, формулы (24)–(25) и (27)–(28) верны без изменений только для
кассеты из одного твэла. В кассете из нескольких твэлов в этих формулах
появляются дополнительные слагаемые. Эти слагаемые учитывают, что, на-
пример, в распределительном коллекторе теплоноситель, поступающий в зо-
ну каждого твэла, кроме последнего, используется не только для охлаждения
данного твэла, но также идет и на охлаждение всех последующих по потоку
твэлов.
Были попытки определять поле скорости сразу во всём распределительном
или сборном коллекторах, но это приводило к плохой сходимости, а иногда и
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расходимости итерационного процесса при определении распределения дав-
ления в них.

4. По полученному в пункте 3 распределению скоростей в коллекторах
для области каждого твэла решаются системы обыкновенных дифференци-
альных уравнений (26), по которым определяются смещения всех свободных
вихрей в коллекторе на интервале времени [τi, τi+1]. При этом, такой интер-
вал времени выбирается из расчёта, чтобы смещение самого быстрого вихря
не превышало расстояния между соседними вихрями на границе. На каждом
этапе таких шагов по времени в коллекторах может быть несколько. Коли-
чество шагов выбирается с таким расчетом, чтобы их суммарная длина была
равна суммарной длине интервалов по времени для итерационного процесса,
выполненного в твэлах на втором этапе итерационного процесса. Образова-
ние новых свободных вихрей внутри коллектора за счёт смещения свободных
вихрей на границе происходит не обязательно за один шаг итерации. Если
расстояние между образуемым свободным вихрем и его источником на гра-
нице меньше, чем расстояние между соседними вихрями на границе, то новый
свободный вихрь не образуется, а лишь запоминается его потенциальное сме-
щение. Эти потенциальные смещения каждого свободного вихря на границе
суммируются на последующих шагах до тех пор пока их суммарная длина
не превысит расстояние между соседними вихрями на границе. Лишь после
этого внутри коллектора образуется новый свободный вихрь.

Такая процедура вызвана тем, что если образовавшийся новый свободный
вихрь окажется очень близко от своего источника, то сингулярности в фор-
мулах (21), (22) могут привести к большим числам, а то и к переполнениям
в вычислительном процессе.
По этой же причине, когда два свободных вихря в коллекторе чрезмерно
сближаются, то они объединяются в один с суммарной интенсивностью. В
каждой зоне параметры свободных вихрей запоминаются отдельно и, когда
какой-либо вихрь переходит в зону, принадлежащую области другого твэла,
его параметры передаются туда.

5. По полученному в пункте 3 распределению скоростей в коллекторах
определяется распределение давления в них. Для этого используется метод
установления в нестационарном варианте формулы Пуассона (31). В каче-
стве краевых условий Дирихле на входе в распределительный и на выходе
из сборного коллекторов используются заданные по условию задачи значе-
ния давления в этих местах, а на других участках границы используются
традиционные условия Неймана, определяемые с помощью формул (30).

6. Полученные значения давления в коллекторах в зоне их контакта с
твэлами в дальнейшем используются во втором пункте настоящего алгори-
тма, где, как и прежде, они применяются в качестве краевых условий давле-
ния для твэлов. Причём надо отметить, что полученные только что давления
не сразу используются в качестве граничных значений давления для твэлов.
Значения давлений на границе твэлов во втором пункте настоящего алгори-
тма линейно изменяются за N шагов итерационного процесса от значений
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давления на предыдущем этапе к значениям, только что полученным в пун-
кте 5 данного алгоритма.

Многократно выполняемый итерационный процесс, описанный в пунктах
2—6, полностью решает начально-краевую задачу теплогазодинамики в кас-
сете из нескольких твэлов и моделирует режим нагревания теплоносителя.

4. Результаты вычислительных экспериментов

Вначале рассматривалась численная модель малогабаритного ядерного ре-
актора на быстрых нейтронах с одним твэлом, поперечное сечение которого
вместе с сечениями коллекторов показана на рис. 2. В экспериментальном
образце использовалось сечение с размерами: R0 = 18, R1 = 58, R2 = 70,
Hr0 = 10, Hr1 = 30, Hc0 = 40, Hc1 = 20, L=70 (мм). В вычислительных эк-
спериментах ставилась задача смоделировать режим термодинамики твэла и
прилегающих к нему коллекторов от момента, когда теплоноситель ещё хо-
лоден всюду, до момента, когда в сборном коллекторе он нагрет полностью.
В распределительный коллектор подавался холодный газ гелий при темпера-
туре 573 К и давлении 20.15 МПа, на выходе из сборного коллектора газ был
под давлением 19.75 МПа. Перепад давлений в течение всего эксперимента
полагался постоянным. Один из главных вопросов, на которые приходилось
отвечать — это эмпирический подбор количества N шагов итерационного
процесса в твэле, которые необходимо совершать на втором этапе алгоритма.
Понятно, что чем меньше таких шагов выполняется, тем точнее программа
будет моделировать реальный физический процесс, поскольку в реальности
связь между процессами в твэле и коллекторах постоянна. Однако при малом
количестве шагов сильно возрастает время счёта программы и, кроме того,
поскольку речь идёт об осреднённом течении, брать слишком малое число
шагов тоже не стоит.

В качестве примера был проведен счёт при числе шагов N = 5000.
На рис. 4 показаны графики зависимости массового расхода теплоносителя
(кГ/сек) от времени (сек) на входе в твэл и выходе из него. Пунктирная кри-
вая представляет расход на входе, а непрерывная —- на выходе из твэла. На
начальном этапе расчёта до времени t = 0.002 сек., когда свободных вихрей
в коллекторах ещё нет или их совсем немного, графики массового расхода
представлены достаточно гладкими кривыми. Ко времени t = 0.00235 сек. в
сборном коллекторе тоже всего 3 свободных вихря, но все они сошли с угла D
(см. рис. 2) и расположились таким образом, что течение в зоне сборного
коллектора от угла D до выхода из него сильно затруднено и, чтобы обеспе-
чить требуемый расход в сборном коллекторе, необходимо создать больший
градиент давления на этом участке коллектора. Поскольку на выходе из сбор-
ного коллектора по условию задачи давление постоянно и равно 19.75 МПа,
то за счёт такого большого градиента на границе сборного коллектора и твэла
может установиться давление большее, чем в твэле, и в результате течение
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Рис. 4: Графики изменения по времени массового расхода на входе и выходе
из твэла при R0 = 18мм.

теплоносителя на этой границе станет обратным. Это мы и наблюдаем на рис.
4, где ко времени t = 0.00235 сек. расход на границе сборного коллектора и
твэла кратковременно становится отрицательным. Из-за встречного течения
давление в твэле резко возрастает, поэтому за короткий промежуток времени
течение вновь возвращается к нормальному. На графике видно, что понача-
лу это давление возрастает даже чрезмерно и от этого кривая расхода на
графике после отрицательных значений расхода имеет резкий всплеск вверх.
Поскольку время обратного течения не продолжительно, это не приведёт к
заметному влиянию на температуру теплоносителя и поэтому это явление
нельзя пока считать аварийным. Влияние этих вихрей на распределение дав-
ления в сборном коллекторе хорошо видно на рис. 5. На нём изображено
два поперечных сечения твэла и коллекторов, покрытые областями тёмного
и белого цвета. Границы этих областей являются изобарами.

Первое сечение на рис. 5 отображает изобары в начале процесса, когда ви-
хрей ещё нет и течение теплоносителя однонаправленно. На втором сечении
представлены изобары в момент времени t = 0.00235 сек., когда течение за-
вихрено и изобары в выходной зоне сборного коллектора размещены гораздо
гуще, что говорит о большом градиенте давления здесь. На рис. 4 видно, что
подобные обратные течения возникают неоднократно не только в сборном, но
и в распределительном коллекторах и возникают они тоже за счёт свободных
вихрей, сходящих с острого угла там. На рис. 4 видно, что обратное течение
там возникает гораздо позже лишь на t = 0.0067 сек. и вызвано это тем, что
в нашем примере скорость теплоносителя в распределительном коллекторе
меньше, чем в сборном. Подобные обратные течения возникают неоднокра-
тно, а начиная с 0.0065 сек. всё чаще и чаще и в конце концов к 0.0095 сек.
поток теплоносителя становится практически возвратно-поступательным и
вскоре итерационный процесс становится расходящимся.
Этот эксперимент и множество других подобных привел к мысли, что коли-
чество N шагов итерационного процесса во 2-м пункте алгоритма не должен
быть постоянным во всё время решения задачи, а должен меняться в зави-
симости от динамики изменения расхода теплоносителя в твэлах кассеты.
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Рис. 5: Изобары в коллекторах и твэле при незавихрённом и завихрённом
течениях.

Для этого изначально задаётся некоторое текущее, а оно же и максимальное
количество шагов N = Ntek = Nmax итерационного процесса во 2-м пункте
алгоритма. После этого в ходе итерационного процесса на входе и выходе
из всех твэлов кассеты каждые несколько шагов вычисляются относитель-
ные величины изменения массового расхода теплоносителя с момента начала
итерационного процесса. Если после таких вычислений, хотя бы в одном из
твэлов кассеты на входе или выходе относительное изменение расхода пре-
высит некоторое, подобранное экспериментально, малое число ε, итерацион-
ный процесс в твэлах прекращается и вычисления передаются в 3-й пункт
алгоритма. Значение N , при котором прервался итерационный процесс во 2-м
пункте алгоритма, в дальнейшем полагается текущим (Ntek). Впоследствии,
если в этом пункте алгоритма итерационный процесс пройдёт, не прерываясь,
до Ntek и относительные изменения массового расхода во всех твэлах окажу-
тся меньше некоторого εmin, то в дальнейших вычислениях Ntek удваивается
при условии, что получившееся значение не станет больше Nmax, заданного
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в исходных условиях.
При такой модернизации алгоритма любое заметное изменение сопротив-

ления потоку теплоносителя в каком-либо из коллекторов приводит к заме-
тному изменению расхода в соответствующем твэле. В результате итерацион-
ный процесс в твэлах прекращается и программа вычисляет распределение
скоростей и давления теплоносителя в коллекторах. Такая программа то-
чнее моделирует реальный процесс, где связь между твэлами и коллектора-
ми происходит непрерывно. После такой модернизации прежние вычисления
удалось провести успешно. На рис. 6 графики массового расхода тоже имеют
моменты обратных течений, но их гораздо меньше

Рис. 6: График изменения по времени массового расхода на входе и выходе
из твэла при R0 = 18 мм.

Рис. 7: График изменения температуры по времени в сборном коллекторе.

и, хотя кривые расхода негладкие, что объяснимо для турбулентного про-
цесса, итерационный процесс проходит устойчиво, температура газа в сбор-
ном коллекторе на рис. 7 монотонно растёт до t = 0.06 сек. процесса, а после
этого непрерывно меняется возле своего среднего значения до t = 0.16 сек.

На рис. 8 представлены два поперечных сечения твэла и коллекторов. На
первом сечении изображены изобары, а на втором — траектории вихрей в
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конце решения, то есть на 0.15 сек итерационного процесса. К этому моменту
времени в построении решения участвуют 406 свободных вихрей в сборном и
35 — в распределительном коллекторах, но на рисунке показаны траектории
только первых 50-ти свободных вихрей в сборном коллекторе и 20-ти в ра-
спределительном. Траектории остальных вихрей не показаны, чтобы они не
сливались в одно чёрное пятно.

Рис. 8: Распределение изобар в твэле и коллекторах и траекторий
свободных вихрей в коллекторах.

В дальнейшем проводились вычислительные эксперименты для кассет из
2-х подобных твэлов. Перепад давления в кассете остаётся таким же, как в
прошлом вычислительном эксперименте. В результате, если прежде на выхо-
де из сборного коллектора нагретый газ имел скорость 5–6 м/сек, то теперь
его скорость возросла вдвое и при этом к 0.15 сек в сборном коллекторе в
окрестности первого твэла сформировалось 300 свободных вихрей, а в окре-
стности второго, то есть на выходе из сборного коллектора, уже 500 сво-
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бодных вихрей. Столь высокая турбулентность потока (и это при давлении
20 МПа) является причиной нерегулярности течения в сборном коллекторе.
Большой градиент давления, который может возникать из-за этих вихрей,
приводит к наибольшему давлению именно на выходе из первого твэла, по-
тому что он расположен дальше всего от выхода из сборного коллектора. На
рис. 9 для этой кассеты представлены графики массового расхода теплоно-
сителя на входе и выходе из первого (верхний график) и второго (нижний
график) твэлов, соответственно. С течением времени расход, особенно на вхо-
де и выходе из первого твэла, меняется крайне нерегулярно, да и обратные
течения возникают, в основном, только в первом твэле. Именно из-за этого
по-разному меняется температура на выходе из твэлов. На рис. 10 видно, что
до времени 0.04 сек температура теплоносителя на выходе из твэлов растёт
одинаково, но к 0.05 сек рост температуры на выходе из второго твэла пре-
кращается, и она после этого слабо меняется возле своего среднего значения
( 1028 К), а на выходе из первого твэла температура теплоносителя до 0.16
сек монотонно растёт до температуры 1370 К.

Рис. 9: График изменения по времени массового расхода на входе и выходе
из кассеты из двух твэлов при R0 = 18мм.

На рис. 11 изображены сечения кассеты с изобарами и траекториями сво-
бодных вихрей. На первом сечении (рис. 11a) изобары в самом начале про-
цесса, когда свободных вихрей ещё мало и градиенты давления в сборном
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Рис. 10: График изменения температуры по времени в сборном коллекторе
кассеты из двух твэлов.

коллекторе невелики. На рис. 11b и рис. 11d показаны градиенты давления
на 0.04 и 0.1 сек с начала процесса, соответственно. Траектории свободных
вихрей, изображенные на рис. 11c и особенно на рис. 11e, занимают много
места в сборном коллекторе, что говорит о большой турбулентности тече-
ния в этой области. Это подтверждает и наличие здесь густой сети изобар.
Столь различная температура нагрева теплоносителя в твэлах кассеты и не-
регулярный массовый расход теплоносителя в первом твэле вряд ли можно
назвать удовлетворительным и, хотя итерационный процесс был всё время
сходящимся, его точнее назвать предаварийным. Эти опасения подтвердили
вычислительные эксперименты для кассеты, составленной из трёх твэлов та-
ких же размеров. Скорость теплоносителя на выходе из сборного коллектора
здесь достигала 18 м/сек и, когда температура теплоносителя к 0.05 сек про-
цесса превысила 1000 К, в сборном коллекторе в окрестности первого твэла
образовалась зона повышенного давления, превышающая величину давления
на входе в распределительный коллектор, и в результате возвратное течение
в первом твэле и коллекторах привело к расходящемуся итерационному про-
цессу при определении распределения давления в сборном коллекторе.

Чтобы уменьшить скорости теплоносителя в кассете, при её создании
было решено использовать твэлы других размеров. Для этого толщина за-
сыпки была сокращена с 70 мм до 50 мм, а радиусы приняты размеров
R0 = 28, R1 = 68 и R2 = 90 мм, соответственно. В результате объём ша-
ровой засыпки в твэле, а, следовательно, и мощность реактора практически
не уменьшились; а для получения подобных значений температуры нагре-
того газа в сборном коллекторе перепад давления в кассете уменьшается и
принимается равным 20.15 МПа — 20.0 МПа вместо прежних 20.15 МПа —
19.75 МПа. Таким образом, давление на входе в распределительный колле-
ктор осталось прежним: 20.15 МПа. Другие размеры коллекторов, кроме ра-
диусов R0, R1, R2, остались прежними.
В результате таких геометрических изменений удалось провести успешные
эксперименты даже для кассеты из четырёх подобных твэлов. Как видно
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Рис. 11: Изобары и траектории вихрей в кассете из 2 твэлов при R0 = 18мм.

на рис. 12 массовый расход представляют более регулярные кривые, хотя
обратные течения, особенно на первом твэле (верхний график), возникают
и здесь. На этих рисунках особенно хорошо заметно, что с начала итераци-
онного процесса и до 0.04 сек массовый расход теплоносителя на выходе из
всех твэлов в кассетах больше, чем на входе в них. Объясняется это явление
тем, что именно на этом интервале времени в твэлах происходит активный
рост температуры теплоносителя, и газ в результате расширяется. Впрочем,
это явление также можно заметить и на рис. 4, 6 и 9. Графики температу-
ры в сборном коллекторе на его границах с твэлами тоже представлены на
рис. 12 (нижний график) и из них видно, что они идут более тесным пучком,
чем на рис. 10 и значения средних температур, возле которых изменяются
их кривые, по очереди равны 1125, 1060, 1104 и 1114 К, соответственно.
На рис. 13 изображены изобары и траектории свободных вихрей в кассете из
4 твэлов на 0.036, 0.1 и 0.18 сек итерационного процесса, соответственно. С
увеличением числа твэлов в кассете растет количество свободных вихрей в
сборном коллекторе. Со временем большинство из низ окажется на выходе из
сборного коллектора. Если отслеживать, как ранее, траектории 50-ти свобо-
ных вихрей, то на рисунке они образуют сплошное черное пятно. Поэтому на
рис. 13 отражены траектории лишь первых 15-ти свободных вихрей, которые
образуются в сборном коллекторе в окрестности каждого твэла.

В используемой вычислительной модели поток теплоносителя в распре-
делительном коллекторе возмущён не сильно, поскольку в окрестности ка-
ждого твэла свободные вихри сходят только с одного острого угла. От этого
изобары, особенно в кольцевой части коллектора, размещены однородно и
со временем в основном меняется только их густота. Возвратные течения на
границе распределительного коллектора и твэла в основном возникают син-
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Рис. 12: Зависимость от времени массового расхода в твэлах и температуры
в сборном коллекторе для кассеты из четырёх твэлов при R0 = 28 мм.

хронно с подобными течениями на границе сборного коллектора с твэлом; и
причиной их появления, очевидно, являются турбулентные явления в сбор-
ном коллекторе.

И лишь в отдельные моменты времени обратные течения в рапредели-
тельном коллекторе возникают за счет турбулентных течений в них. В таких
случаях обратные течения в распределительном коллекторе мало влияют на
течения в сборном коллекторе, где оно в это время происходит в правильном
направлении.

В этом случае можно уверенно считать, что причиной возвратного тече-
ния на границе распределительного коллектора и твэла являются турбулен-
тные течения в распределительном коллекторе. Например, на рис. 12 можно
отметить несколько таких моментов. Однако основной причиной возвратных
течений в кассете, очевидно, является турбулентное течение в сборном кол-
лекторе и особенно на выходе из него, где свободных вихрей больше всего и
особенно велика скорость нагретого газа. Так, в кассете из 4-х твэлов на 0.18
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Рис.13: Изобары и траектории вихрей в кассете из 4 твэлов при R0 = 28 мм.

сек итерационного процесса в сборном коллекторе в зонах 1, 2, 3 и 4 твэлов
в построении решения принимают участие 436, 587, 872 и 931 свободных ви-
хрей, а в цилиндрических частях этих зон средняя скорость теплоносителя
соответственно равнялась 1.86, 3.85, 5.83, 7.79 м/сек. Инерционные свойства
потока при давлении газа 20 МПа и таких скоростях, особенно на выходе их
сборного коллектора, весьма велики.

Теперь несколько слов о распределении давления теплоносителя в твэлах
для всех рассмотренных в статье кассет. Изобары этого давления показа-
ны на рис. 8, 11 и 13. На всех этих рисунках видно, что наилучшим обра-
зом давление устанавливается в первом твэле каждой кассеты. Именно там
изобары размещены перпендикулярно основному направлению течения те-
плоносителя в твэле, то есть перпендикулярно цилиндрической оси кассеты.
Отсюда понятно, что и осреднённое течение теплоносителя в этих твэлах с
большой точностью совпадает с основным. В других твэлах распределение
давления теплоносителя сильно отличается от идеального и особенно в зоне
их границы со сборным коллектором. Вдоль этой границы давление в сбор-
ном коллекторе сильно меняется, а это искажает распределение давления в
твэле. Но поскольку течение в коллекторах турбулентное, то распределение
давления в коллекторах постоянно меняется, от этого давление меняется и в
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твэлах, что постоянно изменяет направление и величину поперечного осре-
днённого течения в твэлах, и от этого распределение температуры на выходе
из твэлов, видимо, немного выравнивается. Однако неравномерность нагрева
теплоносителя на выходе из этих твэлов по радиусу, то есть по поперечному
сечению, имеет место. Так для 0.018 сек процесса в кассете из 4-х твэлов если
на выходе из первого твэла эта разница нагрева теплоносителя по радиусу не
превышает 5 градусов, то на выходе из 4-го твэла в тупиковой зоне сборного
коллектора (на рис. 3 это в окрестности точки B) температура теплоноси-
теля равняется 1078 К, а затем (с уменьшением поперечного радиуса твэла)
температура монотонно растёт до 1224 К при радиусе равном R0 (на рис. 3
это в окрестности точки A).

5. Выводы

В статье проводится численное моделирование быстро протекающих про-
цессов термодинамики, возникающих в активной зоне и примыкающих к ней
коллекторах ядерного реактора на быстрых нейтронах. В частности, предла-
гается алгоритм решения возникающей начально-краевой задачи, а также
составлена и отлажена программа ПЭВМ и проведены вычислительные эк-
сперименты. Вычислительные эксперименты показали большую зависимость
распределения давления, а с ним и коэффициентов сопротивления от степени
завихрённости газового потока в коллекторах. Особенно велика эта завихрён-
ность, то есть турбулентность потока на выходе, из сборного коллектора, где
образуется наибольшая скорость нагретого теплоносителя и куда устремля-
ются все свободные вихри возникшие в коллекторе. Именно из-за турбулен-
тности потока, прежде всего в этой зоне, случайным образом меняется сопро-
тивление потоку. В результате расход теплоносителя меняется не регулярно,
а иногда возникают и обратные течения, которые в крайних случаях могут
являться причинами аварийных ситуаций. Отсюда главной задачей, возника-
ющей при проектировании таких конструкций, является минимизация скоро-
сти потока теплоносителя в выходной зоне сборного коллектора. Это требо-
вание подтверждается результатами вычислительных экспериментов. Про-
веденные вычислительные эксперименты также показали большое влияние
геометрических размеров твэлов на регулярность моделируемых процессов.
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ЖученкоC.В. Чисельне моделювання термодинамiки ядерного реактора
на швидких нейтронах. У статтi проводиться чисельне моделювання термодина-
мiки ядерних реакторiв на швидких нейтронах з гелiєвим теплоносiєм i замкнутим
паливним циклом (GFR). У рамках Мiжнародного форуму реактори подiбного типу
вiдносяться до 4-го поколiнню GIF - IV (Generation IV International Forum). Вико-
ристання гелiю як теплоносiя в реакторах подiбного типу дуже перспективно, але
зв’язано з великими труднощами, якi виникають при реалiзацiї такого проекту, i
тому нинi на практицi створенi лише дослiднi зразки подiбних реакторiв. Автором
розглядаються реактори однiєї конструкцiї, для яких видається спосiб чисельного
моделювання швидко протiкаючих процесiв термодинамiки, що виникають в касетi
з декiлькох тепловидiляючих елементiв, а також в колекторах, що примикають до
неї. У статтi пропонується алгоритм рiшення виникаючої початково-крайової задачi,
а також наводяться результати обчислювальних експериментiв, якi отриманi за до-
помогою програми ПЕВМ складеною i вiдлагодженою автором для вирiшення цього
завдання. Уточнюються деякi особливостi програми, обговорюються обчислювальнi
труднощi програми, що виникають при вiдладцi, i пропонуються методи їх подола-
ння.
Ключовi слова: касета тепловидiляючих елементiв; розподiльний i збiрний колекто-
ра; гелiєвий теплоносiй; турбулентнi течiї; поворотнi потоки; аварiйна ситуацiя; тра-
єкторiї вiльних вихорiв.

S.V. Zhuchenko.Numerical simulation of the thermodynamics of a fast neutron
reactor. The article deals with one reactors design, which, under the International
Forum, are attributed to the 4th generation of the GIF-IV (Generation IV International
Forum) of fast neutron reactors with a helium coolant and a closed fuel cycle (GFR).
Although the use of helium as a coolant in reactors of this type and has great advantages
in comparison with other coolants, for example, CO2 gas, however, due to the great di-
fficulties encountered in the implementation of such a project, only prototypes of similar
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reactors are currently implemented. Due to the complexity of gas flow in the collectors
and backfill, the averaged flow of the coolant is considered throughout the proposed
mathematical model. It is assumed that the averaged flow is symmetric everywhere relati-
ve to the common axis of the cylinders forming the annular domain, and, consequently,
is axisymmetric, that is, two-dimensional. One such annular cylindrical cavity will be
called a fuel element. The mathematical model of a cassette of several such fuel elements
connected by common distributed and gathering collectors is considered in the article.
The algorithm for solving the arising non-stationary initial-boundary value problem is
proposed in the article, as well as the results of some computational experiments that
are obtained using the PC program, compiled and debugged by the author of the article.
The experiments were carried out both for one fuel element, and for cassettes of 2, 3 and
4 fuel elements. The algorithm for solving the arising non-stationary initial-boundary
value problem is proposed in the article, as well as the results of some computational
experiments that are obtained using the PC program, compiled and debugged by the
author of the article.
Keywords: cassette of fuel elements; distributive and collapsible collector; helium coolant-
moderator; turbulent ows; recurrent streams; emergency situation; trajectories of free
whirlwinds.
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