


   ISSN 22215646 (Print) 

ISSN 25234641 (Online) 

  Міністерство освіти і науки України   
    
      

 ВІСНИК 
Харківського національного 

університету  імені В. Н. Каразіна 
 

Серія  
«Математика,  прикладна математика і механіка» 

 
Серія започаткована 1965 р. 

 

Том 103 

  
 

Visnyk of V. N. Karazin Kharkiv National University 
 Ser. “Mathematics, Applied Mathematics and Mechanics” 

Vol. 103 
                                        

Харків 

2026 

 



До Вiснику включено статтi з математичного аналiзу, математичної фiзики, диференцiальних рiв-
нянь, математичної теорiї керування та механiки, якi мiстять новi теоретичнi результати у зазна-
чених галузях i мають прикладне значення. УДК 51+531/534](062.552).
Засновник журналу Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна, Харкiв, Україна.
Рiк заснування 1965. Перiодичнiсть виходу 2 рази на рiк.
Для викладачiв, наукових працiвникiв, аспiрантiв, працюючих у вiдповiдних або сумiжних сферах.

Вiсник є фаховим виданням у галузi фiзико-математичних наук, категорiя «Б» за спецiаль-
ностями 111 - Математика та 113 - Прикладна математика (Наказ МОН України №1643
вiд 28.12.2019 р.).
Затверджено до друку рiшенням Вченої ради Харкiвського нацiонального унiверситету
iменi В. Н. Каразiна (протокол №9 вiд 25 травня 2026 р.).

Головний редактор: КоробовВ.I. – д-рф.-м. наук, проф.,ХНУ iменiВ.Н.Каразiна,

Україна

Члени редакцiйної колегiї:

Когут П.I.—д-р ф.-м. наук, проф., Днiпровський нацiональний унiверситет

iменi Олеся Гончара, м.Днiпро, Україна

Рeзуненко O.В.—д-р ф.-м. наук, доц., ХНУ iменi В.Н. Каразiна, Україна

Фаворов С.Ю.–д-р ф.-м. наук, проф., ХНУ iменi В.Н. Каразiна, Україна

Чуйко С.М.—д-р ф.-м. наук, проф., Iнститут прикладної математики i

механiки НАН України, м.Слов’янськ, Україна

Шепельский Д.Г.—д-р ф.-м. наук, проф., ФТIНТ НАН України та

ХНУ iменi В.Н. Каразiна, Україна

Домбровський А.—д-р ф.-м. наук, проф., Унiверситет Щецина, Польща

Кадець В.М.—д-р ф.-м. наук, проф., Технологiчний iнститут Холона, Iзраель

Корбич Йозеф—д-р ф.-м. наук, проф., чл.-кор.ПАН, Унiверситет Зiелона Гора,Польща

Нгуєн Хоа Шон—д-р ф.-м. наук, проф., Академiя наук та технологiї В’єтнама,

Iнститут математики, Ханой, В’єтнам

Скляр Г.М.—д-р ф.-м. наук, проф., Захiднопоморський технологiчний унiверситет,

Щецин, Польща

Вiдповiдальний секретар – Рeзуненко O.В., д-р ф.-м. наук

ХНУ iменi В.Н. Каразiна, Україна

Адреса редакцiйної колегiї: 61022, Харкiв, майдан Свободи, 4, ХНУ iменi В.Н. Каразiна,
ф-т математики i iнформатики, к. 7-27, т. 7075240, e-mail: vestnik-khnu@ukr.net
Iнтернет:http://vestnik-math.univer.kharkov.ua; http://periodicals.karazin.ua/mech –math

Статтi пройшли внутрiшнє та зовнiшнє рецензування.
Iдентифiкатор медiа у Реєстрi суб’єктiв у сферi медiа: R30-04455 (Рiшення № 1538
вiд 09.05.2024 р. Нацiональної ради України з питань телебачення i радiомовлення.
Протокол № 15).

©Харкiвський нацiональний унiверситет
iменi В. Н. Каразiна, оформлення, 2026

http://vestnik-math.univer.kharkov.ua/
http://periodicals.karazin.ua/mech_math


The journal includes articles on mathematical analysis, mathematical physics, differential equations,
mathematical control theory and mechanics, which contain new theoretical results in the indicated fields
and have applied significance. UDC 51+531/534](062.552).
The founder of the Journal is V. N. Karazin Kharkiv National University, Kharkiv, Ukraine.
Year of foundation 1965. The journal is published twice a year.
For Professors, researchers, postgraduate students working in the relevant or related fields.

The journal is a professional publication in the field of physical and mathemati-
cal sciences, category «B» in specialties 111 - Mathematics and 113 - Applied
Mathematics (Order of the Ministry of Education and Science of Ukraine No. 1643
dated 28 Decenber 2019).
Approved for publication by the decision of the Academic Council of V. N. Karazin Kharkiv National

University (protocol No. 9 of May 25, 2026).

Editor-in-Chief – V.I. Korobov–Dr. Sci., Prof., V.N. Karazin Kharkiv National University,

Ukraine

Associate Editors:

S.M. Chujko–Dr. Sci., Prof., Donbas State Pedagogical University, Ukraine

Andrzej Dabrowski–Dr. Sci., Prof., University of Szczecin, Poland

S.Yu. Favorov–Dr. Sci., Prof., V.N. Karazin Kharkiv National University, Ukraine

V.M. Kadets–Dr. Sci., Prof., Holon Institute of Technology, Israel

P.I. Kogut–Dr. Sci., Prof., Oles Honchar Dnipro National University, Ukraine

Jozef Korbicz–Dr. Sci., Prof., corresponding member of РAS,University of ZielonaGora,Poland

A.V. Rezounenko–Dr. Sci., Prof., V.N. Karazin Kharkiv National University, Ukraine

D.G. Shepelsky–Dr. Sci., Prof., B.Verkin Institute for Low Temperature Physics

and Engineering, Ukraine

G.M. Sklyar–Dr. Sci., Prof., West Pomeranian University of Technology, Szczecin, Poland

Nguyen Khoa Son–Dr. Sci., Prof., Vietnamese Academy of Science and Technology,

Institute of Mathematics, Hanoi, Vietnam

Responsible Editor – A.V. Rezounenko, Dr. Sci., Prof.,
V.N. Karazin Kharkiv National University, Ukraine

Editorial Board Address: 4, Svobody Square, Kharkiv, 61022, V.N. Karazin KhNU,
Faculty of Mathematics and Informatics, room 7-27, tel. 7075240, e-mail: vestnik-khnu@ukr.net
Internet: http://vestnik-math.univer.kharkov.ua; http://periodicals.karazin.ua/mech –math

The articles have undergone internal and external peer review.
Media identifier in the Register of Media Entities: R30-04455 (Decision No. 1538
dated 09.05.2024 of the National Council of Ukraine on Television and Radio Broadcasting.
Protocol No. 15).

© V. N. Karazin Kharkiv National University
design, 2026

http://vestnik-math.univer.kharkov.ua/
http://periodicals.karazin.ua/mech_math


4

ЗМIСТ

Чоке-Рiверо A. E. Про стiйкiсть за Гурвiцем матричних полiномiв
типу Гурвiца 5

Бебiя М. О., Барська Ю. М. Про стабiлiзацiю канонiчних нелiнiйних
систем у спецiальному випадку 38

Макаров О.А., Нiколенко I. Г. Коректнi крайовi задачi з iнтеграль-
ною умовою в напiвпросторi для рiвнянь у частинних похiдних. 60

Скурiхiн Р. B. Формальнi степеневi ряди для диференцiального рiв-
няння 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚 над областями Дедекiнда нульової характеристики 69

Генералов М. В., Пiвень О. Л. Неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння
першого порядку над скiнченними комутативними кiльцями з оди-
ницею 90

Дубовий В. К., Гефтер С. Л. Наум Iллiч Ахiєзер. До 125-рiччя вiд
дня народження 115

CONTENTS

A. E. Choque–Rivero. On the Hurwitz stability of Hurwitz-type matrix
polynomials 5

M. O. Bebiya, Y. M. Barska. On stabilization of canonical nonlinear
systems in a special case 38

O.A. Makarov, I.G. Nikolenko. Well-posed boundary value problems
with an integral condition in half-space for partial differential equations 60

R. V. Skurikhin. Formal power series solutions of the differential equation
𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚 over Dedekind domains of characteristic zero 69

M. V. Heneralov, A. L. Piven. First-order implicit linear difference
equation over finite commutative rings with identity 90

V. K. Dubovyi, S. L. Gefter. Naum Illich Akhiezer. To the 125th anni-
versary 115



ISSN 2221-5646(Print) 2523-4641(Online)
Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv National University
Ser. “Mathematics, Applied Mathematics
and Mechanics”

2026, Vol. 103, p. 5–37
DOI: 10.26565/2221-5646-2026-103-01
УДК 532.59

Вiсник Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В.Н. Каразiна
Серiя "Математика, прикладна

математика i механiка"

2026, Том 103, с. 5–37

© A. E. Choque–Rivero, 2026; CC BY 4.0 license

A. E. Choque-Rivero
PhD math, Prof.
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On the Hurwitz Stability of Hurwitz-Type Matrix

Polynomials

A real scalar polynomial whose roots lie in the left half–plane of the complex
plane is called a Hurwitz polynomial. This notion goes back to the works
of J. C. Maxwell, E. J. Routh, and A. Hurwitz, and was later studied usi-
ng techniques such as Sturm sequences, Markov parameters, and continued
fractions; see, for instance, The Theory of Matrices, Vol. II, Chapter XV,
AMS Chelsea (2000), by F. Gantmacher.

A 𝑞 × 𝑞 matrix polynomial 𝑃 (𝑧) is called Hurwitz if det𝑃 (𝑧) is a Hurwi-
tz polynomial. Every matrix polynomial f𝑛 can be written in the form
f𝑛(𝑧) = h𝑛(𝑧

2)+𝑧 g𝑛(𝑧
2). The matrix polynomial f2𝑚 is said to be of Hurwitz

type if the expression g2𝑚(𝑧)h−1
2𝑚(𝑧) admits a representation as a finite conti-

nued fraction with positive definite matrix coefficients. Similarly, the odd-
degree matrix polynomial f2𝑚+1 is of Hurwitz type if 1

𝑧h2𝑚+1(𝑧)g
−1
2𝑚+1(𝑧)

has the same property. The concept of Hurwitz-type matrix polynomials was
introduced in On matrix Hurwitz type polynomials and their interrelations
to Stieltjes positive definite sequences and orthogonal matrix polynomials,
Linear Algebra Appl. 476 (2015), by A. E. Choque Rivero.

In the present work, we derive an explicit form of the Bezoutian associated
with Hurwitz-type matrix polynomials. The fact that Hurwitz-type matrix
polynomials are Hurwitz matrix polynomials was suggested and partially
proved using Bezoutians in On generalization of classical Hurwitz stabi-
lity criteria for matrix polynomials, J. Comput. Appl. Math. 383 (2021),
by X. Zhan and A. Dyachenko. In contrast to that work, we employ the
decomposition of the Bezoutian form introduced in Some Questions in the
Theory of Moments, Translations of Mathematical Monographs 2, AMS,
1962, by N. I. Akhiezer and M. G. Krein, for scalar polynomials.

Additionally, we propose a method to enlarge the class of Hurwitz-type
matrix polynomials by adding to a given polynomial a matrix polynomi-
al that is not of Hurwitz type, so that the resulting polynomial becomes of
Hurwitz type.

Keywords: Hurwitz matrix polynomial; orthogonal matrix polynomi-

al; Bezoutian; Hurwitz-Type Matrix Polynomial.
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1. Introduction

A scalar polynomial with all its roots in the left half of the complex plane is
called a Hurwitz polynomial [47, 34, 16, 27, 33, 36, 8, 35]. The Hurwitz stability of
such polynomials is also referred to as Hurwitzness—a term we adopt in this work.
Let 𝑛 and 𝑞 be natural numbers. In the present work, we consider the properties
and Hurwitzness of a subset of Lambda matrices [43, page 95], [28, page 228],
[17], defined by

f𝑛(𝑧) := 𝐴0𝑧
𝑛 +𝐴1𝑧

𝑛−1 + . . .+𝐴𝑛, (1)

where 𝐴𝑗 is a complex 𝑞 × 𝑞 matrix and 𝑧 is a complex variable. As in [39], we
refer to a matrix of the form (1) as a matrix polynomial, which is called a Hurwitz
matrix polynomial if det f𝑛 is a Hurwitz polynomial.

The matrix polynomial (1) has degree 𝑛 if 𝐴0 is nonzero. Throughout this
paper, we assume that det𝐴0 ̸= 0. Clearly, (1) can be represented as

f𝑛(𝑧) = h𝑛(𝑧
2) + 𝑧 g𝑛(𝑧

2), (2)

where

h𝑛(𝑧) :=

{︂
𝐴0𝑧

𝑚 +𝐴2𝑧
𝑚−1 + . . .+𝐴2𝑚, 𝑛 = 2𝑚,

𝐴1𝑧
𝑚 +𝐴3𝑧

𝑚−1 + . . .+𝐴2𝑚+1, 𝑛 = 2𝑚+ 1,
(3)

and

g𝑛(𝑧) :=

{︂
𝐴1𝑧

𝑚−1 +𝐴3𝑧
𝑚−2 + . . .+𝐴2𝑚−1, 𝑛 = 2𝑚,

𝐴0𝑧
𝑚 +𝐴2𝑧

𝑚−1 + . . .+𝐴2𝑚, 𝑛 = 2𝑚+ 1.
(4)

We will refer to (3) as the h𝑛 part and to (4) as the g𝑛 part of the matrix
polynomial f𝑛.

Let us introduce the following notation. The symbol C𝑞×𝑞 represents the set of
all complex 𝑞×𝑞 matrices. For the null matrix that belongs to C𝑝×𝑞, we will write
0𝑝×𝑞. We denote by 0𝑞 and 𝐼𝑞 the null and identity matrices in C𝑞×𝑞, respectively.
When the sizes of the null and identity matrices are clear from the context, we
will omit their indices.

In the following definition, we recall the concept of a Hurwitz-type matrix
polynomial (HTM polynomial) introduced in [6]. In [6], HTM polynomials were
referred to as matrix Hurwitz-type polynomials.

For 𝐴,𝐵 ∈ C𝑞×𝑞 with 𝐵 invertible, set

𝐴

𝐵
:= 𝐴𝐵−1. (5)
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Definition 1. The 𝑞×𝑞 matrix polynomial f𝑛 in (1) is called a Hurwitz-type matrix
polynomial if there exist two sequences of positive definite matrices, (c𝑘)

𝑚−1
𝑘=0 and

(d𝑘)
𝑚−1
𝑘=0 (resp. (c𝑘)

𝑚
𝑘=0 and (d𝑘)

𝑚−1
𝑘=0 ) such that, for 𝑛 = 2𝑚,

g𝑛(𝑧)

h𝑛(𝑧)
=

𝐼𝑞

𝑧c0 +
𝐼𝑞

d0 +
𝐼𝑞

. . . + d𝑚−2 +
𝐼𝑞

+𝑧c𝑚−1 + d−1
𝑚−1

, (6)

for all 𝑧 ∈ C with deth𝑛(𝑧) ̸= 0 and, for 𝑛 = 2𝑚+ 1,

h𝑛(𝑧)

𝑧g𝑛(𝑧)
=

𝐼𝑞

𝑧c0 +
𝐼𝑞

d0 +
𝐼𝑞

. . . + 𝑧c𝑚−1 +
𝐼𝑞

d𝑚−1 + 𝑧−1c−1
𝑚

(7)

for all 𝑧 ∈ C ∖ {0} with detg𝑛(𝑧) ̸= 0.

The definition of HTM polynomials in the form of a finite continued fraction
is inspired by [29, Chapter XV, Theorem 15].
Main Results. Below are the main results of the present work:

(a) We compute explicitly the Bezoutian of the HTM polynomial (1); see
Theorem 1 and Corollary 2. From this, an explicit proof of the Hurwitz
property of HTM polynomials readily follows; see Theorem 2.

(b) For a given matrix polynomial 𝑃𝑛 of degree 𝑛 that is not a Hurwitz-type
matrix (HTM) polynomial, we construct a polynomial f2𝑛(𝑧) = 𝑃𝑛(𝑧

2) +
𝑧𝑄𝑛−1(𝑧

2) of degree 2𝑛, with a suitably chosen 𝑄𝑛−1, such that f2𝑛 becomes
an HTM polynomial. Then, by applying the result from [21], we conclude
that 𝑃𝑛 itself is a Hurwitz matrix polynomial; see Theorem 4.

Relation between (a) and (b). The explicit computation of the Bezoutian in
part (a) provides the structural foundation for the Hurwitz property of HTM
polynomials. This result is then exploited in part (b), where a general matrix
polynomial is embedded into an HTM polynomial of higher degree. The Hurwitz
property established in part (a), together with the construction in (b), allows us
to transfer stability from the HTM setting back to the original polynomial 𝑃𝑛.

The Hurwitz property of matrix polynomials via Bezoutians was studied in
[30, 41, 42]. In [49], the Hurwitz property of HTM polynomials was also considered.
However, the proof of [49, Theorem 3.5], which serves as the basis for the analysis
in that work, is not fully detailed. More precisely, several steps in the proof are
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left implicit; see Remark 14. In particular, the argument is developed only for the
case 𝑛 = 2𝑚, while the case 𝑛 = 2𝑚+1 is described as “similar,” without explicit
justification.

A distinctive feature of the odd-degree case 𝑛 = 2𝑚+1 is that the associated
block Hankel matrices 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚−1 have different dimensions. In contrast
to the even case, this asymmetry prevents a direct application of the standard
construction. To overcome this difficulty, we introduce a modified polynomial̃︀g2𝑚+1 (see (57)) of degree 𝑚 − 1, which replaces the original polynomial g2𝑚+1

(of degree 𝑚) in the construction of the symmetrizer. This approach leads to a

consistent formulation of the matrix𝒲(0)
2𝑚+1 (see (76) and Remark 5) and provides

an explicit treatment of the odd-degree case, which is typically addressed only
heuristically in the literature. This aspect is not discussed in [49].

Additionally, in contrast to [49], we use representations of the matrix
polynomial f𝑛 in terms of orthogonal polynomials on [0,∞) of the first kind
and polynomials of the second kind, as in (2) and (18), for example, to compute
explicitly the Bezoutian of the quadruple (f*𝑛(𝑥̄), f𝑛(−𝑥), f*𝑛(−𝑥̄), f𝑛(𝑥)).

The asterisk denotes the Hermitian adjoint of a matrix, while the overbar
represents complex conjugation. In the scalar case, the use of the h𝑛 part and g𝑛
part of the polynomial f𝑛 for studying the corresponding Bezoutian was employed
by Krein and Naimark in [38] and by Krein and Akhiezer in [1].

The importance of HTM polynomials as a subset of Hurwitz matrix polynomi-
als is that they help study the asymptotic stability of the differential equation

𝐼𝑞𝑦
(𝑛)(𝑡) +𝐴1𝑦

(𝑛−1)(𝑡) + . . .+𝐴𝑛−1𝑦
′(𝑡) +𝐴𝑚𝑦(𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 0

with 𝑦(𝑡) ∈ R𝑛; 𝐼𝑞, 𝐴1, . . . , 𝐴𝑛 ∈ C𝑞×𝑞; see [44, 48, 46, 31] and [37].
Our motivation is to generalize the results regarding robust stability [7] and

finite-time stabilization with bounded controls [13, 14, 9, 11] for the matrix case
within the framework of HTM polynomials.

Our work is organized as follows. In Section 2, we review previous results on
HTM polynomials and their associated Markov parameters. We also recall Stieltjes
orthogonal matrix polynomials, orthogonal matrix polynomials, the interrelations
between HTM polynomials and Markov parameters, as well as the Bezoutian
and the inertia of matrix polynomials. In Section 3, we explicitly compute the
Bezoutian of HTM polynomials. In Section 4, we study the Hurwitzness of HTM
polynomials. In Section 5, we present a result and an algorithm for constructing
an HTM polynomial from a given matrix polynomial that is not of HTM type. We
also explain why the original matrix polynomial is a Hurwitz matrix polynomial.
In Section 6, we clarify certain steps left implicit in Theorem 3.5 of [49], concerning
a “matrix analogue of the stability criterion via Markov parameters,” as stated on
page 10 of [49].

This work is a direct continuation of the author’s research in [5] and [6],
which focus on the nondegenerate truncated matricial Stieltjes problem and HTM
polynomials, respectively.
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2. Preliminaries

In this section, we introduce the notation and preliminary results that will be
used throughout the paper.

HTM polynomials and associated Markov parameters

The following quantities will be used to describe the domains of validity of
the Laurent expansions appearing below.

If 𝑛 = 2𝑚, we define

𝒩h𝑛 := {𝑧 ∈ C : deth𝑛(𝑧) = 0}, 𝜂𝑛 := max{|𝑧| : 𝑧 ∈ 𝒩h𝑛}, (8)

whereas, for 𝑛 = 2𝑚+ 1, we define

𝒩g𝑛 := {𝑧 ∈ C : detg𝑛(𝑧) = 0}, 𝜌𝑛 := max{|𝑧| : 𝑧 ∈ 𝒩g𝑛}. (9)

The next remark recalls the Laurent expansions of g𝑛(𝑧)h𝑛(𝑧)
−1 and

h𝑛(𝑧)(𝑧g𝑛(𝑧))
−1, which connect the matrix polynomial (1) with the associated

Markov parameters 𝑠𝑗 .

Remark 1. Let h𝑛 and g𝑛 be defined as in (3) and (4), respectively, and let f𝑛
be given by (2).

For |𝑧| > 𝜂𝑛 (resp. |𝑧| > 𝜌𝑛), the Laurent expansion in negative powers of 𝑧
of g𝑛(𝑧)h𝑛(𝑧)

−1 (resp. h𝑛(𝑧)(𝑧g𝑛(𝑧))
−1) takes the form

g𝑛(𝑧)

h𝑛(𝑧)
=
𝑠0
𝑧

− 𝑠1
𝑧2

+ · · ·+ (−1)𝑛
𝑠𝑛
𝑧𝑛+1

+ · · · , 𝑛 = 2𝑚, (10)

h𝑛(𝑧)

𝑧g𝑛(𝑧)
=
𝑠0
𝑧

− 𝑠1
𝑧2

+ · · ·+ (−1)𝑛
𝑠𝑛
𝑧𝑛+1

+ · · · , 𝑛 = 2𝑚+ 1. (11)

For 𝑗 ≥ 0 and by using the Markov parameters, we construct block Hankel
matrices:

𝐻1,𝑗 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑠0 𝑠1 . . . 𝑠𝑗
𝑠1 𝑠2 . . . 𝑠𝑗+1

...
...

...
...

𝑠𝑗 𝑠𝑗+1 . . . 𝑠2𝑗

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝐻2,𝑗 :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑠1 𝑠2 . . . 𝑠𝑗+1

𝑠2 𝑠3 . . . 𝑠𝑗+2

...
...

...
...

𝑠𝑗+1 𝑠𝑗+2 . . . 𝑠2𝑗+1

⎞⎟⎟⎟⎠ . (12)

The rational matrix functions in (6) and (7) are special solutions to the
truncated Stieltjes matrix moment (TSMM) problem; see proof of [6, Theorem
7.9]. This implies that g𝑛(−𝑧)

h𝑛(−𝑧) and
h𝑛(−𝑧)

(−𝑧)g𝑛(−𝑧) are Stieltjes transforms of a certain
positive measure 𝜎 on [0,+∞).

The TSMM problem is defined as follows: Let (𝑠𝑗)𝑛𝑗=0 be a finite sequence of
𝑞×𝑞 complex Hermitian matrices. The TSMM problem consists of finding the set
ℳ𝑛 of all nonnegative Hermitian 𝑞×𝑞 measures 𝜎 defined on the Borel 𝜎–algebra
B ∩ [0,+∞) such that

𝑠𝑗 =

∫︁
[0,+∞)

𝑡𝑗𝜎(𝑑𝑡), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1, 𝑠𝑛 =

∫︁
[0,+∞)

𝑡𝑛𝜎(𝑑𝑡) +𝑀,
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where 𝑀 is a 𝑞 × 𝑞 complex valued positive semi-definite matrix.
For each 𝜎 ∈ ℳ𝑛, one associates a matrix-valued function

𝑠(𝑧) =

∫︁
[0,+∞)

𝜎(𝑑𝑡)

𝑡− 𝑧
, (13)

which is defined and holomorphic in C ∖ [0,+∞).
The function 𝑠 is associated with the TSMM problem and is called the Stieltjes

transform of the positive measure 𝜎; see [18, 19, 20, 22, 23, 15, 24, 25, 26].
In 1981, Yu. Dyukarev proved that the TSMM problem in the case of an odd

(resp. even) number of moments has a solution if and only if 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚−1

(resp. 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚) are both positive semidefinite matrices.

Definition 2. The sequence (𝑠𝑗)
2𝑚
𝑗=0 (resp. (𝑠𝑗)

2𝑚+1
𝑗=0 ) is called a Stieltjes positive

sequence if both corresponding matrices 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚−1 (resp. 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚)
are positive definite. In the case where (𝑠𝑗)

2𝑚
𝑗=0 (resp. (𝑠𝑗)

2𝑚+1
𝑗=0 ) is a positive Sti-

eltjes sequence, the corresponding TSMM problem is called a TSMM problem in
the nondegenerate case.

In [18], Yu. Dyukarev found the complete set of solutions to the TSMM
problem in the case that (𝑠𝑗)

2𝑚
𝑗=0 and (𝑠𝑗)

2𝑚+1
𝑗=0 are Stieltjes positive sequences,

respectively.

Stieltjes orthogonal matrix polynomials

We now reproduce from [5] a number of auxiliary matrices, as well as two
families of orthogonal matrix polynomials and their polynomials of the second
kind. Let 𝑅𝑗 : C → C(𝑗+1)𝑞×(𝑗+1)𝑞 be given by

𝑅𝑗(𝑧) := (𝐼(𝑗+1)𝑞 − 𝑧𝑇𝑗)
−1, 𝑗 ≥ 0,

with

𝑇0 := 0𝑞, 𝑇𝑗 :=

(︂
0𝑞×𝑗𝑞 0𝑞
𝐼𝑗𝑞 0𝑗𝑞×𝑞

)︂
, 𝑗 ≥ 1.

Observe that for each 𝑗 ∈ N0, the matrix–valued function 𝑅𝑗 can be represented
via

𝑅𝑗(𝑧) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐼𝑞 0𝑞 0𝑞 . . . 0𝑞 0𝑞
𝑧𝐼𝑞 𝐼𝑞 0𝑞 . . . 0𝑞 0𝑞
𝑧2𝐼𝑞 𝑧𝐼𝑞 𝐼𝑞 . . . 0𝑞 0𝑞
...

...
... . .

. ...
...

𝑧𝑗𝐼𝑞 𝑧𝑗−1𝐼𝑞 𝑧𝑗−2𝐼𝑞 . . . 𝑧𝐼𝑞 𝐼𝑞

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (14)

Let

𝑣0 :=𝐼𝑞, 𝑣𝑗 :=

(︂
𝐼𝑞

0𝑗𝑞×𝑞

)︂
for all 𝑗 ∈ N. (15)
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Furthermore, let

𝑌1,𝑗 := 𝑦[𝑗,2𝑗−1], 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, and 𝑌2,𝑗 := 𝑦[𝑗+1,2𝑗], 2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛,

with
𝑦[𝑗,𝑘] := (𝑠𝑗 , 𝑠𝑗+1, . . . , 𝑠𝑘)

* , 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘

and 𝑦[𝑗,𝑘] = 0𝑞 if 𝑗 > 𝑘. Define

𝑢1,0 := 0𝑞, 𝑢1,𝑗 :=

(︂
0𝑞

−𝑦[0,𝑗−1]

)︂
, 𝑢2,𝑗 := −𝑦[0,𝑗] , 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. (16)

Let ̂︀𝐻1,𝑗 (resp. ̂︀𝐻2,𝑗) denote the Schur complement of the block Hankel matrices
𝐻1,𝑗−1 in 𝐻1,𝑗 (resp. 𝐻2,𝑗−1 in 𝐻2,𝑗) as seen in [45], [5, Equalities (2.5) and (2.6)]:̂︀𝐻1,0 := 𝑠0, ̂︀𝐻1,𝑗 :=𝑠2𝑗 − 𝑌 *

1,𝑗𝐻
−1
1,𝑗−1𝑌1,𝑗 , 𝑗 ≥ 1,̂︀𝐻2,0 := 𝑠1, ̂︀𝐻2,𝑗 :=𝑠2𝑗+1 − 𝑌 *

2,𝑗𝐻
−1
2,𝑗−1𝑌2,𝑗 , 𝑗 ≥ 1.

These matrices are Hermitian positive definite matrices, and so are 𝐻1,𝑗 and 𝐻2,𝑗 .
Now we partially reproduce left orthogonal matrix polynomials (OMP) on

[0,+∞) [21].

Definition 3. Let 𝜎 be a 𝑞 × 𝑞 nonnegenative measure on [0,+∞). A sequence
(𝑃𝑗)

∞
𝑗=0 of 𝑞 × 𝑞 matrix-valued polynomials is called orthogonal with respect to 𝜎

if

i) each matrix-valued polynomial 𝑃𝑗 is of degree 𝑗;

ii) the matrix-valued polynomials 𝑃𝑗 satisfy the orthogonality relations:∫︁
[0,+∞)

𝑃𝑗(𝑡)𝜎(𝑑𝑡)𝑃
*
𝑘 (𝑡) = 𝛿𝑗𝑘𝐶𝑞𝑗 ,

for all 𝑗, 𝑘 ∈ N. Here, 𝛿𝑗𝑘 is the Kronecker delta, and and 𝐶𝑞𝑗 is a constant
nonnegenative 𝑞 × 𝑞 matrix.

The following matrix polynomials seem to have been first introduced in [20].

Definition 4. Let (𝑠𝑗)
2𝑛
𝑗=0 (resp. (𝑠𝑗)

2𝑛+1
𝑗=0 ) be a Stieltjes positive sequence.

Furthermore, let 𝑣𝑗, 𝑢1,𝑗, 𝑢2,𝑗 and 𝑅𝑗 be as in (15), (16) and (14), respectively.
Let

𝑃1,0(𝑧) := 𝐼𝑞, 𝑄1,0(𝑧) := 0𝑞, 𝑃2,0(𝑧) := 𝐼𝑞, 𝑄2,0(𝑧) := 𝑠0.

For 𝑗 ≥ 1, set

𝑃1,𝑗(𝑧) :=(−𝑌 *
1,𝑗𝐻

−1
1,𝑗−1, 𝐼𝑞)𝑅𝑗(𝑧)𝑣𝑗 ,

𝑃2,𝑗(𝑧) :=(−𝑌 *
2,𝑗𝐻

−1
2,𝑗−1, 𝐼𝑞)𝑅𝑗(𝑧)𝑣𝑗 ,

𝑄1,𝑗(𝑧) :=− (−𝑌 *
1,𝑗𝐻

−1
1,𝑗−1, 𝐼𝑞)𝑅𝑗(𝑧)𝑢1,𝑗 ,

𝑄2,𝑗(𝑧) :=− (−𝑌 *
2,𝑗𝐻

−1
2,𝑗−1, 𝐼𝑞)𝑅𝑗(𝑧)𝑢2,𝑗 .
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The matrix polynomials 𝑄1,𝑗 and 𝑄2,𝑗 are called second-kind polynomials with
respect to 𝑃1,𝑗 and 𝑃2,𝑗, respectively.

In the next proposition, we recall that the matrix polynomials 𝑃1,𝑗 and 𝑃2,𝑗

are orthogonal with respect to positive measures supported on [0,+∞), and that
the associated second-kind polynomials 𝑄1,𝑗 and 𝑄2,𝑗 can be expressed in terms
of 𝑃1,𝑗 and 𝑃2,𝑗 , respectively. For completeness, we also record a basic identity
involving 𝑃𝑘,𝑗 and 𝑄𝑘,𝑗 .

Proposition 1. a) The polynomials 𝑃1,𝑗 and 𝑃2,𝑗 are OMP with respect to 𝜎 and
𝑡𝜎, respectively. More precisely (as seen in [15, Remark 6.3]),∫︁

[0,+∞)

𝑃𝑘,𝑗(𝑡)𝑡
𝑘−1𝜎(𝑑𝑡)𝑃 *

𝑘,𝑙(𝑡) =

{︂
0𝑞 : 𝑗 ̸= 𝑙̂︀𝐻𝑘,𝑗 : 𝑗 = 𝑙

, 𝑘 = 1, 2.

b) The following identities hold (as seen in [5, Remark D.6] and [5, Remark E.4]):

𝑄1,𝑗(𝑥) =

∫︁
[0,+∞)

𝑃1,𝑗(𝑥)− 𝑃1,𝑗(𝑡)

𝑥− 𝑡
𝜎(𝑑𝑡), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, (17)

𝑄2,𝑗(𝑥) =

∫︁
[0,+∞)

𝑥𝑃2,𝑗(𝑥)− 𝑡𝑃2,𝑗(𝑡)

𝑥− 𝑡
𝜎(𝑑𝑡), 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛− 1.

c) For 𝑘 = 1, 2, the following identity holds (as seen in [5, Proposition 5.1 (a)])

𝑃𝑘,𝑗(𝑧)𝑄
*
𝑘,𝑗(𝑧)−𝑄𝑘,𝑗(𝑧)𝑃

*
𝑘,𝑗(𝑧) = 0𝑞.

The following proposition establishes a connection between HTM polynomials
and orthogonal matrix polynomials of the first and second kinds. The representati-
on below follows from [6, Theorem 6.1], while identities (19) and (20) are establi-
shed in the proof of [6, Proposition 7.8].

Proposition 2. For 𝑛 ≥ 1, every HTM polynomial admits the representation

f𝑛(𝑧) =

{︃
(−1)𝑚(𝑃 *

1,𝑚(−𝑧2)− 𝑧 𝑄*
1,𝑚(−𝑧2)), 𝑛 = 2𝑚,

(−1)𝑚(𝑄*
2,𝑚(−𝑧2) + 𝑧 𝑃 *

2,𝑚(−𝑧2)), 𝑛 = 2𝑚+ 1.
(18)

Moreover, the identities

h𝑛(𝑧) = (−1)𝑚𝑃 *
1,𝑚(−𝑧), g𝑛(𝑧) = (−1)𝑚+1𝑄*

1,𝑚(−𝑧), 𝑛 = 2𝑚, (19)

and

h𝑛(𝑧) = (−1)𝑚𝑄*
2,𝑚(−𝑧), g𝑛(𝑧) = (−1)𝑚𝑃 *

2,𝑚(−𝑧), 𝑛 = 2𝑚+ 1 (20)

hold.
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The matrix polynomials 𝑃𝑘,𝑗 and 𝑄𝑘,𝑗 also appear in the representation of the
extremal solutions of the TSMM problem.

In the proof of [6, Theorem 6.1], the so–called extremal solutions of the TSMM
problem are represented by

𝐺𝜎2𝑚,max(𝑧) = −
𝑄*

1,𝑗(𝑧)

𝑃 *
1,𝑗(𝑧)

=
g2𝑚(−𝑧)
h2𝑚(−𝑧)

(21)

and

𝐺𝜎2𝑚,min(𝑧) = −
𝑄*

2,𝑗(𝑧)

𝑧𝑃 *
2,𝑗(𝑧)

=
h2𝑚+1(−𝑧)

(−𝑧)g2𝑚+1(−𝑧)
. (22)

Note that the matrix function 𝐺𝜎2𝑚,max is defined for all 𝑧 ∈ C ∖ [0,∞) with
|𝑧| > 𝜂2𝑚, whereas 𝐺𝜎2𝑚,min is defined for all 𝑧 ∈ C ∖ [0,∞) with |𝑧| > 𝜌2𝑚+1.
Here, 𝜂2𝑚 and 𝜌2𝑚+1 are defined in (8) and (9), respectively.

The Bezoutian and inertia for matrix polynomials

In this subsection, we reproduce some notions related to the inertia for a
matrix polynomial [41, 42]. The inertia for scalar polynomials was considered in
[40, page 462].
Let 𝐿(𝜆) = 𝐿0𝜆

ℓ +𝐿1𝜆
ℓ−1 + . . .+ 𝜆𝐿ℓ−1 +𝐿ℓ be a 𝑞 × 𝑞 matrix polynomial with

coefficients 𝐿𝑘 ∈ C𝑞×𝑞. If 𝐿0 ̸= 0𝑞, then deg(𝐿) = ℓ is the degree of polynomi-
al 𝐿. Furthermore, if 𝐿0 = 𝐼𝑞, then 𝐿 is called monic. Let 𝑀1, 𝐿1,𝑀 and 𝐿
be polynomial matrices such that 𝑀1(𝜆)𝐿1(𝜆) −𝑀(𝜆)𝐿(𝜆) = 0. The Bezoutian
associated with the quadruple (𝑀1, 𝐿1,𝑀,𝐿) is the block matrix

𝐵𝑀1,𝑀 (𝐿,𝐿1) = (Γ𝑗,𝑘)
𝑚−1,ℓ−1
𝑗,𝑘=1 . (23)

The block entries Γ𝑗,𝑘 of the quadruple (𝑀1, 𝐿1,𝑀,𝐿) are determined by following
equality:

𝑚=1,ℓ−1∑︁
𝑗,𝑘=0

Γ𝑗𝑘𝜆
𝑗𝜇𝑘 =

1

𝜆− 𝜇
(𝑀1(𝜆)𝐿1(𝜇)−𝑀(𝜆)𝐿(𝜇)) . (24)

The quantity ℓ (resp. 𝑚) denotes the maximal degree of 𝐿(𝜆), 𝐿1(𝜆) (resp.𝑀(𝜆),
𝑀1(𝜆)). Assume that there exists 𝜆0 ∈ C such that det𝐿(𝜆0) ̸= 0: on this case 𝐿
is called regular.

Let 𝐿 be a regular polynomial of degree ℓ. The triple

𝛾(𝐿) = (𝛾+(𝐿), 𝛾−(𝐿), 𝛾0(𝐿)) (25)

is called inertia with respect to the real axis, where 𝛾+(𝐿) (resp. 𝛾−(𝐿)) is the
number of zeros of det(𝐿(𝜆)) in the open upper (resp. open lower) half-plane, and
𝛾0(𝐿) is the number of zeros of det(𝐿(𝜆)) in the real axis. Now we reproduce [41,
Corollary 2.2].
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Corollary 1. Let 𝐿(𝜆) be a matrix polynomial with an invertible leading coeffici-
ent. The spectrum of 𝐿(𝜆) lies in the upper half-plane if and only if there exists a
regular matrix polynomial 𝐿1(𝜆) that satisfies

𝐿*
1(𝜆̄)𝐿1(𝜆) = 𝐿*(𝜆̄)𝐿(𝜆)

such that the matrix
1

𝑖
𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1) (26)

is positive definite.

Our strategy for analyzing the Hurwitzness of HTM polynomials f𝑛 is based
on the spectral symmetries of the quadruple

(f*𝑛(𝑥̄), f𝑛(−𝑥), f*𝑛(−𝑥̄), f𝑛(𝑥)).

The next lemma describes the spectral symmetries associated with this quadruple.

Lemma 1. Let 𝐹 (𝑧) =
∑︀𝑛

𝑘=0𝐴𝑘𝑧
𝑛−𝑘, 𝐴𝑘 ∈ C𝑞×𝑞, be a regular matrix polynomial,

and let 𝐹 *(𝑧) :=
∑︀𝑛

𝑘=0𝐴
*
𝑘𝑧

𝑛−𝑘. If

𝜎(𝐹 ) := {𝑧 ∈ C : det𝐹 (𝑧) = 0},

then 𝜎(𝐹 (−𝑧)) = −𝜎(𝐹 ), 𝜎(𝐹 *(𝑧)) = 𝜎(𝐹 ), and 𝜎(𝐹 *(−𝑧)) = −𝜎(𝐹 ).

Proof. By definition, det𝐹 (−𝜆) = 0 if and only if −𝜆 ∈ 𝜎(𝐹 ). Hence
𝜎(𝐹 (−𝑧)) = −𝜎(𝐹 ). Next, det𝐹 *(𝑧) = det𝐹 (𝑧). Therefore, det𝐹 *(𝜆̄) = 0 if and
only if det𝐹 (𝜆) = 0. Consequently, 𝜎(𝐹 *(𝑧)) = 𝜎(𝐹 ). Combining the previous
two identities yields 𝜎(𝐹 *(−𝑧)) = −𝜎(𝐹 ).

Remark 2. The four matrix polynomials 𝐹 (𝑧), 𝐹 (−𝑧), 𝐹 *(𝑧) and 𝐹 *(−𝑧)
correspond to natural symmetries of the spectrum of 𝐹 .
Indeed, 𝐹 (−𝑧) reflects the spectrum through the origin, 𝐹 *(𝑧) reflects the spectrum
across the real axis, and 𝐹 *(−𝑧) reflects the spectrum across the imaginary axis.
Consequently, the Bezout form

𝐹 *(𝑥̄)𝐹 (−𝑦)− 𝐹 *(−𝑥̄)𝐹 (𝑦)
𝑥− 𝑦

(27)

compares the spectrum of 𝐹 with its reflection across the imaginary axis.
In the Hurwitz stable case, 𝜎(𝐹 ) ⊂ {𝑧 ∈ C : ℜ𝑧 < 0}, whereas 𝜎(𝐹 *(−𝑧)) ⊂
{𝑧 ∈ C : ℜ𝑧 > 0}. Hence these two spectra are separated by the imaginary axis.
This separation is closely related to the definiteness properties of the associated
Bezoutian.

The generalized Anderson–Jury Bezoutian matrix

To compute the matrix (26) associated with an HTM polynomial, we use the
generalized Bezoutian matrix and form introduced by Anderson and Jury in [2],
which are defined for a 𝑞 × 𝑞 rational matrix function 𝑊 (𝑧).
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Suppose that 𝑊 (𝑧) admits two matrix factorizations:

𝑊 (𝑧) = 𝐴−1(𝑧)𝐵(𝑧) = 𝐷(𝑧)𝐶−1(𝑧).

The generalized Anderson–Jury Bezoutian form associated with the quadruple
(𝐴,𝐵,𝐶,𝐷) is defined by

Γ(𝑥, 𝑦) =
1

𝑥− 𝑦
(𝐴(𝑥)𝐷(𝑦)−𝐵(𝑥)𝐶(𝑦)) .

Using the notation (5), for HTM polynomials, the applicability of this construction
follows from the fact that the h𝑛-part and the g𝑛-part of f𝑛 determine the rational
matrix functions

𝑠f2𝑚(𝑧) =
g2𝑚(−𝑧)
h2𝑚(−𝑧)

(28)

and

𝑠f2𝑚+1(𝑧) =
h2𝑚+1(−𝑧)

(−𝑧)g2𝑚+1(−𝑧)
. (29)

Taking into account that the functions (28) and (29) (see also (21) and (22)) are
Stieltjes transforms of positive matrix-valued measures; see (13), they satisfy the
Hermitian symmetry relation

𝑠f𝑛(𝑧) = 𝑠*f𝑛(𝑧). (30)

Therefore, the Anderson–Jury Bezoutian construction can be applied. Consequently,
rather than studying the Bezout form (27), we employ Bezoutian forms associated
with the quadruples (𝑥g*

𝑛,h𝑛,h
*
𝑛, 𝑥g𝑛) and (g*

𝑛,h𝑛,h
*
𝑛,g𝑛), corresponding to the

cases 𝑛 = 2𝑚 + 1 and 𝑛 = 2𝑚, respectively. See the definitions of ℱ𝑛, 𝒢(1)
𝑛 , and

𝒢(2)
𝑛 in (31), (32), and (33), respectively, together with the relations between these

forms given in (34).

3. Bezoutian and Hurwitz-type matrix polynomials

In this section, using the so-called matrix symmetrizers (50) and block Hankel
matrices 𝐻1,𝑗 and 𝐻2,𝑗 , we derive an explicit form of the Bezoutian for the
quadruple (f*𝑛(𝑥̄), f𝑛(−𝑥), f*𝑛(−𝑥̄), f𝑛(𝑥)).

Instead of working directly with the Bezoutian form

ℱ𝑛(𝑥, 𝑦) :=
f*𝑛(𝑥̄)f𝑛(−𝑦)− f*𝑛(−𝑥̄)f𝑛(𝑦)

𝑥− 𝑦
, (31)

we use the Equality (2) and calculate the Bezoutian forms

𝒢(1)
𝑛 (𝑥, 𝑦) :=

1

𝑥2 − 𝑦2
(︀
𝑥2g*

𝑛(𝑥̄
2)h𝑛(𝑦

2)− 𝑦2h*
𝑛(𝑥̄

2)g𝑛(𝑦
2)
)︀

(32)

and

𝒢(2)
𝑛 (𝑥, 𝑦) :=

𝑥𝑦

𝑥2 − 𝑦2
(︀
g*
𝑛(𝑥̄

2)h𝑛(𝑦
2)− h*

𝑛(𝑥̄
2)g𝑛(𝑦

2)
)︀

(33)
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associated with the quadruples (𝑥g*
𝑛,h𝑛,h

*
𝑛, 𝑥g𝑛) and (g*

𝑛,h𝑛,h
*
𝑛,g𝑛). Recall that

a similar decomposition of the Bezoutian for scalar polynomials was previously
studied; see [38, page 293] and [1, page 257]. Following [2] to compute the Bezouti-

an forms 𝒢(1)
𝑛 (𝑥, 𝑦) and 𝒢(2)

𝑛 (𝑥, 𝑦) we employ both representations (30) of the
rational matrices (6) and (7).

It readily follows that

ℱ𝑛(𝑥, 𝑦) = 2
(︁
𝒢(1)
𝑛 (𝑥, 𝑦) + 𝒢(2)

𝑛 (𝑥, 𝑦)
)︁
. (34)

In the next lemma, we demonstrate that the matrix functions ℱ𝑛, 𝒢(1)
𝑛 and

𝒢(2)
𝑛 are matrix polynomials in 𝑥 and 𝑦. See [2, Remark 1].

Lemma 2. Let ℱ𝑛, 𝒢(1)
𝑛 and 𝒢(2)

𝑛 be as defined in (31), (32) and (33), respectively.

The functions ℱ𝑛, 𝒢(1)
𝑛 and 𝒢(2)

𝑛 are polynomials on 𝑥 and 𝑦.

Proof. Using the numerator on the right-hand side of (31), together with (18),
and replacing 𝑦 by 𝑥, we obtain

f𝑛(𝑥̄)f𝑛(−𝑥)− f𝑛(−𝑥̄)f𝑛(𝑥)

= 2𝑥

{︂
𝑃1,𝑚(−𝑥2)𝑄*

1,𝑚(−𝑥2)−𝑄1,𝑚(−𝑥2)𝑃 *
1,𝑚(−𝑥2), 𝑛 = 2𝑚

𝑃2,𝑚(−𝑥2)𝑄*
2,𝑚(−𝑥2)−𝑄2,𝑚(−𝑥2)𝑃 *

2,𝑚(−𝑥2), 𝑛 = 2𝑚+ 1

= 0.

By [4, Chapter 1], any polynomial vanishing on the diagonal 𝑥 = 𝑦 is divisible by
𝑥− 𝑦. Since f*𝑛(𝑥̄)f𝑛(−𝑦)− f*𝑛(−𝑥̄)f𝑛(𝑦) has this property, ℱ𝑛(𝑥, 𝑦) is a polynomi-
al. Arguing similarly with the numerators in (32) and (33), and following [4,

Chapter 1], we show that 𝒢(1)
𝑛 and 𝒢(2)

𝑛 are polynomials in 𝑥 and 𝑦.
For 𝑘 = 0, 1, let

𝐻(𝑘)
∞ :=

⎛⎜⎜⎝
𝑠𝑘 −𝑠𝑘+1 𝑠𝑘+2 . . .

−𝑠𝑘+1 𝑠𝑘+2 . .
.

𝑠𝑘+2 . .
.

⎞⎟⎟⎠ (35)

be an infinite Hankel matrix.
A similar untruncated block Hankel matrix, denoted by H, appears in the

proof of [2, Lemma 2.3].

Lemma 3. Let ℱ𝑛, 𝒢(1)
𝑛 and 𝒢(2)

𝑛 be as in (31), (32) and (33), respectively. Thus,
for 𝑛 = 2𝑚, we have

𝒢(1)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =h*

2𝑚(𝑥̄2)
(︀
𝑥−2𝐼𝑞, 𝑥

−4𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(1)

∞
(︀
𝑦−2𝐼𝑞, 𝑦

−4𝐼𝑞, . . .
)︀*

h2𝑚(𝑦2), (36)

𝒢(2)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =− h*

2𝑚(𝑥̄2)
(︀
𝑥−1𝐼𝑞, 𝑥

−3𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(0)

∞
(︀
𝑦−1𝐼𝑞, 𝑦

−3𝐼𝑞, . . .
)︀*

h2𝑚(𝑦2).
(37)
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For 𝑛 = 2𝑚+ 1, we have

𝒢(1)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =g*

2𝑚+1(𝑥̄
2)
(︀
𝐼𝑞, 𝑥

−2𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(0)

∞
(︀
𝐼𝑞, 𝑦

−2𝐼𝑞, . . .
)︀*

g2𝑚+1(𝑦
2), (38)

𝒢(2)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =− g*

2𝑚+1(𝑥̄
2)
(︀
𝑥−1𝐼𝑞, 𝑥

−3𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(1)

∞
(︀
𝑦−1𝐼𝑞, 𝑦

−3𝐼𝑞, . . .
)︀*

· g2𝑚+1(𝑦
2). (39)

Proof. We prove (36). With (10), we have

𝒢(1)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =

1

𝑥2 − 𝑦2
h*
2𝑚(𝑥̄2)

(︁
𝑥2h−1*

2𝑚 (𝑥̄2)g*
2𝑚(𝑥̄2)− 𝑦2g2𝑚(𝑦2)h−1

2𝑚(𝑦2)
)︁

· h2𝑚(𝑦2)

=
1

𝑥2 − 𝑦2
h*
2𝑚(𝑥̄2)

(︀
𝑠1(𝑦

−2 − 𝑥−2)− 𝑠2(𝑦
−4 − 𝑥−4) + 𝑠3(𝑦

−6 − 𝑥−6)

− . . .)h2𝑚(𝑦2)

=
1

𝑥2𝑦2
h*
2𝑚(𝑥̄2)

(︀
𝑠1 − 𝑠2(𝑥

−2 + 𝑦−2) + 𝑠3(𝑥
−4 + 𝑥−2𝑦−2 + 𝑦−4)

− . . .)h2𝑚(𝑦2)

=h*
2𝑚(𝑥̄2)

(︀
𝑥−2𝐼𝑞, 𝑥

−4𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(1)

∞
(︀
𝑦−2𝐼𝑞, 𝑦

−4𝐼𝑞, . . .
)︀*

h2𝑚(𝑦2).

In the last equality, we substituted (35) for 𝑘 = 1. Similarly, to prove (37), we use
(10) and (35) for 𝑘 = 0. Equalities (38) and (39) are proven by applying (11) and
(35) for 𝑘 = 0 and 𝑘 = 1, respectively.

Remark 3. The infinite block Hankel matrix 𝐻
(1)
∞ appearing in (36) arises

naturally from the Laurent expansions in (10). Indeed, the expression

1

𝑥2 − 𝑦2

(︁
𝑥2h−1*

2𝑚 (𝑥̄2)g*
2𝑚(𝑥̄2)− 𝑦2g2𝑚(𝑦2)h−1

2𝑚(𝑦2)
)︁

generates an infinite series in negative powers of 𝑥 and 𝑦, whose coefficients are

precisely the moments (𝑠𝑗)𝑗≥1, giving rise to the infinite block Hankel matrix 𝐻
(1)
∞

in the representation(︀
𝑥−2𝐼𝑞, 𝑥

−4𝐼𝑞, . . .
)︀
𝐻(1)

∞
(︀
𝑦−2𝐼𝑞, 𝑦

−4𝐼𝑞, . . .
)︀*
.

However, since 𝒢(1)
2𝑚 is a polynomial, only finitely many terms contribute to the

products appearing in (36). Consequently, the right-hand side of (36) effectively

reduces to a finite truncation of 𝐻
(1)
∞ .

The same observation applies to the right-hand sides of (37)–(39).

In view of Remark 3, the infinite block vector(︀
𝜉−2𝐼𝑞, 𝜉

−4𝐼𝑞, . . .
)︀*

h2𝑚(𝜉2)
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can be decomposed into a polynomial part and a part containing strictly negative
powers of 𝜉, namely,(︀

𝜉−2𝐼𝑞, 𝜉
−4𝐼𝑞, . . .

)︀*
h2𝑚(𝜉2) = h

(11)
2𝑚 (𝜉) + h

(12)
2𝑚 (𝜉). (40)

Similarly, we have(︀
𝜉−1𝐼𝑞, 𝜉

−3𝐼𝑞, . . .
)︀*

h2𝑚(𝜉2) = h
(21)
2𝑚 (𝜉) + h

(22)
2𝑚 (𝜉), (41)(︀

𝐼𝑞, 𝜉
−2𝐼𝑞, . . .

)︀*
g2𝑚+1(𝜉

2) = g
(11)
2𝑚+1(𝜉) + g

(12)
2𝑚+1(𝜉), (42)(︀

𝜉−1𝐼𝑞, 𝜉
−3𝐼𝑞, . . .

)︀*
g2𝑚+1(𝜉

2) = g
(21)
2𝑚+1(𝜉) + g

(22)
2𝑚+1(𝜉). (43)

Here, h(𝑘1)
2𝑚 (𝜉) (resp. g(𝑘1)

2𝑚+1(𝜉)), for 𝑘 = 1, 2, are polynomials in 𝜉, whereas h(𝑘2)
2𝑚 (𝜉)

(resp. g(𝑘2)
2𝑚+1(𝜉)), for 𝑘 = 1, 2, are polynomials in 𝜉−1.

For a natural number 𝑚, let

̃︀𝐽𝑚 := diag
(︀
𝐼𝑞, (−1)𝐼𝑞, (−1)2𝐼𝑞, . . . , (−1)𝑚𝐼𝑞

)︀
(44)

be a (𝑚+ 1)𝑞 × (𝑚+ 1)𝑞 matrix.

The following remark explains how the infinite Hankel matrices 𝐻(𝑘)
∞ reduce to

finite block Hankel matrices when acting on the polynomial components h(𝑘1)
2𝑚 (𝜉)

(resp. g(𝑘1)
2𝑚+1(𝜉)), for 𝑘 = 1, 2, introduced in (40)–(43). This follows from direct

calculations based on the corresponding decompositions.

Remark 4. Let h
(11)
2𝑚 (𝜉), h

(21)
2𝑚 (𝜉), g

(11)
2𝑚+1(𝜉) and g

(21)
2𝑚+1(𝜉) be as defined in (40),

(41), (42) and (43), respectively. Furthermore, let 𝐻1,𝑗, 𝐻2,𝑗 and 𝐽
(𝑘)
𝑚 be as defined

in (12) and (44), respectively. Thus, the following equalities hold

h
(11)*

2𝑚 (𝑥̄)𝐻(1)
∞ h

(11)
2𝑚 (𝑦) =̂︀h(11)*

2𝑚 (𝑥̄) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1

̂︀h(11)
2𝑚 (𝑦), (45)

h
(21)*

2𝑚 (𝑥̄)𝐻(1)
∞ h

(21)
2𝑚 (𝑦) =̂︀h(21)*

2𝑚 (𝑥̄) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻1,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1

̂︀h(21)
2𝑚 (𝑦), (46)

g
(11)*

2𝑚+1(𝑥̄)𝐻
(1)
∞ g

(11)
2𝑚+1(𝑦) =̂︀g(11)*

2𝑚+1(𝑥̄)
̃︀𝐽𝑚𝐻1,𝑚

̃︀𝐽𝑚 ̂︀g(11)
2𝑚+1(𝑦), (47)

g
(21)*

2𝑚+1(𝑥̄)𝐻
(1)
∞ g

(21)
2𝑚+1(𝑦) =̂︀g(21)*

2𝑚+1(𝑥̄)
̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1̂︀g(21)
2𝑚+1(𝑦), (48)

where ̂︀h(11)
2𝑚 , ̂︀h(21)

2𝑚 , ̂︀g(11)
2𝑚+1 and ̂︀g(21)

2𝑚+1

represent finite-dimensional restrictions of the matrices h
(11)
2𝑚 , h

(21)
2𝑚 , g

(11)
2𝑚+1 and

g
(21)
2𝑚+1. In particular, the polynomial part of

̂︀h(11)
2𝑚 (𝑦) =

(︀
𝑦−2h*

2𝑚(𝑦2), 𝑦−4h*
2𝑚(𝑦2), . . . , 𝑦−2𝑚h*

2𝑚(𝑦2)
)︀*

(49)

is the restriction of the polynomial part of the matrix

h
(11)
2𝑚 (𝑦) =

(︀
𝑦−2h*

2𝑚(𝑦2), 𝑦−4h*
2𝑚(𝑦2), . . . , 𝑦−2𝑚h*

2𝑚(𝑦2), 0𝑞, 0𝑞, . . .
)︀*
.
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Equalities (45)–(48) correspond to those in the proof of [2, Lemma 2.3], where,
instead of the matrices 𝐻1,𝑗 and 𝐻2,𝑗 , the truncated block Hankel matrix H𝑛𝑚

is used. Moreover, in place of the matrix 𝐻(1)
∞ , the infinite Hankel matrix 𝐻 is

employed.

For a matrix polynomial 𝑄(𝑥) = 𝑄0𝑥
ℓ+𝑄1𝑥

ℓ−1+ . . .+𝑄ℓ−1𝑥+𝑄ℓ, the Hankel
block matrix

𝑆(𝑄) :=

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑄ℓ−1 𝑄ℓ−2 . . . 𝑄1 𝑄0

𝑄ℓ−2 𝑄ℓ−3 . . . 𝑄0 0𝑞
... . .

.
. .
.

. .
. ...

𝑄0 0𝑞 . . . 0𝑞 0𝑞

⎞⎟⎟⎟⎠ (50)

is called a matrix symmetrizer of 𝑄(𝑥). This matrix provides a finite-dimensional
representation of the coefficients of 𝑄 and will be used to express the Bezoutian
in terms of block Hankel matrices. In [40, page 455], the concept of symmetrizer
is introduced for scalar polynomials.

Additionally, let

𝐹 2𝑘
0 (𝑥) :=

(︁
𝐼𝑞, 𝑥̄

2𝐼𝑞, . . . , 𝑥̄
2𝑘𝐼𝑞

)︁*
, (51)

𝐹 2𝑘−1
1 (𝑥) :=

(︁
𝑥̄𝐼𝑞, 𝑥̄

3𝐼𝑞, . . . , 𝑥̄
2𝑘−1𝐼𝑞

)︁*
. (52)

In the following theorem, added by symmetrizers of corresponding matrices and
the block Hankel matrices𝐻𝑘,𝑗 , we obtain a factorized expression of the Bezoutian

forms 𝒢(1)
2𝑚, 𝒢

(2)
2𝑚, 𝒢

(1)
2𝑚+1 and 𝒢(2)

2𝑚+1.

Theorem 1. Let 𝒢(𝑘)
2𝑚, 𝒢

(𝑘)
2𝑚+1 for 𝑘 = 1, 2 be as defined in (32) and (33). Addi-

tionally, let h𝑛, g𝑛, 𝑆, ̃︀𝐽𝑚, 𝐻1,𝑗, 𝐻2,𝑗, 𝐹
2𝑘
0 (𝑥) and 𝐹 2𝑘−1

1 (𝑥) be as in (3), (4),
(50), (44), (12), (51) and (52), respectively.
Therefore, for 𝑛 = 2𝑚, the following equality holds:

𝒢(1)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =𝐹

(2𝑚−2)*

0 (𝑥̄)𝑆(h*
2𝑚) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1𝑆(h2𝑚)𝐹
(2𝑚−2)
0 (𝑦), (53)

𝒢(2)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =− 𝐹

(2𝑚−1)*

1 (𝑥̄)𝑆(h*
2𝑚) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻1,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1𝑆(h2𝑚)𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦). (54)

For 𝑛 = 2𝑚+ 1, we have

𝒢(1)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =𝐹

(2𝑚)*

0 (𝑥̄)𝑆(g*
2𝑚+1) ̃︀𝐽𝑚𝐻1,𝑚

̃︀𝐽𝑚𝑆(g2𝑚+1)𝐹
(2𝑚)
0 (𝑦). (55)

Moreover,

𝒢(2)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =− 𝐹

(2𝑚−1)*

1 (𝑥̄)𝑆(̃︀g*
2𝑚+1) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1𝑆(̃︀g2𝑚+1)𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦),

(56)

where ̃︀g2𝑚+1(𝑧) := 𝐼𝑞𝑧
𝑚−1 +𝐴2𝑧

𝑚−2 + . . .+𝐴2𝑚−2. (57)
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Proof. We prove (53). From (36), (40) and (45), we have

𝒢(1)
2𝑚(𝑥, 𝑦) = ̂︀h(11)*

2𝑚 (𝑥̄) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1

̂︀h(11)
2𝑚 (𝑦). (58)

We examine ̂︀h(11)
2𝑚 (𝑦). By using (49) and (50), we have

̂︀h(11)
2𝑚 (𝑦) =

⎛⎜⎜⎝
𝐴2𝑚−2 + . . .+𝐴2𝑦

2𝑚−4 + 𝐼𝑞𝑦
2𝑚−2

𝐴2𝑚−4 + . . .+𝐴2𝑦
2𝑚−6 + 𝐼𝑞𝑦

2𝑚−4

. . .
𝐼𝑞

⎞⎟⎟⎠

=

⎛⎜⎜⎝
𝐴2𝑚−2 . . . 𝐴2 𝐼𝑞
𝐴2𝑚−4 . . . 𝐼𝑞
. . .
𝐼𝑞

⎞⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎝

𝐼𝑞
𝑦2𝐼𝑞
. . .

𝑦2𝑚−2𝐼𝑞

⎞⎟⎟⎠
=𝑆(h2𝑚)

(︀
𝐼𝑞, 𝑦

2𝐼𝑞, . . . , 𝑦
2𝑚−2𝐼𝑞

)︀*
. (59)

By substituting (59) for (58), we obtain (53). Similarly, by using

𝒢(2)
2𝑚(𝑥, 𝑦) =̂︀h(21)*

2𝑚 (𝑥̄) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻1,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1

̂︀h(21)
2𝑚 (𝑦), (60)

𝒢(1)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =̂︀g(11)*

2𝑚+1(𝑥̄)
̃︀𝐽𝑚𝐻1,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚 ̂︀g(11)
2𝑚+1(𝑦), (61)

𝒢(2)
2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =̂︀g(21)*

2𝑚+1(𝑥̄)
̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1̂︀g(21)
2𝑚+1(𝑦), (62)

one can prove (54), (55) and (56). Equalities (60), (61) and (62) readily follow
from (46), (47), (48) and (41), as well as from (42) and (43). Additionally, one
also uses (37), (38), (39), (51) and (52).

Remark 5. The polynomial ̃︀g2𝑚+1 defined in (57) has degree 𝑚− 1, in contrast
to the original polynomial g2𝑚+1 defined in (4). Using ̃︀g2𝑚+1, we construct the

symmetrizer 𝑆(̃︀g2𝑚+1) appearing in the matrix 𝒲(0)
2𝑚+1 in (76). This is consi-

stent with the fact that the block Hankel matrices 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚−1 have different
dimensions.

In the following corollary, we represent ℱ𝑛 as a matrix quadratic form regardi-
ng the block Hankel matrices 𝐻1,𝑗 and 𝐻2,𝑗 , as well as the symmetrizer matrices
𝑆(h2𝑚), 𝑆(g2𝑚+1) and 𝑆(̃︀g2𝑚+1).

Corollary 2. Assume the same conditions and notations as in Theorem 1. Let̃︀𝐽𝑚 be as in (44). Moreover, let

𝒥 (ℓ)
𝑟 :=

(︃ ̃︀𝐽ℓ 0

0 ̃︀𝐽𝑟
)︃

(63)
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for all 𝑟, ℓ > 1. Furthermore, for 𝑘 = 0, 1 let

𝒲(𝑘)
2𝑚 :=

(︂
𝑆(h*

2𝑚) 0
0 𝑆(h*

2𝑚)

)︂
𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1

(︂
𝐻2,𝑚−1 0

0 (−1)𝑘𝐻1,𝑚−1

)︂
𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1

·
(︂
𝑆(h2𝑚) 0

0 𝑆(h2𝑚)

)︂
, (64)

𝒲(𝑘)
2𝑚+1 :=

(︂
𝑆(g*

2𝑚+1) 0
0 𝑆(̃︀g*

2𝑚+1)

)︂
𝒥 (𝑚)
𝑚−1

(︂
𝐻1,𝑚 0
0 (−1)𝑘𝐻2,𝑚−1

)︂
𝒥 (𝑚)
𝑚−1

·
(︂
𝑆(g2𝑚+1) 0

0 𝑆(̃︀g2𝑚+1)

)︂
. (65)

With ℱ𝑛 be as in (31), the following equalities hold:

ℱ2𝑚(𝑥, 𝑦) =2

(︃
𝐹

(2𝑚−2)
0 (𝑥̄)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥̄)

)︃*

𝒲(1)
2𝑚

(︃
𝐹

(2𝑚−2)
0 (𝑦)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦)

)︃
, (66)

and

ℱ2𝑚+1(𝑥, 𝑦) =2

(︃
𝐹

(2𝑚)
0 (𝑥̄)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥̄)

)︃*

𝒲(1)
2𝑚+1

(︃
𝐹

(2𝑚)
0 (𝑦)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦)

)︃
. (67)

Proof. Equality (66) follows directly from (34), (53), (54) and (64). In a similar
manner, Equality (67) can readily be derived from (34), (55), (56) and (65).

4. Hurwitness of Hurwitz-type matrix polynomials

In this section, using the explicit form of the Bezoutian matrix (66) and (67),
we verify that an HTM polynomial f𝑛 is indeed a Hurwitz matrix polynomial.

In [49], the Hurwitz property of HTM polynomials was studied. However, the
proof of [49, Theorem 3.5] concerning the inertia of the matrix polynomial f𝑛 for
𝑛 = 2𝑚 is neither explicit nor complete, and a proof for the case 𝑛 = 2𝑚 + 1 is
not provided. See Remark 14.

Recall that the inertia of matrix polynomials, denoted by 𝛾(f𝑛), provides the
number of eigenvalues of f𝑛 with positive, negative and real zero parts, respecti-
vely; see [41, page 410].

We rewrite Corollary 2 for the pair (𝑖𝑥, 𝑖𝑦) instead of (𝑥, 𝑦).

Corollary 3. Assume the same conditions and notations as in Theorem 1.

Moreover, let ℱ𝑛, 𝒥 ℓ
𝑘 ,𝒲

(0)
2𝑚 and𝒲(0)

2𝑚+1 be as in (31), (63), (64) and (65), respecti-
vely. Thus, the following equalities hold:

ℱ2𝑚(𝑖𝑥, 𝑖𝑦) =2

(︃
𝐹

(2𝑚−2)
0 (𝑥̄)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥̄)

)︃*

𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1 𝒲(0)

2𝑚𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1

(︃
𝐹

(2𝑚−2)
0 (𝑦)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦)

)︃
(68)

and

ℱ2𝑚+1(𝑖𝑥, 𝑖𝑦) =2

(︃
𝐹

(2𝑚)
0 (𝑥̄)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥̄)

)︃*

𝒥 (𝑚)
𝑚−1𝒲

(0)
2𝑚+1𝒥

(𝑚)
𝑚−1

(︃
𝐹

(2𝑚)
0 (𝑦)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑦)

)︃
. (69)
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Proof. Equalities (68) and (69) readily follow from (66) and (67), respectively.
Let

𝑉[0,2𝑚−1](𝑥) :=
(︀
𝐼𝑞, 𝑥̄𝐼𝑞, 𝑥̄

2𝐼𝑞, . . . , 𝑥̄
2𝑚−2𝐼𝑞, 𝑥̄

2𝑚−1𝐼𝑞
)︀*
,

𝑉[0,2𝑚](𝑥) :=
(︀
𝐼𝑞, 𝑥̄𝐼𝑞, 𝑥̄

2𝐼𝑞, . . . , 𝑥̄
2𝑚−1𝐼𝑞, 𝑥̄

2𝑚𝐼𝑞
)︀*
.

Furthermore, let 𝒯2𝑚 (resp. 𝒯2𝑚+1) be elementary block matrices such that(︃
𝐹

(2𝑚−2)
0 (𝑥)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥)

)︃
= 𝒥 (𝑚−1)

𝑚−1 𝒯2𝑚𝑉[0,2𝑚−1](𝑥) (70)

and (︃
𝐹

(2𝑚)
0 (𝑥)

𝐹
(2𝑚−1)
1 (𝑥)

)︃
= 𝒥 (𝑚)

𝑚−1𝒯2𝑚+1𝑉[0,2𝑚](𝑥). (71)

The following remark readily follows.

Remark 6. Using (70) and (71), equalities (68) and (69) can be written as
follows:

ℱ2𝑚(𝑖𝑥, 𝑖𝑦) =2𝑉 *
[0,2𝑚−1](𝑥̄)𝒯

*
2𝑚𝒥 (𝑚−1)

𝑚−1 𝒲(0)
2𝑚𝒥 (𝑚−1)

𝑚−1 𝒯2𝑚𝑉[0,2𝑚−1](𝑦), (72)

ℱ2𝑚+1(𝑖𝑥, 𝑖𝑦) =2𝑉 *
[0,2𝑚](𝑥̄)𝒯

*
2𝑚+1𝒥

(𝑚)
𝑚−1𝒲

(0)
2𝑚+1𝒥

(𝑚)
𝑚−1𝒯2𝑚+1𝑉[0,2𝑚](𝑦). (73)

The positivity of the matrices 𝒲(0)
2𝑚 and 𝒲(0)

2𝑚+1 is consistent with the spectral
separation described in Remark 2. Indeed, the substitution 𝑧 = 𝑖𝜆 transforms
separation with respect to the imaginary axis into a Hermitian positivity structure
for the associated Bezoutian kernel.

We now state the main result of the present work. The key step is to express
the matrix

1

𝑖
𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1)

in terms of the Bezoutian forms obtained above and to prove its positive defini-
teness. This allows us to establish the Hurwitz property of HTM polynomials.

Theorem 2. Each HTM polynomial is a Hurwitz matrix polynomial.

Proof We use Corollary 1 with

𝐿(𝜆) = f𝑛(𝑖𝜆) and 𝐿1(𝜆) = f𝑛(−𝑖𝜆) (74)

and Equalities (23) , (24), (31), (32), (33) and (34). For 𝑛 = 2𝑚, by using (72),
we have

1

𝑖
𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1) = 2𝒯 *

2𝑚𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1 𝒲(0)

2𝑚𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1 𝒯2𝑚. (75)

By employing (73) for 𝑛 = 2𝑚+ 1, we have

1

𝑖
𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1) = 2𝒯 *

2𝑚+1𝒥
(𝑚)
𝑚−1𝒲

(0)
2𝑚+1𝒥

(𝑚)
𝑚−1𝒯2𝑚+1. (76)
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The right-hand sides of (75) and (76) are positive definite matrices because(︂
𝐻2,𝑚−1 0

0 𝐻1,𝑚−1

)︂
and

(︂
𝐻1,𝑚 0
0 𝐻2,𝑚−1

)︂
(77)

are positive definite, and both 𝒥 (𝑚−1)
𝑚−1 𝒯2𝑚 and 𝒥 (𝑚)

𝑚−1𝒯2𝑚+1 are invertible matrices.
By Corollary 1, the spectra of

𝐿(𝜆) = f𝑛(𝑖𝜆)

belong to the upper half-plane of C. Consequently, the spectra of f𝑛(𝑧) lie in the
open left half-plane of C. Hence, the HTM polynomials f𝑛 are Hurwitz matrix
polynomials.

Remark 7. By employing (25), note that

𝛾−(f𝑛(𝑖𝜆)) = 𝛾0(f𝑛(𝑖𝜆)) = 0,

and therefore

𝛾(f𝑛(𝑖𝜆)) = 𝛾+(f𝑛(𝑖𝜆)).

This is equivalent to the fact that all zeros of det f𝑛(𝜆) lie in the open left half-
plane.

The following remark illustrates the previous observation in the simplest
nontrivial case.

Remark 8. A 𝑞×𝑞 HTM polynomial f2 of degree 2 is a Hurwitz matrix polynomial;
it admits the representation

f2(𝑧) = 𝐼𝑞𝑧
2 + 𝑠0𝑧 + 𝑠−1

0 𝑠1.

The next remark concerns the matrix measures associated with HTM
polynomials and their connection with the corresponding orthogonal matrix
polynomials.

Remark 9. A 𝑞 × 𝑞 matrix ̃︀𝜎(·) defined on [0,∞) is called monotonically
nondecreasing if ̃︀𝜎(𝑡) is self-adjoint for all 𝑡 ∈ [0,∞) and ̃︀𝜎(𝑡2) − ̃︀𝜎(𝑡1) ≥ 0
for 𝑡1 ≤ 𝑡2.

For 𝑛 = 2𝑚 + 1 (resp. 𝑛 = 2𝑚), the points of discontinuity of the distri-
bution function ̃︀𝜎2𝑚,max (resp. ̃︀𝜎2𝑚,min) that correspond to the measure 𝜎2𝑚,max

(resp. 𝜎2𝑚,min) are given by the roots of the polynomial det(𝑃 *
1,𝑚(−𝑧)) (resp.

det(𝑧𝑃 *
2,𝑚(−𝑧))); see (21) and (22).

On the other hand, the polynomials (19) and (20), which are constructed using
the moments 𝑠𝑗, can be obtained from an absolutely continuous distribution on
[0,∞) that corresponds to a positive measure on [0,∞), as shown in the next
example.
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The following example illustrates the previous construction in the case of a
fifth-degree HTM polynomial. For the matrix polynomial f5, we compute the
Bezoutian forms 𝒢(1)

5 and 𝒢(2)
5 , the symmetrizers 𝑆(g5) and 𝑆(̃︀g5), the matrices̃︀𝐽1, ̃︀𝐽2, 𝒥 (2)

1 , as well as the matrices 𝒲(0)
5 and 𝒯5. Using these matrices, we obtain

an explicit representation of

1

𝑖
𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1),

whose positive definiteness ensures that f5 is a Hurwitz matrix polynomial.

Example 1. Let

f5(𝑧) = 𝑧5𝐼2 +𝐴1𝑧
4 +𝐴2𝑧

3 +𝐴3𝑧
2 +𝐴4𝑧 +𝐴5, (78)

where 𝐴1 =

(︂
2 −𝑖
𝑖 1

)︂
, 𝐴2 =

(︂
486
37 0

−264
37 𝑖 6

)︂
, 𝐴3 =

(︂
560
37 −5𝑖
5𝑖 5

)︂
,

𝐴4 =

(︂
1158
37 0

−936
37 𝑖 6

)︂
and 𝐴5 =

(︂
292
37 −2𝑖
2𝑖 2

)︂
.

The matrix polynomials h5 and g5 have the form

h5(𝑥) = 𝐴1𝑥
2 +𝐴3𝑥+𝐴5, and g5(𝑥) = 𝐼2𝑥

2 +𝐴2𝑥+𝐴4 (79)

Using (79) together with the Laurent expansions (10) and (11), we obtain the first
four moments:

𝑠0 =

(︂
2 −𝑖
𝑖 1

)︂
, 𝑠1 =

(︂
4 −𝑖
𝑖 1

)︂
, 𝑠2 =

(︂
16 −2𝑖
2𝑖 2

)︂
, (80)

𝑠3 =

(︂
96 −6𝑖
6𝑖 6

)︂
, 𝑠4 =

(︂
768 −24𝑖
24𝑖 24

)︂
. (81)

The Bezoutian forms 𝒢(1)
5 and 𝒢(2)

5 defined in (32) and (33) are given by

𝒢(1)
5 (𝑥, 𝑦) =

(︂
𝑔11(𝑥, 𝑦) −𝑖 𝑔12(𝑥, 𝑦)
𝑖 𝑔12(𝑥, 𝑦) 𝑔22(𝑥, 𝑦)

)︂
where

𝑔11 =
2

1369

(︀
37𝑥4

(︀
37𝑦4 + 280𝑦2 + 146

)︀
+ 4𝑥2

(︀
2590𝑦4 + 22883𝑦2 + 15297

)︀
+5402𝑦4 + 61188𝑦2 + 134436

)︀
𝑔12 =

(︀(︀
𝑦4 + 5𝑦2 + 2

)︀
𝑥4 +

(︀
5𝑦4 + 26𝑦2 + 12

)︀
𝑥2 + 2

(︀
𝑦4 + 6𝑦2 + 6

)︀)︀
𝑔22 =

(︀
𝑦4 + 5𝑦2 + 2

)︀
𝑥4 +

(︀
5𝑦4 + 26𝑦2 + 12

)︀
𝑥2 + 2

(︀
𝑦4 + 6𝑦2 + 6

)︀
and

𝒢(2)
5 (𝑥, 𝑦)

=

(︃
−4𝑥𝑦(37(37𝑦2+272)𝑥2+10064𝑦2+88236)

1369 𝑖𝑥𝑦
(︀(︀
𝑦2 + 4

)︀
𝑥2 + 4𝑦2 + 18

)︀
−𝑖𝑥𝑦

(︀(︀
𝑦2 + 4

)︀
𝑥2 + 4𝑦2 + 18

)︀
−𝑥𝑦

(︀(︀
𝑦2 + 4

)︀
𝑥2 + 4𝑦2 + 18

)︀ )︃
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The matrices 𝑆(g5) and 𝑆(̃︀g5), defined in (50), have the form

𝑆(g5) =

⎛⎝𝐴4 𝐴2 𝐼2
𝐴2 𝐼2 02
𝐼2 02 02

⎞⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1158
37 0 486

37 0 1 0
−936𝑖

37 6 −264𝑖
37 6 0 1

486
37 0 1 0 0 0

−264𝑖
37 6 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ (82)

and

𝑆(̃︀g5) = (︂𝐴2 𝐼2
𝐼2 02

)︂
=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1158
37 0 486

37 0 1 0
−936𝑖

37 6 −264𝑖
37 6 0 1

486
37 0 1 0 0 0

−264𝑖
37 6 0 1 0 0
1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (83)

The matrix polynomial g̃5 has the form

g̃5(𝑥) = 𝐼2𝑥+𝐴2.

Furthermore, the matrices 𝐹
(4)
0 and 𝐹

(3)
1 , defined in (51) and (52), have the form

𝐹
(4)
0 (𝑥) =

(︀
𝐼2 𝑥̄2𝐼2 𝑥̄4𝐼2

)︀*
and 𝐹

(3)
1 (𝑥) =

(︀
𝐼2 𝑥̄2𝐼2

)︀*
. (84)

The matrices ̃︀𝐽2 and ̃︀𝐽1, introduced in (44), take the form

̃︀𝐽2 =
⎛⎝𝐼2 02 02
02 −𝐼2 02
02 02 12

⎞⎠ , and ̃︀𝐽1 = (︂𝐼2 02
02 −𝐼2

)︂
. (85)

Using (80) and (81), we construct the matrices 𝐻1,2 and 𝐻2,1. One readily verifies
that these block matrices are positive definite. From (82), (83), (84), and (85), we

obtain the right-hand sides of (55) and (56), which allow us to conclude that 𝒢(1)
5

and −𝒢(2)
5 are positive quadratic forms.

The matrix 1
𝑖𝐵𝐿*

1,𝐿
*(𝐿,𝐿1) in (76) can be written as the product of the matrices

𝒥 (2)
1 =

(︃ ̃︀𝐽2 0

0 ̃︀𝐽1
)︃
,

𝒲(0)
5 =

(︂
𝑆(g*

5) 0
0 𝑆(̃︀g*

5)

)︂
𝒥 (2)
1

(︂
𝐻1,2 0
0 𝐻2,1

)︂
𝒥 (2)
1

(︂
𝑆(g5) 0
0 𝑆(̃︀g5)

)︂
and the matrix 𝒯5, which appears in (73), has the form

𝒯5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐼2 02 02 02 02 02
02 02 𝐼2 02 02 02
02 02 02 02 02 𝐼2
02 𝐼2 02 02 02 02
02 02 02 02 𝐼2 02

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .
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From these matrices, together with (73), (76), Corollary 1, and the second matrix
in (77), it follows that the matrix polynomial f5 is a Hurwitz matrix polynomial.

The following remark illustrates how HTM polynomials can be generated from
matrix-valued measures on [0,∞).

Remark 10. The polynomial f5 in (78) can be constructed starting from the
matrix-valued distribution

̃︀𝜎(𝑥) = (︂4− 2𝑒−𝑥/2 𝑖𝑒−𝑥

−𝑖𝑒−𝑥 2− 𝑒−𝑥

)︂
,

defined on [0,∞).
More generally, the construction of HTM polynomials can be initiated from a
nonnegative Hermitian matrix-valued measure (or a distribution of bounded vari-
ation) on [0,∞) such that the associated block Hankel matrices 𝐻1,𝑗 and 𝐻2,𝑗 are
positive definite.
From this distribution, we compute the moments 𝑠𝑗 as in (80) and (81). Next, we
apply Definition 4. Finally, the second equality in (18) is used to obtain (78).

Next, we recall the characterization of HTM polynomials in terms of block
Hankel matrices; see [6, Theorem 7.10].

Theorem 3. Let 𝑛 be a natural number with 𝑛 ≥ 2, and let f𝑛 be a matrix-
valued polynomial. Let h𝑛 (resp. g𝑛) denote the h𝑛-part (resp. g𝑛-part) of f𝑛.
Furthermore, let 𝑛 = 2𝑚 (resp. 𝑛 = 2𝑚 + 1) with 𝑚 ≥ 1, and let 𝐻1,𝑚−1

and 𝐻2,𝑚−1 (resp. 𝐻1,𝑚 and 𝐻2,𝑚−1) be constructed from the Hermitian Markov
parameters of the polynomial f𝑛. Then the matrix-valued polynomial f𝑛 is an HTM
polynomial if and only if the block Hankel matrices 𝐻1,𝑚−1 and 𝐻2,𝑚−1 (resp. 𝐻1,𝑚

and 𝐻2,𝑚−1) are positive definite.

We now pass from the Hankel-matrix characterization to a Bezoutian
characterization. In particular, for an HTM polynomial, the Bezoutians associated
with the decomposition of f𝑛 into its h𝑛- and g𝑛-parts have definite signs.

Proposition 3. Let f𝑛 be an HTM polynomial. Moreover, let h𝑛 and g𝑛 be
as in (2), (3) and (4), respectively. Furthermore, let 𝐵𝑥g*

𝑛,h
*
𝑛
(𝑥g𝑛,h𝑛) and

𝐵g*
𝑛,h

*
𝑛
(g𝑛,h𝑛) be Bezoutians associated with the quadruple (𝑥g

*
𝑛,h𝑛,h

*
𝑛, 𝑥g𝑛) and

(g*
𝑛,h𝑛,h

*
𝑛,g𝑛), respectively. Thus,

a) the matrix 𝐵𝑥g*
𝑛,h

*
𝑛
(𝑥g𝑛,h𝑛) is positive definite, and

b) the matrix 𝐵g*
𝑛,h

*
𝑛
(g𝑛,h𝑛) is negative definite.

Proof. Let ̃︀𝐽𝑚, ̃︀g2𝑚+1, 𝑆(h2𝑚), 𝑆(g2𝑚+1) and 𝑆(̃︀g2𝑚+1) be as in (44), (57)
and (50). For 𝑛 = 2𝑚, by using (32), (33), (53) and (54), we have

𝐵𝑥g*
2𝑚,h*

2𝑚
(𝑥g2𝑚,h2𝑚) =𝑆(h*

2𝑚) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1𝑆(h2𝑚),

𝐵g*
2𝑚,h*

2𝑚
(g2𝑚,h2𝑚) =− 𝑆(h*

2𝑚) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻1,𝑚−1
̃︀𝐽𝑚−1𝑆(h2𝑚).
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By (32), (33), (55) and (56), for 𝑛 = 2𝑚+ 1, we obtain

𝐵𝑥g*
2𝑚+1,h

*
2𝑚+1

(𝑥g2𝑚+1,h2𝑚+1) =𝑆(g
*
2𝑚+1)

̃︀𝐽𝑚𝐻1,𝑚
̃︀𝐽𝑚𝑆(g2𝑚+1)

𝐵g*
2𝑚+1,h

*
2𝑚+1

(g2𝑚+1,h2𝑚+1) =− 𝑆(̃︀g*
2𝑚+1) ̃︀𝐽𝑚−1𝐻2,𝑚−1

̃︀𝐽𝑚−1𝑆(̃︀g2𝑚+1).

From Theorem 3, see that assertion a) and b) are valid.

Remark 11. In [40, Theorem 2], it is proven that a scalar polynomial 𝑓𝑛 is
Hurwitz if and only if 𝐵𝑥𝑔*𝑛,ℎ

*
𝑛
(𝑥𝑔𝑛, ℎ𝑛) is negative definite and 𝐵𝑔*𝑛,ℎ

*
𝑛
(𝑔𝑛, ℎ𝑛)

is positive definite. Note that the Markov parameters related to [40, Theorem 2]
have the opposite sign compared with those associated with parts (a) and (b) of
Proposition 3.

5. Completing a matrix polynomial to an HTM polynomial

As indicated in [10], not every Hurwitz matrix polynomial is an HTM
polynomial. In this section, we propose a procedure to complete a given matrix
polynomial into an HTM polynomial.

In [10], the polynomial

𝑃3(𝑧) = 𝐼2𝑧
3 +𝐴1𝑧

2 +𝐴2𝑧 +𝐴3 (86)

with

𝐴1 =

(︂
2187
109

1206
109

0 9

)︂
, 𝐴2 =

(︂
10662
109

8700
109

0 18

)︂
, 𝐴3 =

(︂
11178
109

10524
109

0 6

)︂
(87)

was suggested as a polynomial that is Hurwitz but not an HTM polynomial. The
rational matrix function 1

𝑧 (𝐴1𝑧 +𝐴3) (𝐼2𝑧 +𝐴2)
−1 does not satisfy property (30).

Moreover, as indicated in [10], the 2× 2 matrix coefficients 𝑐𝑗 of the expansion

1

𝑧
(𝐴1𝑧 +𝐴3) (𝐼2𝑧 +𝐴2)

−1 = −𝑐0
𝑧

− 𝑐1
𝑧2

− 𝑐2
𝑧3

− · · ·

are not Hermitian matrices. Consequently, the polynomial 𝑃3 cannot be investi-
gated in the framework of HTM polynomials.

The following result allows one to determine whether a matrix polynomial 𝑃𝑛

that is not an HTM polynomial is in fact a Hurwitz polynomial by “completi-
ng,” mainly by perturbing 𝑃𝑛 with another polynomial 𝑄𝑛−1. This is done by
constructing a new HTM polynomial of degree 2𝑛.

Theorem 4. Let 𝑃𝑛(𝑧) be 𝑞× 𝑞 a monic polynomial of degree 𝑛. If there exists a
𝑞 × 𝑞 polynomial 𝑄𝑛−1(𝑧) of degree 𝑛− 1 such that

f2𝑛(𝑧) = 𝑃𝑛(𝑧
2) + 𝑧𝑄𝑛−1(𝑧

2) (88)

is an HTM polynomial, then the polynomial 𝑃𝑛(𝑧) is a Hurwitz polynomial.
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Proof. From (18) and (19), there are polynomials 𝑃1,𝑛 y 𝑄1,𝑛 such that
𝑃𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝑃 *

1,𝑛(−𝑧) 𝑄𝑛−1(𝑧) = (−1)𝑛+1𝑄*
1,𝑛(−𝑧) and 𝑃1,𝑛(𝑧) is an orthogonal

polynomial on [0,+∞) with respect to a certain positive measure 𝜎 corresponding

to the Stieltjes transform−𝑄*
1,𝑛(𝑧)

𝑃 *
1,𝑛(𝑧)

. By [21, Theorem 1], the roots of the polynomial

det𝑃1,𝑛(𝑧) lie in [0,+∞). Consequently, the roots of the polynomial

det𝑃𝑛(𝑧) = det
(︀
(−1)𝑛𝑃 *

1,𝑛(−𝑧)
)︀

lie in the open left half-plane. Therefore, det𝑃𝑛(𝑧) is a Hurwitz polynomial.

Remark 12. Let 𝑃𝑛 be a monic matrix polynomial and let 𝑃
⊺
𝑛 denote its transpose.

Since
det𝑃𝑛 = det𝑃 ⊺

𝑛 ,

Theorem 4 is also valid for 𝑃 ⊺
𝑛 and 𝑄⊺

𝑛−1.

For the construction of the polynomial 𝑄𝑛−1 appearing in Theorem 4, we
propose the following algorithm. The procedure is based on the representation of
the associated rational matrix function in terms of orthogonal polynomials and
the corresponding Markov parameters, which allows one to recover 𝑄𝑛−1 from a
given polynomial 𝑃𝑛.
Algorithm for finding 𝑄𝑛−1 from 𝑃𝑛

Step 1. Let 𝑃1,𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝑃 *
𝑛(−𝑧) (resp. 𝑃1,𝑛(𝑧) = (−1)𝑛𝑃 ⊺*

𝑛 (−𝑧)). By using
(17), compute 𝑄1,𝑛(𝑧) in terms of the coefficients of 𝑃𝑛(𝑧) (resp. 𝑃

⊺
𝑛 (𝑧)) and the

moments or Markov parameters 𝑠𝑗 , associated with some positive measure 𝜎 on
[0,+∞).

Step 2. Verify that
𝑃 *
1,𝑛(𝑧)

𝑄*
1,𝑛(𝑧)

satisfies Equality (30). If Equality (30) is not satisfied,

we cannot apply this algorithm.

Step 3. By using the rational matrix function
𝑃 *
1,𝑛(𝑧)

𝑄*
1,𝑛(𝑧)

, calculate the remaining

Markov parameters from the set (𝑠𝑗)
2𝑛−1
𝑗=0 .

Step 4. If sequence (𝑠𝑗)
2𝑛−1
𝑗=0 is a positive definite Stieltjes sequence, meaning that

the corresponding Hankel matrices 𝐻1,𝑛−1 and 𝐻2,𝑛−1 are positive definite matri-
ces, then 𝑄𝑛−1(𝑧) = (−1)𝑛+1𝑄*

1,𝑛(−𝑧).

Example 2. We apply the completion procedure to the matrix polynomial (86).
For 𝑃 ⊺

3 (𝑧), we use the above algorithm together with Remark 12. With moments

𝑠0 =

(︂
2𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

)︂
, 𝑠1 =

(︂
4𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

)︂
and 𝑠2 =

(︂
16𝑏 −2𝑏
−2𝑏 2𝑏

)︂
, we calculate 𝑄1,3(𝑧);

therefore, we have

𝑄1,3(𝑧) = 𝑠0𝑧
2 + 𝑧(𝑠1 −𝐴⊺*

1 𝑠0) + 𝑠2 −𝐴⊺*

1 𝑠1 +𝐴⊺*

2 𝑠0.

From the Laurent expansion of − 𝑃 *
1,3(𝑧)

𝑄*
1,3(𝑧)

, we calculate the moments

𝑠3 =

(︂
96𝑏 −6𝑏
−6𝑏 6𝑏

)︂
, 𝑠4 =

(︂
768𝑏 −24𝑏
−24𝑏 24𝑏

)︂
, 𝑠5 =

(︂
7680𝑏 −120𝑏
−120𝑏 120𝑏

)︂
.
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The block Hankel matrices 𝐻1,2 and 𝐻2,2 are positive definite matrices for 𝑏 > 0.
From (19), polynomial 𝑄2(𝑧) constructed from 𝑃3 has the form 𝑄2(𝑧) = 𝑄*

1,3(−𝑧).
Thus, the resulting HTM polynomial f6 can be represented as in (88):

f6(𝑧) = 𝑧6𝐼2 +𝐵1𝑧
5 +𝐴1𝑧

4 +𝐵2𝑧
4 +𝐴2𝑧

2 +𝐵3𝑧 +𝐴3. (89)

The coefficients 𝐴1, 𝐴2 and 𝐴3 are given by (87), and the coefficients 𝐵1, 𝐵2 and
𝐵3 are

𝐵1 =

(︂
2𝑏 −𝑏
−𝑏 𝑏

)︂
, 𝐵2 =

(︂
2732𝑏
109 −8𝑏
−8𝑏 8𝑏

)︂
, 𝐵3 =

(︂
6826𝑏
109 −11𝑏

−11𝑏 11𝑏

)︂
.

By Theorem 2, matrix polynomial (89) is a Hurwitz matrix polynomial for 𝑏 > 0.
Finally, by Theorem 4, polynomial 𝑃3 as in (86) is a Hurwitz matrix polynomial.

In the scalar version, one can construct a sequence of scalar Hurwitz polynomi-
als (𝑓𝑗)

∞
𝑗=1 using the sequence of scalar orthogonal polynomials on [0,+∞)

(𝑝1,𝑗)
∞
𝑗=1 and (𝑝2,𝑗)

∞
𝑗=1 as in Definition 4; see [12].

In the following lemma, we propose constructing a family of scalar Hurwitz
polynomials involving the polynomials 𝑝1,𝑗 , and 𝑝2,𝑗 and their derivatives.

Lemma 4. For 𝑞 = 1, let (𝑝1,𝑚(𝑧)) (resp. (𝑝2,𝑚(𝑧))) be as in Definition 4, and
let ̃︀𝑝1,𝑚−1(𝑧) :=

𝑑
𝑑𝑧𝑝1,𝑚(𝑧) (resp. ̃︀𝑝2,𝑚−1(𝑧) :=

𝑑
𝑑𝑧𝑝2,𝑚(𝑧)). Thus, for 𝑚 ≥ 2, the

polynomials
𝑓2𝑚(𝑧) = (−1)𝑚(𝑝1,𝑚(−𝑧2)− 𝑧̃︀𝑝1,𝑚−1(−𝑧2)) (90)

and
𝑓2𝑚+1(𝑧) = (−1)𝑚(̃︀𝑝2,𝑚(−𝑧2) + 𝑧𝑝2,𝑚(−𝑧2)). (91)

are scalar Hurwitz polynomials.

Proof. The proof of (90) and (91) readily follows from the interlacing properties
of the roots of the orthogonal polynomials 𝑝𝑘,𝑚(𝑧) and ̃︀𝑝𝑘,𝑚−1(𝑧) for 𝑘 = 1, 2, and
from the fact that 𝑎0𝑎1 > 0, where 𝑎0 and 𝑎1 are the leading coefficients of the
polynomial 𝑓𝑛(𝑧) = 𝑎0𝑧

𝑛 + 𝑎1𝑧
𝑛−1 + · · · + 𝑎𝑛; see the Hermite–Biehler theorem

[3], [32].

Remark 13. From (78) and (89), we see that the determinants of the coeffici-
ents of these polynomials are positive. Based on this observation, we propose the
conjecture below.
Conjecture. The determinants of the coefficients 𝐴𝑗 of an HTM polynomial f𝑛
are positive.

6. Additional remarks

In this section, to clarify the importance of the present work, we recall several
relevant results from [49], paying particular attention to certain steps in the proofs
that were left implicit. We emphasize that the authors of [49] (2021) were the first
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to propose that the HTM polynomials possess the Hurwitz property, while the
concept of HTM polynomials itself was introduced earlier by the author of the
present work in [6] (2015).

Lemma 5. [49, Lemma 3.4] Let 𝑁𝑅(𝑧), 𝐷𝑅(𝑧), 𝑁𝐿(𝑧) and 𝐷𝐿(𝑧) ∈ C[𝑧]𝑝×𝑝 be
regular such that deg𝐷𝑅 > deg𝑁𝑅, deg𝐷𝐿 > deg𝑁𝐿 and, for all large enough
𝑧 ∈ C,

(𝐷𝐿(𝑧))
−1𝑁𝐿(𝑧) = 𝑁𝑅(𝑧)(𝐷𝑅(𝑧))

−1 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑧−(𝑘+1)𝑠𝑘.

If 𝐷𝐿(𝑧) and 𝐷𝑅(𝑧) are written in the form

𝐷𝐿(𝑧) =

𝑚𝐿∑︁
𝑘=0

𝐷𝐿,𝑚𝐿−𝑘𝑧
𝑘 and 𝐷𝑅(𝑧) =

𝑚𝑅∑︁
𝑘=0

𝐷𝑅,𝑚𝑅−𝑘𝑧
𝑘,

where 𝐷𝐿,𝑘 ∈ C𝑝×𝑝 for 𝑘 = 0, . . . ,𝑚𝐿 and 𝐷𝑅,𝑘 ∈ C𝑝×𝑝 for 𝑘 = 0, . . . ,𝑚𝑅, then

B𝐷𝐿,𝑁𝐿
(𝐷𝑅, 𝑁𝑅) =

⎛⎜⎝𝐷𝐿,𝑚𝐿−1 · · · 𝐷𝐿,0

...
. . .

...
𝐷𝐿,0 · · ·

⎞⎟⎠
⎛⎜⎝ 𝑠0 · · · 𝑠𝑚𝑅−1

...
. . .

...
𝑠𝑚𝐿−1 · · · 𝑠𝑚𝑅+𝑚𝐿−2

⎞⎟⎠
·

⎛⎜⎝𝐷𝑅,𝑚𝑅−1 · · · 𝐷𝑅,0

...
. . .

...
𝐷𝑅,0 · · ·

⎞⎟⎠ . (92)

Let 𝐿1 and 𝐿 be as in (74). In [49], the Theorem 3.5 is regarding the inertia
representation of matrix polynomials f𝑛. For 𝑛 = 2𝑚, in the proof of [49, Theorem
3.5] the [49, Equality (3.6)] in terms of our notations is the following

𝐵𝐿*
1,𝐿

*(𝐿,𝐿1) = 2𝑖𝐵h*
2𝑚(−𝑥̄2),𝑥g*

2𝑚(−𝑥̄2)(h2𝑚(−𝑥2),−𝑥g2𝑚(−𝑥2)). (93)

The authors of [49] use 2𝑖 𝐵𝐹∨
𝑒 ,−𝐹∨

0

(︀ ̂︀𝐹𝑒, − ̂︀𝐹0

)︀
in place of the right-hand side of

(93). They claim that Lemma 5 implies that the matrix 2𝑖 𝐵𝐹∨
𝑒 ,−𝐹∨

0

(︀ ̂︀𝐹𝑒, − ̂︀𝐹0

)︀
is

congruent to the block Hankel matrix⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑠0 0𝑝 𝑠1 · · · 𝑠𝑚−1 0𝑝
0𝑝 𝑠1 0𝑝 · · · 0𝑝 𝑠𝑚
𝑠1 0𝑝 𝑠2 · · · 𝑠𝑚 0𝑝
...

...
...

. . .
...

...
𝑠𝑚−1 0𝑝 𝑠𝑚 · · · 𝑠2𝑚−2 0𝑝
0𝑝 𝑠𝑚 0𝑝 · · · 0𝑝 𝑠2𝑚−1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (94)

and that, after a suitable reordering of rows and columns in (94), it is further
congruent to (︂

𝐻1,𝑚−1 0
0 𝐻2,𝑚−1

)︂
. (95)
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Remark 14. By comparing the Hankel matrix of the right-hand side of (92) and
the matrix (94) It is not clear how from 2𝑖 𝐵𝐹∨

𝑒 ,−𝐹∨
0

(︀ ̂︀𝐹𝑒, − ̂︀𝐹0

)︀
one gets (94).

Furthermore, it is not clear how from (94) one obtains (95).

In contrast, for 𝑛 = 2𝑚, in the present work we derive the matrix
(︁

𝐻2,𝑚−1 0
0 𝐻1,𝑚−1

)︁
associated with the quadratic form in (95) by employing the decomposition (34)
and by computing explicitly the quadratic forms corresponding to (32) and (33),
as shown in (66). Additionally, for 𝑛 = 2𝑚+ 1, the proof of [49, Theorem 3.5] is
not given.

In Theorem 4.10 of [49], a “stability criterion via Markov parameters” for
matrix polynomials f𝑛 in even and odd cases is suggested. We have the following
remark regarding this.

Remark 15. For 𝑛 = 2𝑚, Theorem 4.10 of [49], is related to the HTM polynomi-
als. Other matrix polynomials, for example, the Hurwitz polynomial (86), are not
covered by [49, Theorem 4.10].
In this work, we do not discuss the case 𝑛 = 2𝑚+ 1 of Theorem 4.10 of [49].

7. Conclusion

In this work we obtained an explicit representation of the Bezoutian associated
with Hurwitz-type matrix polynomials. This representation clarifies the relation
between Hurwitz-type matrix polynomials and classical Hurwitz matrix polynomi-
als and provides a constructive tool for verifying Hurwitzness in the matricial setti-
ng. Our approach, based on the decomposition of Bezoutians and on the structure
of truncated matricial Stieltjes moment problems, offers a natural framework
for extending classical stability criteria to matrix polynomials. In addition, we
proposed a method to enlarge the class of Hurwitz-type matrix polynomials by
perturbing a polynomial that is not of Hurwitz type so that the new polynomial
becomes Hurwitz type. These results contribute to a better understanding of the
structure of Hurwitz-type matrix polynomials and their relation to Bezoutians,
and they suggest further developments in matrix moment problems, continued
fractions, and stability theory.
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Про стiйкiсть за Гурвiцем матричних полiномiв типу Гурвiца

А. Е. Чоке-Рiвер
Iнститут фiзики та математики

Унiверситет Мiчоакана-де-Сан-Нiколас-де-Iдальго
Будiвля C-3, Центральний кампус, 58060, Морелiя, Мiчоакан, Мексика

Дiйсний скалярний полiном, коренi якого лежать у лiвiй пiвплощинi комплексної
площини, називається полiномом Гурвiца. Це поняття походить з робiт Дж. К. Ма-
ксвелла, Е. Дж. Раута, та А. Гурвiца, i пiзнiше вивчалося за допомогою таких ме-
тодiв, як послiдовностi Штурма, параметри Маркова, та ланцюговi дроби; див., на-
приклад, Теорiя матриць, Том II, Роздiл XV, AMS Chelsea (2000), Ф. Гантмахера.

Матричний полiном 𝑃 (𝑧) розмiру 𝑞 × 𝑞 називається Гурвiцевим якщо det𝑃 (𝑧)
є Гурвiцевим полiномом. Кожен матричний полiном f𝑛 може бути представлений
у формi f𝑛(𝑧) = h𝑛(𝑧

2) + 𝑧 g𝑛(𝑧
2). Матричний полiном f2𝑚 називається полiномом

типу Гурвiца якщо вираз g2𝑚(𝑧)h−1
2𝑚(𝑧) допускає представлення у виглядi скiнчен-

ного ланцюгового дробу з додатно визначеними матричними коефiцiєнтами. Анало-
гiчно, матричний полiном непарного степеня f2𝑚+1 є полiномом типу Гурвiца якщо
1
𝑧h2𝑚+1(𝑧)g

−1
2𝑚+1(𝑧) має таку ж саму властивiсть. Поняття матричних полiномiв типу

Гурвiца було введено в Про матричнi полiноми типу Гурвiца та їх взаємозв’язки
з додатно визначеними послiдовностями Стiлтьєса та ортогональними матри-
чними полiномами, Linear Algebra Appl. 476 (2015), автором А. Е. Чоке-Рiверо.

У цiй роботi ми виводимо явну форму Безутiана, пов’язаного з матричними
полiномами типу Гурвiца. Той факт, що матричнi полiноми типу Гурвiца є матри-
чними полiномами Гурвiца, був запропонований та частково доведений з викори-
станням Безутiанiв у Про узагальнення класичних критерiїв стiйкостi Гурвiца для
матричних полiномiв, J. Comput. Appl. Math. 383 (2021), авторами X. Жаном та
А. Дьяченком. На вiдмiну вiд цiєї роботи, ми використовуємо розкладання фор-
ми Безутiана, введене в Деякi питання теорiї моментiв, Переклади математичних

https://doi.org/10.1080/00207177808922362
https://doi.org/10.1016/j.cam.2020.113113
https://doi.org/10.26565/2221-5646-2026-103-01
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монографiй 2, AMS, 1962, авторами Н. I. Ахiєзер та М. Г. Крейн, для скалярних
полiномiв.

Крiм того, ми пропонуємо метод розширення класу матричних полiномiв типу
Гурвiца шляхом додавання до заданого полiнома матричного полiнома, який не є
полiномом типу Гурвiца, але при цьому отриманий полiном стає типу Гурвiца.
Ключовi слова: Гурвiцевий матричний полiном; ортогональний матричний

полiном; Безутiан; матричний полiном типу Гурвiца.
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On stabilization of canonical nonlinear systems in a

special case

The paper addresses the stabilization problem for canonical nonlinear
systems, which in the triangular case correspond to systems in 𝑝–normal
form. These systems are inherently nonlinear because they are not feedback
linearizable, and their linear approximation is degenerate and does not
characterize the stability of the equilibrium at the origin. In the triangular
case, backstepping is a standard feedback design tool due to its recursive
nature. Backstepping provides a powerful framework for stabilizing a wide
class of nonlinear systems in strict-feedback form. However, this recursive
approach typically leads to feedback controllers of increasing complexity as
the system dimension grows. This motivates the investigation of simpler
control design methods. Several notable results on non-recursive stabilizati-
on have been obtained in recent years. The classes of polynomial control
laws have been constructed for the case of strictly decreasing exponents of
power terms in the right-hand side of the system. In particular, it has been
shown that the system can be asymptotically stabilized by a linear feedback
control law in the strictly decreasing case. Moreover, control coefficients
can be chosen as arbitrary positive numbers. It is also established that it
is possible to achieve stabilization in a certain special case of non-strictly
decreasing exponents under additional conditions on the control coeffici-
ents. In this work, we solve the linear stabilization problem in a previously
unexplored case of non-strictly decreasing exponents for a three-dimensional
system. We propose constructive method of finding conditions for the control
coefficients to guarantee asymptotic stabilization. Our approach is based on
the Lyapunov function method. We also use stabilization through nonlinear
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approximation to generalize our result. The effectiveness of the proposed
approach is demonstrated and confirmed by numerical examples.

Keywords: stabilization; nonlinear systems; Lyapunov function

method; critical case; feedback control; linear stabilization.

2020 Mathematics Subject Classification: 93D05; 93D15; 93D30; 34H05;
34H15.

1. Introduction

Stabilization of nonlinear systems is an important and actively investigated
direction in control theory [1, 3, 4, 5, 6, 7, 9]. Particular attention has been
given to nonlinear systems whose behavior can not be adequately captured by
linear approximation [1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9]. This situation corresponds to the
so-called critical case and requires nonlinear techniques beyond standard lineari-
zation, such as backstepping or its numerous modifications [5, 6, 7, 8]. While
highly effective, the recursive structure of backstepping often leads to complex
control laws whose implementation becomes challenging as the system dimensi-
on increases. This motivates the development of non-recursive approaches with
reduced complexity, resulting in control laws of simpler form [1, 3, 4, 9].

In this paper, we focus on canonical nonlinear systems, for which linearization-
based methods are not directly applicable. Specifically, we consider systems of the
following form:{︃

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1 + 𝜙𝑖(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛 ,
(1)

where 𝑝𝑖 ≥ 1 are ratios of positive odd integers, and 𝜙𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) are continuous
real-valued functions of higher order than 𝑥𝑝𝑖𝑖+1 satisfying 𝜙𝑖(0, . . . , 0) = 0 for all
𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1. We address the problem of finding simple stabilizing controls for
this system.

Classes of easily implementable stabilizing control laws for system (1) have
been proposed in [3, 4, 9] using non-recursive Lyapunov design. In [9], it is shown
that system (1) can be linearly stabilized under the assumption of strictly decreas-
ing exponents, i.e., 𝑝1 > 𝑝2 > · · · > 𝑝𝑛 ≥ 1. Moreover, under this assumption,
the control coefficients can be selected as arbitrary positive numbers 𝑘𝑖 > 0,
𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Throughout the paper we adopt the following convention. For the linear control
law 𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 + · · · − 𝑘𝑛𝑥𝑛, the parameters 𝑘1, 𝑘2, . . . , 𝑘𝑛 are called
control coefficients or control gains.

In what follows, we restrict our attention to the three-dimensional case
and consider the linear stabilization problem. In a related study [1], the local
asymptotic stability of system (1) for the case 𝑛 = 3 was investigated. A
specific case of non-strictly decreasing exponents was studied in [1], namely
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𝑝1 > 𝑝2 = 𝑝3 = 1. It was proved that such a system can be stabilized by a
linear control law of the form

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3,

where 𝑘𝑖 > 0 for 𝑖 = 1, 2, 3, provided that 𝑘𝑖 satisfy the following constraint:

𝑘23 >
𝑘2(3 + 2

√
3)

3
.

However, the question of the stabilizability of system (1) by linear feedback
remains open in the general case. In this work, we investigate a previously
unexplored case of non-strictly decreasing exponents in which 𝑝1 = 𝑝2 > 𝑝3 = 1.
We constructively demonstrate that, under this condition, system (1) is locally
asymptotically stabilizable by a linear feedback control law.

Our primary objective is the synthesis of a linear state-feedback control law
𝑢(𝑥) that guarantees the local asymptotic stability of system (1) at the origin.
To achieve this, we employ the Lyapunov function method by constructing a
Lyapunov function obtained as a modification of the Lyapunov functions used
in [1, 9]. This allows us to derive explicit sufficient conditions for the control
gains and establish the asymptotic stability of the equilibrium at the origin of the
corresponding closed-loop system.

2. Problem formulation and Lyapunov design

We study the nonlinear system⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥𝑝2,

𝑥̇2 = 𝑥𝑝3,

𝑥̇3 = 𝑢,

(2)

where 𝑢 ∈ R is a control, 𝑝 > 1 is a ratio of two positive odd integers. Here
𝑝1 = 𝑝2 = 𝑝.

We consider a linear state-feedback control law of the form

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3, (3)

where 𝑘𝑖 > 0 are real positive numbers for 𝑖 = 1, 2, 3. Our objective is to estab-
lish conditions on the coefficients 𝑘𝑖 under which the linear control 𝑢(𝑥) ensures
asymptotic stability of the equilibrium at the origin of system (2).

Let us introduce the following Lyapunov function:

𝑉 (𝑥) =
1

2

(︂
𝑔1(𝑝)

𝑘𝑝2
𝑘1

(𝑘1𝑥1)
2 + 𝑔2(𝑝)

𝑘𝑝3
𝑘2

(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2)
2 +

1

𝑘3
(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3)

2

)︂
,

where 𝑔1(𝑝), 𝑔2(𝑝) are strictly positive functions that depend on 𝑝. It should be
noted that in previous works [1] and [9], the weighting functions 𝑔1(𝑝), 𝑔2(𝑝) were
set equal to 1.
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Clearly, 𝑉 (𝑥) is positive definite for any choice of positive feedback gains
𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0. To simplify the subsequent analysis, we use the following linear
coordinate transformation:

𝑒1 = 𝑘1𝑥1, 𝑒2 = 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2, 𝑒3 = 𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3. (4)

Expressing the Lyapunov function in these new coordinates yields

𝑉 (𝑒) =
1

2

(︂
𝑔1(𝑝)

𝑘𝑝2
𝑘1
𝑒21 + 𝑔2(𝑝)

𝑘𝑝3
𝑘2
𝑒22 +

1

𝑘3
𝑒23

)︂
. (5)

The corresponding inverse coordinate transformation is given by

𝑥1 = 𝑘−1
1 𝑒1, 𝑥2 = 𝑘−1

2 (𝑒2 − 𝑒1), 𝑥3 = 𝑘−1
3 (𝑒3 − 𝑒2).

Differentiating (4) along the trajectories of system (2) under the state-feedback
control law 𝑢 = 𝑢(𝑥), we obtain

𝑒̇1 = 𝑘1𝑥̇1 = 𝑘1𝑥
𝑝
2 =

𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝,

𝑒̇2 = 𝑘1𝑥̇1 + 𝑘2𝑥̇2 = 𝑘1𝑥
𝑝
2 + 𝑘2𝑥

𝑝
3 =

𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2
𝑘𝑝3

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝,

𝑒̇3 = 𝑘1𝑥̇1 + 𝑘2𝑥̇2 + 𝑘3𝑥̇3 =
𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2
𝑘𝑝3

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝 + 𝑘3𝑢(𝑥).

Substituting the linear control law 𝑢(𝑥) = −(𝑘1𝑥1 + 𝑘2𝑥2 + 𝑘3𝑥3) = −𝑒3 into the
third equation, we arrive at the system⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑒̇1 =
𝑘1
𝑘𝑝2
(𝑒2 − 𝑒1)

𝑝,

𝑒̇2 =
𝑘1
𝑘𝑝2
(𝑒2 − 𝑒1)

𝑝 + 𝑘2
𝑘𝑝3
(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝,

𝑒̇3 =
𝑘1
𝑘𝑝2
(𝑒2 − 𝑒1)

𝑝 + 𝑘2
𝑘𝑝3
(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝 − 𝑘3𝑒3.

(6)

We now proceed to compute the time derivative of the Lyapunov function
𝑉 (𝑒), defined by (5), along the trajectories of the closed-loop system (6):

𝑉̇ (𝑒) =
𝜕𝑉

𝜕𝑒1
𝑒̇1 +

𝜕𝑉

𝜕𝑒2
𝑒̇2 +

𝜕𝑉

𝜕𝑒3
𝑒̇3.

Now we evaluate each term individually, which yields

𝜕𝑉

𝜕𝑒1
𝑒̇1 =

(︂
𝑔1(𝑝)

𝑘𝑝2
𝑘1
𝑒1

)︂(︂
𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝

)︂
= 𝑔1(𝑝)𝑒1(𝑒2 − 𝑒1)

𝑝,

𝜕𝑉

𝜕𝑒2
𝑒̇2 =

(︂
𝑔2(𝑝)

𝑘𝑝3
𝑘2
𝑒2

)︂(︂
𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2
𝑘𝑝3

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝

)︂
= 𝑔2(𝑝)

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 + 𝑔2(𝑝)𝑒2(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝,

𝜕𝑉

𝜕𝑒3
𝑒̇3 =

(︂
1

𝑘3
𝑒3

)︂(︂
𝑘1
𝑘𝑝2

(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2
𝑘𝑝3

(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝 − 𝑘3𝑒3

)︂
=

𝑘1
𝑘𝑝2𝑘3

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝 − 𝑒23.
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By summing the above expressions, we obtain the total time derivative

𝑉̇ (𝑒) = 𝑔1(𝑝)𝑒1(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 + 𝑔2(𝑝)

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 + 𝑔2(𝑝)𝑒2(𝑒3 − 𝑒2)

𝑝

+
𝑘1
𝑘𝑝2𝑘3

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝 − 𝑒23.

Recall that 𝑝 is defined as a ratio of positive odd integers, which implies that
(𝑒𝑖−𝑒𝑗)𝑝 = −(𝑒𝑗−𝑒𝑖)𝑝 for any 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3. Utilizing this property and rearranging
the terms, we can express 𝑉̇ (𝑒) in the following form:

𝑉̇ (𝑒) = −𝑔1(𝑝)𝑒1(𝑒1 − 𝑒2)
𝑝 − 𝑔2(𝑝)𝑒2(𝑒2 − 𝑒3)

𝑝 − 𝑒23

+ 𝑔2(𝑝)
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘1
𝑘𝑝2𝑘3

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 +

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝.

(7)

Before proceeding with the estimation of 𝑉̇ (𝑒), we recall several fundamental
algebraic inequalities. These auxiliary results are well-established in the literature
[1, 6, 9].

Lemma 1. For any real number 𝑝 ≥ 1 and arbitrary scalars 𝑥𝑖 ∈ R for 𝑖 =
1, . . . , 𝑛, the following inequality holds:

|𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛|𝑝 ≤ 𝑛𝑝−1 (|𝑥1|𝑝 + |𝑥2|𝑝 + · · ·+ |𝑥𝑛|𝑝) .

Lemma 2. Let 𝑝 ≥ 1 be a ratio of positive odd integers. Then, for all 𝑥, 𝑎 ∈ R,
the following inequality holds:

𝑥(𝑥+ 𝑎)𝑝 ≥ 21−𝑝𝑥𝑝+1 + 𝑥𝑎𝑝.

Lemma 3 (Parameterized Young’s Inequality). Let 𝑚 > 0 and 𝑛 > 0 be real
constants. Then, for any strictly positive parameter 𝛾 > 0, the following inequality
holds for all 𝑥, 𝑦 ∈ R:

|𝑥|𝑚|𝑦|𝑛 ≤ 𝑚

𝑚+ 𝑛
𝛾|𝑥|𝑚+𝑛 +

𝑛

𝑚+ 𝑛
𝛾−

𝑚
𝑛 |𝑦|𝑚+𝑛.

We now derive several inequalities that will be required for the subsequent
analysis. By applying Lemmas 1 and 2 to the corresponding individual terms of
the derivative, given by (7), we establish the following upper bounds:

−𝑔1(𝑝)𝑒1(𝑒1 − 𝑒2)
𝑝 ≤ 𝑔1(𝑝)

(︁
−21−𝑝𝑒𝑝+1

1 + |𝑒1||𝑒2|𝑝
)︁
,

−𝑔2(𝑝)𝑒2(𝑒2 − 𝑒3)
𝑝 ≤ 𝑔2(𝑝)

(︁
−21−𝑝𝑒𝑝+1

2 + |𝑒2||𝑒3|𝑝
)︁
,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

𝑔2(𝑝)𝑒2(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 ≤ 𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)
(︁
𝑒𝑝+1
2 + |𝑒1|𝑝|𝑒2|

)︁
, (8)

𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

𝑒3(𝑒2 − 𝑒1)
𝑝 ≤ 𝑘1

𝑘3𝑘
𝑝
2

2𝑝−1 (|𝑒2|𝑝|𝑒3|+ |𝑒1|𝑝|𝑒3|) ,

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

𝑒3(𝑒3 − 𝑒2)
𝑝 ≤ 𝑘2

𝑘𝑝+1
3

2𝑝−1
(︁
𝑒𝑝+1
3 + |𝑒2|𝑝|𝑒3|

)︁
.
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By Young’s inequality, for any real numbers 𝑎, 𝑏 ≥ 0 and 𝑛,𝑚 > 1 such that
1
𝑛 + 1

𝑚 = 1, we have

𝑎𝑏 ≤ 𝑎𝑛

𝑛
+
𝑏𝑚

𝑚

.

Therefore, by setting 𝑛 := 1 + 𝑠 and 𝑚 := 1 + 1
𝑠 , where 𝑠 > 0 is an arbitrary

constant, we can estimate the term |𝑒𝑝𝑖 ||𝑒𝑗 | as follows:

|𝑒𝑝𝑖 ||𝑒𝑗 | ≤
1

1 + 𝑠
|𝑒𝑖|𝑝(1+𝑠) +

𝑠

𝑠+ 1
|𝑒𝑗 |1+

1
𝑠 .

Suppose that {𝐶𝑖}5𝑖=1 are positive real numbers. Letting 𝑠 :=
1
𝑝 , we obtain

|𝑒1||𝑒2|𝑝 = |𝐶𝑝
1𝑒1|

⃒⃒⃒⃒
1

𝐶1
𝑒2

⃒⃒⃒⃒𝑝
≤ 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1
𝑒𝑝+1
1 +

𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

𝑒𝑝+1
2 ,

|𝑒1|𝑝|𝑒2| = |𝐶𝑝
2𝑒1|

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝐶𝑝2

2

𝑒2

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝑝𝐶

𝑝(𝑝+1)
2

𝑝+ 1
𝑒𝑝+1
1 +

1

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

𝑒𝑝+1
2 .

To establish the following estimates, we choose any number 𝑠1 ∈
(︁
1
𝑝 ; 1
)︁
and apply

Young’s inequality with 𝑛 = 1 + 𝑠1:

|𝑒2|𝑝|𝑒3| =
⃒⃒⃒⃒
1

𝐶3
𝑒2

⃒⃒⃒⃒𝑝
|𝐶𝑝

3𝑒3| ≤
1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝(𝑠1+1)
3

|𝑒2|𝑝(𝑠1+1) +
𝑠1𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠1

)

3

𝑠1 + 1
|𝑒3|

1+ 1
𝑠1 ,

|𝑒1|𝑝|𝑒3| = |𝐶𝑝
4𝑒1|

𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ 1

𝐶𝑝2

4

𝑒3

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ 𝐶

𝑝(1+𝑠1)
4

𝑠1 + 1
|𝑒1|𝑝(1+𝑠1) +

𝑠1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝2(1+ 1

𝑠1
)

4

|𝑒3|
1+ 1

𝑠1 ,

Next, we fix 𝑠2 ∈
(︁
2
𝑝 − 1; 1𝑝

)︁
for 1 < 𝑝 < 2 or any 𝑠2 ∈

(︁
0, 1𝑝

)︁
for 𝑝 > 2:

|𝑒3|𝑝|𝑒2| =
⃒⃒⃒⃒
1

𝐶5
𝑒3

⃒⃒⃒⃒𝑝
|𝐶𝑝

5𝑒2| ≤
1

(1 + 𝑠2)𝐶
𝑝(𝑠2+1)
5

|𝑒3|𝑝(𝑠2+1) +
𝑠2𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠2

)

5

𝑠2 + 1
|𝑒2|

1+ 1
𝑠2 .

To establish asymptotic stability, we will determine additional constraints on
the parameters 𝐶𝑖 to guarantee the negative definiteness of 𝑉̇ (𝑒) in some small
punctured neighborhood of the origin.
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Applying the previously established inequalities sequentially, we obtain

𝑉̇ (𝑒) ≤ −𝑔1(𝑝)21−𝑝𝑒𝑝+1
1 + 𝑔1(𝑝)

(︃
𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

𝑒𝑝+1
2 +

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1
𝑒𝑝+1
1

)︃

+ 𝑔2(𝑝)

⎛⎝ 1

(1 + 𝑠2)𝐶
𝑝(𝑠2+1)
5

|𝑒3|𝑝(𝑠2+1) +
𝑠2𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠2

)

5

𝑠2 + 1
|𝑒2|

1+ 1
𝑠2

⎞⎠
− 𝑔2(𝑝)2

1−𝑝𝑒𝑝+1
2 − 𝑒23 +

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)𝑒
𝑝+1
2

+
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)

(︃
𝑝𝐶

𝑝(𝑝+1)
2

𝑝+ 1
𝑒𝑝+1
1 +

1

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

𝑒𝑝+1
2

)︃

+
𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

2𝑝−1

⎛⎝ 1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝(𝑠1+1)
3

|𝑒2|𝑝(𝑠1+1) +
𝑠1𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠1

)

3

𝑠1 + 1
|𝑒3|

1+ 1
𝑠1

⎞⎠
+

𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

2𝑝−1

⎛⎝𝐶𝑝(1+𝑠1)
4

𝑠1 + 1
|𝑒1|𝑝(1+𝑠1) +

𝑠1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝2(1+ 1

𝑠1
)

4

|𝑒3|
1+ 1

𝑠1

⎞⎠
+

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

2𝑝−1

⎛⎝ 1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝(𝑠1+1)
3

|𝑒2|𝑝(𝑠1+1) +
𝑠1𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠1

)

3

𝑠1 + 1
|𝑒3|

1+ 1
𝑠1

⎞⎠
+

𝑘2

𝑘𝑝+1
3

2𝑝−1𝑒𝑝+1
3 .

Grouping the coefficients of the dominant stabilizing terms 𝑒𝑝+1
1 , 𝑒𝑝+1

2 , and 𝑒23,
we can rewrite the right-hand side as

𝑉̇ (𝑒) ≤

[︃
− 𝑔1(𝑝)2

1−𝑝 + 𝑔1(𝑝)
𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1
+
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)
𝑝𝐶

𝑝(𝑝+1)
2

𝑝+ 1

]︃
𝑒𝑝+1
1

+

[︃
− 𝑔2(𝑝)2

1−𝑝 + 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

+
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)

(︃
1 +

1

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

)︃]︃
𝑒𝑝+1
2 − 𝑒23 + ℎ(𝑒),

(9)

where the function of higher-order terms ℎ(𝑒) is given by

ℎ(𝑒) =

[︃
𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

2𝑝−1𝐶
𝑝(1+𝑠1)
4

𝑠1 + 1

]︃
|𝑒1|𝑝(1+𝑠1)

+ 2𝑝−1

[︃
𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝(𝑠1+1)
3

+
𝑘2

𝑘𝑝+1
3

1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝(𝑠1+1)
3

]︃
|𝑒2|𝑝(𝑠1+1)
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+
𝑘2

𝑘𝑝+1
3

2𝑝−1𝑒𝑝+1
3 + 𝑔2(𝑝)

⎛⎝ 1

(1 + 𝑠2)𝐶
𝑝(𝑠2+1)
5

|𝑒3|𝑝(𝑠2+1) +
𝑠2𝐶

𝑝(1+ 1
𝑠2

)

5

𝑠2 + 1
|𝑒2|

1+ 1
𝑠2

⎞⎠
+ 2𝑝−1

⎡⎣ 𝑘1
𝑘3𝑘

𝑝
2

⎛⎝𝑠1𝐶𝑝(1+ 1
𝑠1

)

3

𝑠1 + 1
+

𝑠1

(1 + 𝑠1)𝐶
𝑝2(1+ 1

𝑠1
)

4

⎞⎠+
𝑘2

𝑘𝑝+1
3

𝑠1𝐶
𝑝(1+ 1

𝑠1
)

3

𝑠1 + 1

⎤⎦ |𝑒3|
1+ 1

𝑠1 .

We note that, in a sufficiently small neighborhood of the origin, the sign of
the right-hand side of inequality (9) for 𝑉̇ (𝑒) is determined by the corresponding
terms with the smaller exponents in each variable. Next we demonstrate that ℎ(𝑒)
consists entirely of higher-order terms and, thus, does not affect the sign of 𝑉̇ (𝑒)
for sufficiently small 𝑒.

We recall that 𝑠1 > 1
𝑝 and 𝑠2 <

1
𝑝 . Therefore, the exponents of the factors

|𝑒1|𝑝(1+𝑠1), |𝑒2|𝑝(𝑠1+1), and |𝑒2|
1+ 1

𝑠2 satisfy the inequalities

𝑝(1 + 𝑠1) > 𝑝+ 1 and 1 +
1

𝑠2
> 𝑝+ 1.

This confirms that the sum of the terms with factors |𝑒1|𝑝(1+𝑠1), |𝑒2|𝑝(𝑠1+1), and

|𝑒2|
1+ 1

𝑠2 are locally dominated by the terms with the factors 𝑒𝑝+1
1 and 𝑒𝑝+1

2 in a
sufficiently small neighborhood of the origin.

It is clear that the terms with the factors 𝑒𝑝+1
3 , |𝑒3|

1+ 1
𝑠1 , and |𝑒3|𝑝(𝑠2+1) are

dominated by the term with the factor 𝑒23 for sufficiently small 𝑒3. The conditions
for the exponents 𝑝+ 1, 1 + 1

𝑠1
, and 𝑝(𝑠2 + 1) are verified as follows:

𝑝+ 1 > 2 is trivially satisfied since 𝑝 > 1;

1 +
1

𝑠1
> 2 is satisfied due to the restriction 𝑠1 < 1;

𝑝(𝑠2 + 1) > 2 is satisfied since 𝑠2 > max

{︂
0,

2− 𝑝

𝑝

}︂
.

Thus, ℎ(𝑒) does not affect the local negative definiteness of 𝑉̇ (𝑒).

2. Conditions on the coefficients of stabilizing controller

Based on the Lyapunov function method, to guarantee the asymptotic stability
of the equilibrium at the origin, it is sufficient to show that the derivative 𝑉̇ (𝑒)
is negative definite in some neighborhood of the origin. In order to ensure the
negative definiteness, the coefficients associated with the dominant factors 𝑒𝑝+1

1

and 𝑒𝑝+1
2 must be strictly negative.

To determine whether there exist scaling constants 𝐶1 and 𝐶2 such that the
coefficients associated with 𝑒𝑝+1

1 and 𝑒𝑝+1
2 are strictly negative, we consider the

following system of inequalities:⎧⎪⎨⎪⎩
−𝑔1(𝑝)21−𝑝 + 𝑔1(𝑝)

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+1 +
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)
𝑝𝐶

𝑝(𝑝+1)
2

𝑝+1 < 0,

−𝑔2(𝑝)21−𝑝 + 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+1)𝐶𝑝+1
1

+
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)

(︂
1 + 1

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

)︂
< 0,
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which can be equivalently rewritten as⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)
𝑝𝐶

𝑝(𝑝+1)
2

𝑝+1 < 𝑔1(𝑝)

(︂
21−𝑝 − 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+1

)︂
,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

2𝑝−1𝑔2(𝑝)

(︂
1 + 1

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

)︂
< 𝑔2(𝑝)2

1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+1)𝐶𝑝+1
1

.

Consequently, we obtain a decoupled system where the left-hand sides of the
inequalities depend exclusively on the control gains 𝑘𝑖, while the right-hand sides
depend solely on the scaling parameters 𝐶1 and 𝐶2:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−𝑝

𝑔2(𝑝)
𝑔1(𝑝)

(︂
21−𝑝 − 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+1

)︂
𝑝+1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−𝑝

𝑔2(𝑝)

(︁
𝑔2(𝑝)2

1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+1)𝐶𝑝+1
1

)︁
(𝑝+1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 +1

.

(10)

Given that the control gains satisfy 𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 > 0, the system of inequalities
(10) admits a solution if and only if the right-hand sides are strictly positive. Since
𝐶1 > 0 and 𝐶2 > 0, this condition simplifies to the requirement that the terms
within the parentheses be strictly positive:

21−𝑝 − 𝐶
𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1
> 0,

𝑔2(𝑝)2
1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)

𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

> 0.

Isolating 𝐶1 from these inequalities results in both an upper and a lower
bound:

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1 < 21−𝑝(𝑝+ 1),

𝐶𝑝+1
1 >

𝑔1(𝑝)𝑝

𝑔2(𝑝)(𝑝+ 1)
2𝑝−1.

An admissible scaling constant 𝐶1 exists if and only if the strict lower bound
is less than the strict upper bound. By raising the lower bound to the power of 𝑝
(to match the exponent of the upper bound), we arrive at the following sequence
of equivalent inequalities:(︂

𝑔1(𝑝)𝑝

𝑔2(𝑝)(𝑝+ 1)
2𝑝−1

)︂𝑝

< 21−𝑝(𝑝+ 1),(︂
𝑔1(𝑝)

𝑔2(𝑝)

)︂𝑝(︂ 𝑝

𝑝+ 1

)︂𝑝

< 21−𝑝2(𝑝+ 1),(︂
𝑔1(𝑝)

𝑔2(𝑝)

)︂𝑝

< 21−𝑝2 (𝑝+ 1)𝑝+1

𝑝𝑝
.

Consequently, the necessary and sufficient conditions for the solvability of
system (10) are formalized as follows:

0 < 𝑔1(𝑝) < 2
1
𝑝
−𝑝 (𝑝+ 1)

1+ 1
𝑝

𝑝
𝑔2(𝑝), (11)
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and (︂
𝑔1(𝑝)𝑝

𝑔2(𝑝)(𝑝+ 1)
2𝑝−1

)︂𝑝

< 𝐶
𝑝(𝑝+1)
1 < 21−𝑝(𝑝+ 1). (12)

2.1. Optimization of the scaling parameters

Let us denote the right-hand sides of the inequalities in system (10) as
𝑅1(𝐶1, 𝐶2) and 𝑅2(𝐶1, 𝐶2):

𝑅1(𝐶1, 𝐶2) :=
21−𝑝

𝑔2(𝑝)
𝑔1(𝑝)

(︃
21−𝑝 − 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1

)︃
𝑝+ 1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

, (13)

𝑅2(𝐶1, 𝐶2) :=
21−𝑝

𝑔2(𝑝)

(︃
𝑔2(𝑝)2

1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

)︃
(𝑝+ 1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 + 1

. (14)

Since the left-hand sides of the inequalities in system (10) are identical, system
(10) is equivalent to

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< min{𝑅1(𝐶1, 𝐶2), 𝑅2(𝐶1, 𝐶2)}.

To obtain a sharper estimate, we maximize this minimum over the scaling
parameters. In other words, we are led to the following max-min optimization
problem:

max
𝐶1,𝐶2>0

min{𝑅1(𝐶1, 𝐶2), 𝑅2(𝐶1, 𝐶2)}.

Analytical determination of the global maximum for this max-min problem
is non-trivial due to the complex nonlinear structure of 𝑅𝑖. However, considering
the behavior of these functions (the opposite monotonicity of the corresponding
factors), it is reasonable to suggest that a near-optimal or optimal value is reached
when they are equal. While a rigorous investigation of global optimality is beyond
the scope of this study, we equate these functions to obtain a constructive sufficient
condition:

𝑅1(𝐶
*
1 , 𝐶

*
2 ) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2 ). (15)

This constraint allows us to simplify the analysis and find a feasible candidate
pair (𝐶*

1 , 𝐶
*
2 ) that ensures the fulfillment of the stability conditions (10). Observe

from (13) and (14) that the function 𝑅𝑖(𝐶1, 𝐶2) can be decoupled as a product of
two independent functions multiplied by weighting coefficient:

𝑅𝑖(𝐶1, 𝐶2) =
21−𝑝

𝑔2(𝑝)
𝐹𝑖(𝐶1)𝐻𝑖(𝐶2), 𝑖 ∈ {1, 2}.

Consequently, a sufficient condition to satisfy equality (15) is to equate the
corresponding decoupled terms:

𝐹1(𝐶
*
1 ) = 𝐹2(𝐶

*
1 ), and 𝐻1(𝐶

*
2 ) = 𝐻2(𝐶

*
2 ).
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Let us first evaluate the equality 𝐹1(𝐶1) = 𝐹2(𝐶1):

𝑔1(𝑝)

(︃
21−𝑝 − 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1

)︃
= 𝑔2(𝑝)2

1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)
𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

,

(𝑔1(𝑝)− 𝑔2(𝑝))2
1−𝑝 − 𝑔1(𝑝)

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1

𝑝+ 1
+ 𝑔1(𝑝)

𝑝

(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1

= 0.

In the sequel we consider the case of natural 𝑝. Multiplying the entire ex-
pression by (𝑝 + 1)𝐶𝑝+1

1 to eliminate the denominator, we derive the following
polynomial equation with respect to 𝐶1:

𝑔1(𝑝)𝐶
(𝑝+1)2

1 + 21−𝑝(𝑔2(𝑝)− 𝑔1(𝑝))(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1 − 𝑔1(𝑝)𝑝 = 0. (16)

Similarly, we evaluate the equality 𝐻1(𝐶2) = 𝐻2(𝐶2):

𝑝+ 1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

=
(𝑝+ 1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 + 1

,

(𝑝+ 1)
(︁
(𝑝+ 1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2 + 1

)︁
= (𝑝+ 1)𝑝𝐶

𝑝2(𝑝+1)+𝑝(𝑝+1)
2 .

Dividing by the common factor (𝑝+ 1) and rearranging the terms, we obtain
a polynomial equation in 𝐶2:

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)2

2 − (𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 − 1 = 0. (17)

The existence of at least one positive root is guaranteed, since each polynomial
is negative at zero and tends to infinity as 𝐶1 or 𝐶2 increases. According to
Descartes’ rule of signs, the number of positive real roots of a polynomial is equal
to the number of sign changes in the sequence of its coefficients, or is less than
this number by an even integer. Therefore, since 𝑝 > 1, each of the polynomials,
(16) and (17), has exactly one positive real root.

Let 𝐶*
1 , 𝐶

*
2 be the positive real roots of the polynomials (16) and (17) respec-

tively; then the equality (15) holds. Let us choose positive definite functions 𝑔1(𝑝)
and 𝑔2(𝑝) that satisfy the inequality (11), for example:

𝑔1(𝑝) := 1, 𝑔2(𝑝) := 2𝑝. (18)

In this case, the corresponding polynomial equations simplify to the forms:

𝐶
(𝑝+1)2

1 + 21−𝑝(2𝑝 − 1)(𝑝+ 1)𝐶𝑝+1
1 − 𝑝 = 0,

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)2

2 − (𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 − 1 = 0.

Furthermore, according to (12), the root 𝐶*
1 must lie in the corresponding

interval: (︂
𝑝

2(𝑝+ 1)

)︂𝑝

< (𝐶*
1 )

𝑝(𝑝+1) < 21−𝑝(𝑝+ 1). (19)
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For any specified odd integer 𝑝 > 1, the exact values of 𝐶*
1 and 𝐶*

2 can
be computed numerically. As illustrated in Fig. 1 the blue dots represent the
calculated roots 𝐶*

1 of the polynomial (16) that successfully satisfy the bounding
condition (19).

Fig. 1. Dependence of the roots 𝐶*
1 and 𝐶*

2 on the chosen exponent 𝑝.
Рис. 1. Залежнiсть коренiв 𝐶*

1 та 𝐶*
2 вiд вибраного показника 𝑝.

An analysis of the data depicted in Fig. 1 indicates that the identified positive
root 𝐶*

1 consistently satisfies the necessary condition (12) for all odd integers
𝑝 > 1. Thus, by numerically evaluating the roots 𝐶*

1 and 𝐶*
2 , we can derive the

final stabilizing condition on the control coefficients from system (10):

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 𝑅1(𝐶
*
1 , 𝐶

*
2 ) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2 ). (20)

Consequently, a strict upper bound for the control gains can be explicitly
determined as a function of the exponent 𝑝. For instance, referencing the numerical
results compiled in Table 1, stabilizing system (2) for 𝑝 = 3 requires the following
strict inequality:

𝑘1𝑘
3
3

𝑘42
< 0.0066639059756,

where 𝑘𝑖 > 0 for 𝑖 ∈ {1, 2, 3}. When this condition is satisfied, the control law
𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1−𝑘2𝑥2−𝑘3𝑥3 guarantees the asymptotic stability of the equilibrium
at the origin of the corresponding closed-loop system.

Remark 1. The restriction to odd integers for the parameter 𝑝 is imposed here
only for convenience of exposition. In fact, the results remain valid for 𝑝 > 1 being
a ratio of odd integers with some minor modifications required in the proof.

Remark 2. It is important to note that while the system of inequalities (10)
remains solvable for any odd integer 𝑝 > 1, the computed scaling parameters
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𝐶*
1 and 𝐶*

2 are not necessarily globally optimal. Furthermore, the numerical
bounds derived using this methodology are highly dependent upon the selection
of the functions 𝑔1(𝑝) and 𝑔2(𝑝). Due to the inherent complexity of the nonlin-
ear analysis, predicting exactly how alternative choices for these functions might
influence the final numerical results is mathematically nontrivial. Consequently,
we subsequently propose an alternative approach to establish a strict bound for the
control coefficients that relies exclusively on the system exponent 𝑝.

Table 1. Numerical solution depending on 𝑝.
𝑝 𝐶*

1 𝐶*
2 𝑅1(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2 ) = 𝑅2(𝐶

*
1 , 𝐶

*
2 )

3 0.8069196040 1.03109362 0.0066639059756

5 0.8686373318 1.00779697 0.00011151180503

7 0.9026865506 1.00305250 1.7902× 10−6

9 0.9234310693 1.00149759 2.837× 10−8

11 0.9370926072 1.00084302 4.472× 10−10

13 0.9466788767 1.00052068 7.03× 10−12

15 0.9537502144 1.00034384 1.103× 10−13

17 0.9591735749 1.00023883 1.729× 10−15

19 0.9634622911 1.00017258 2.71× 10−17

2.2. Alternative approach to conditions for control gains

Now we present an alternative approach that guarantees the solvability of
the system of inequalities (10) for any odd integer 𝑝 > 1. Numerical analysis
demonstrates that this method provides a slightly less conservative estimate for
the stabilizing control coefficients.

By substituting the functions 𝑔1(𝑝) and 𝑔2(𝑝) defined in (18) into the original
system (10), we obtain⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−2𝑝

(︂
21−𝑝 − 𝐶

𝑝(𝑝+1)
1
𝑝+1

)︂
𝑝+1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−2𝑝

(︂
2− 𝑝

(𝑝+1)𝐶𝑝+1
1

)︂
(𝑝+1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 +1

.

(21)

To satisfy condition (12), we select a parameter value lying within the
corresponding interval. To ensure this, we take the geometric mean of the lower
and upper bounds of the interval as a candidate value. This leads to the following
sequence of calculations:

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1 =

√︃(︂
𝑝

2(𝑝+ 1)

)︂𝑝

21−𝑝(𝑝+ 1)

𝐶
𝑝(𝑝+1)
1 =

√︃
𝑝𝑝

(𝑝+ 1)𝑝−1
21−2𝑝
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𝐶
𝑝(𝑝+1)
1 =

𝑝
𝑝
2

(𝑝+ 1)
𝑝−1
2

2
1
2
−𝑝.

Consequently, 𝐶𝑝+1
1 can be explicitly calculated by taking the 𝑝-th root:

𝐶𝑝+1
1 =

(︁
𝐶

𝑝(𝑝+1)
1

)︁ 1
𝑝
=

√
𝑝

(𝑝+ 1)
𝑝−1
2𝑝

2
1
2𝑝

−1
.

Substituting the expression for 𝐶𝑝+1
1 into the system of inequalities (21), we

obtain ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−2𝑝

⎛⎜⎝21−𝑝 −
𝑝
𝑝
2

(𝑝+1)
𝑝−1
2

2
1
2−𝑝

𝑝+1

⎞⎟⎠ 𝑝+1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 21−2𝑝

⎛⎜⎝2− 𝑝

(𝑝+1)
√

𝑝

(𝑝+1)

𝑝−1
2𝑝

2
1
2𝑝−1

⎞⎟⎠ (𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 +1

.

By algebraic manipulation, the system is reduced to a more compact form⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 2
3
2−3𝑝

(︁√
2−

√︀
𝑝𝑝(𝑝+ 1)−𝑝−1

)︁
𝑝+1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

,

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< 22−2𝑝

(︂
1− 2−

1
2𝑝

√︁
𝑝(𝑝+ 1)

−𝑝−1
𝑝

)︂
(𝑝+1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 +1

.

(22)

Let us introduce the auxiliary functions ̃︀𝐹1(𝑝) and ̃︀𝐹2(𝑝) to denote the constant
terms ̃︀𝐹1(𝑝) := 2

3
2
−3𝑝

(︁√
2−

√︀
𝑝𝑝(𝑝+ 1)−𝑝−1

)︁
,

̃︀𝐹2(𝑝) := 41−𝑝

(︂
1− 2

− 1
2𝑝

√︁
𝑝(𝑝+ 1)

−𝑝−1
𝑝

)︂
.

Both functions are positive definite, monotonically decreasing, and asymptotically
approach 0. Furthermore, they satisfy the inequality ̃︀𝐹2(𝑝) > ̃︀𝐹1(𝑝) for all 𝑝 > 1.

Thus, system (22) can be rewritten as follows:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑘1𝑘

𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< ̃︀𝑅1(𝑝, 𝐶2),

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< ̃︀𝑅2(𝑝, 𝐶2),
(23)

where the functions ̃︀𝑅1 and ̃︀𝑅2 are defined as

̃︀𝑅1(𝑝, 𝐶2) := ̃︀𝐹1(𝑝)
𝑝+ 1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

,

̃︀𝑅2(𝑝, 𝐶2) := ̃︀𝐹2(𝑝)
(𝑝+ 1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 + 1

.
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For a fixed 𝑝, the function ̃︀𝑅1(𝑝, 𝐶2) is monotonically decreasing for positive
𝐶2, while ̃︀𝑅2(𝑝, 𝐶2) is monotonically increasing. Therefore, similarly to the previ-
ous section, we determine the optimal value for 𝐶2 at the intersection point, where
the right-hand sides of system (23) are equal:

̃︀𝐹1(𝑝)
𝑝+ 1

𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)
2

= ̃︀𝐹2(𝑝)
(𝑝+ 1)𝐶

𝑝2(𝑝+1)
2

(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 + 1

,

̃︀𝐹1(𝑝)(𝑝+ 1)2𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 + ̃︀𝐹1(𝑝)(𝑝+ 1) = ̃︀𝐹2(𝑝)𝑝(𝑝+ 1)𝐶

𝑝(𝑝+1)2

2 .

By grouping the terms, we obtain the following polynomial equation in 𝐶2:̃︀𝐹2(𝑝)𝑝𝐶
𝑝(𝑝+1)2

2 − ̃︀𝐹1(𝑝)(𝑝+ 1)𝐶
𝑝2(𝑝+1)
2 − ̃︀𝐹1(𝑝) = 0. (24)

Let ̃︀𝐶2 denote the positive real root of this equation. By continuity, this root
exists, since the corresponding polynomial is negative at zero and tends to infinity
as 𝐶2 increases. Its uniqueness is guaranteed by Descartes’ rule of signs, since the
functions ̃︀𝐹1(𝑝) and ̃︀𝐹2(𝑝) are strictly positive for all 𝑝 > 1. Thus, we select
𝐶2 = ̃︀𝐶2 as the optimal scaling value for solving system (23).

Numerical calculations, illustrated in Fig. 2, demonstrate that ̃︀𝐶2 asymptoti-
cally approaches 1 as the degree 𝑝 increases. Since ̃︀𝐶2 is tightly bounded, we can
analyze the behavior of the right-hand sides of system (23) at these boundary
values. This allows us to derive a strict estimate for the control coefficients
𝑘1, 𝑘2, 𝑘3 that depends exclusively on the exponent 𝑝, thereby eliminating the
need for complex numerical root-finding algorithms.

Fig. 2. Dependence of the optimal root ̃︀𝐶2 on the exponent 𝑝.
Рис. 2. Залежнiсть оптимального кореня ̃︀𝐶2 вiд показника 𝑝.

To constructively estimate the maximum of the minimum of the right-hand
sides of system (23) from below, it is sufficient to evaluate the functions at 𝐶2 = 1.
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This structural behavior is confirmed by the plots in Fig. 3, which show that̃︀𝑅1(𝑝, 1) < ̃︀𝑅1(𝑝, ̃︀𝐶2) for 𝑝 > 1.

𝐶2 = 1 𝐶2 = 0.963

Fig. 3. Behavior of ̃︀𝑅1(𝑝, 𝐶2) and ̃︀𝑅2(𝑝, 𝐶2) at boundary values of 𝐶2.
Рис. 3. Поведiнка ̃︀𝑅1(𝑝, 𝐶2) та ̃︀𝑅2(𝑝, 𝐶2) для граничних значень 𝐶2.

Consequently, according to the Lyapunov function method, the following
condition:

𝑘1𝑘
𝑝
3

𝑘𝑝+1
2

< ̃︀𝑅1(𝑝, 1) = 2
3
2
−3𝑝

(︁√
2−

√︀
(𝑝+ 1)−𝑝−1𝑝𝑝

)︁ 𝑝+ 1

𝑝
, (25)

guarantees the asymptotic stability of the equilibrium at the origin of system (2)
under the linear feedback law 𝑢 = 𝑢(𝑥), given by (3).

Table 2. Numerical values of the right-hand side of (25) for various 𝑝.

𝑝 ̃︀𝑅1(𝑝, 1)

3 0.0080245868397

5 0.00011967741513

7 1.8383× 10−6

9 2.8504× 10−8

11 4.4373× 10−10

𝑝 ̃︀𝑅1(𝑝, 1)

13 6.9209× 10−12

15 1.0805× 10−13

17 1.688× 10−15

19 2.6378× 10−17

21 4.123× 10−19

𝑝 ̃︀𝑅1(𝑝, 1)

23 6.4452× 10−21

25 1.0076× 10−22

27 1.5753× 10−24

29 2.4629× 10−26

31 3.8506× 10−28

3. Examples and generalizations

3.1. Example of three-dimensional canonical nonlinear system

Example 1. To demonstrate the applicability of the theoretical results estab-
lished in the previous chapter, we first consider the stabilization problem for a
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canonical three-dimensional nonlinear system of the form⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥112 ,

𝑥̇2 = 𝑥113 ,

𝑥̇3 = 𝑢.

(26)

In this case 𝑝 = 11.
The control gains 𝑘1, 𝑘2, and 𝑘3 are selected to satisfy the sufficient condition

(25). By choosing 𝑘1 = 5, 𝑘2 = 15, and 𝑘3 = 2, we guarantee that

𝑘1𝑘
11
3

𝑘122
≈ 0.789× 10−10 < 4.4373× 10−10,

which strictly satisfies the numerical bounds presented in Table 2 for 𝑝 = 11.
Consequently, the stabilizing linear control law is defined as

𝑢(𝑥) = −5𝑥1 − 15𝑥2 − 2𝑥3.

Applying this control input to system (26) leads to the closed-loop system⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥̇1 = 𝑥112 ,

𝑥̇2 = 𝑥113 ,

𝑥̇3 = −5𝑥1 − 15𝑥2 − 2𝑥3.

The dynamic behavior of the closed-loop system was simulated using the
following initial state vector:

𝑥1(0) = −1, 𝑥2(0) = 0.9, 𝑥3(0) = 1.

Trajectories 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) Phase trajectory
Fig. 4. Trajectories of system (26) under the linear control law 𝑢 = 𝑢(𝑥).

Рис. 4. Траєкторiї системи (26) при лiнiйному законi керування 𝑢 = 𝑢(𝑥).
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As illustrated in Fig. 4, all solutions 𝑥𝑖(𝑡) converge asymptotically to the
origin. The phase trajectory further demonstrates the stability of the equilibrium
at the origin under the proposed linear feedback control law.

3.2. Generalized nonlinear system with higher-order terms

Following the methodology described in [1, 3], we extend our analysis to a
generalized class of systems incorporating higher-order nonlinear perturbations:{︃

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1 + 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛 ,
(27)

where the terms 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) represent continuous nonlinearities of a higher
order relative to the principal terms 𝑥𝑝𝑖𝑖+1.

To stabilize system (27), we apply the same linear control law 𝑢(𝑥):

𝑢(𝑥) = −𝑘1𝑥1 − · · · − 𝑘𝑛𝑥𝑛,

where 𝑘𝑖 ∈ R and 𝑘𝑖 > 0 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. This control law stabilizes the nonlinear
approximation of the system, given by{︃

𝑥̇𝑖 = 𝑥𝑝𝑖𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛− 1,

𝑥̇𝑛 = 𝑢𝑝𝑛 .
(28)

A key condition for the applicability of this approach is the requirement that
the continuous functions 𝑓𝑖 satisfy the following estimates in some neighborhood
of the origin:

|𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)| ≤ 𝜌𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛)
(︀
|𝑥𝑖+1|𝑝𝑖+𝛿𝑖 + |𝑥𝑖+2|𝑝𝑖+𝛿𝑖 + · · ·+ |𝑥𝑛|𝑝𝑖+𝛿𝑖

)︀
, (29)

where 𝜌𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ≥ 0 are continuous functions and 𝛿𝑖 > 0 are constants.
Since the order of the functions 𝑓𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) is higher than the order of

𝑥𝑝𝑖𝑖+1, the control 𝑢(𝑥) also stabilizes the system (27). This allows us to retain
the choice of the Lyapunov function and the change of variables applied to the
system (28). Moreover, the additional higher-order terms arising due to 𝑓𝑖 during
the differentiation of the Lyapunov function will be absorbed into the function
ℎ(𝑥) as higher-order terms. Such terms do not affect the sign of the derivative in
a sufficiently small neighborhood of the origin.

Let us focus on the specific case where 𝑛 = 3, 𝑝1, 𝑝2 := 𝑝 > 1, and 𝑝3 = 1.
System (27) then takes the form⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥𝑝2 + 𝑓1(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥̇2 = 𝑥𝑝3 + 𝑓2(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3),

𝑥̇3 = 𝑢.

Assuming the estimates (29) hold for 𝑓1 and 𝑓2, the linear control law 𝑢(𝑥) =
−𝑘1𝑥1 − 𝑘2𝑥2 − 𝑘3𝑥3 stabilizes the equilibrium at the origin of the corresponding
closed-loop system, provided that the sufficient condition (25) is satisfied.
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Example 2. Consider the stabilization problem for the following nonlinear
system: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥32 + 𝑥42 sin(𝑥1 + 𝑥2),

𝑥̇2 = 𝑥33 + 𝑥43 cos(𝑥1),

𝑥̇3 = 𝑢.

(30)

In this example, the system includes trigonometric perturbations

𝑓1(𝑥) = 𝑥42 sin(𝑥1 + 𝑥2) and 𝑓2(𝑥) = 𝑥43 cos(𝑥1).

These terms satisfy the growth condition (29) with parameters 𝛿1 = 𝛿2 = 1 and
bounding functions 𝜌1 = 𝜌2 = 1.

Let us select the control gains as 𝑘1 = 1, 𝑘2 = 4, and 𝑘3 = 1. Evaluating the
sufficient stability condition gives

𝑘1𝑘
3
3

𝑘42
= 0.00390625 < 0.008024,

which strictly satisfies the numerical bound derived from (25) for 𝑝 = 3.
Consequently, the stabilizing linear control law takes the form

𝑢(𝑥) = −𝑥1 − 4𝑥2 − 𝑥3.

The closed-loop system was simulated using the following initial state vector:

𝑥1(0) = 1, 𝑥2(0) = 1, 𝑥3(0) = 1.

Trajectories 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), 𝑥3(𝑡) Phase trajectory
Fig. 5. Trajectories of system (30) under the proposed linear control law.

Рис. 5. Траєкторiї системи (30) при запропонованому лiнiйному керуваннi.

The numerical simulation confirms that the proposed linear control law
𝑢(𝑥) = −𝑥1 − 4𝑥2 − 𝑥3 effectively compensates for the higher-order nonlinear
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perturbations. As predicted by the theoretical analysis, the trajectories exhibit
asymptotic convergence to the origin for initial states lying in a sufficiently small
neighborhood of the origin.

4. Conclusion

In this work, the linear stabilization problem has been solved for a class of
three-dimensional systems with power nonlinearities in a previously uninvesti-
gated special case. Compared to previous results [3, 4, 9], the condition of strictly
decreasing powers has been relaxed to a non-strictly decreasing condition. It has
been proven that for the investigated class of systems, the application of a lin-
ear control law is effective, the proof is based on the construction of a special
Lyapunov function and the analysis of its derivative. Additional conditions on
the linear control coefficients 𝑘1, 𝑘2, and 𝑘3, which guarantee the local asymptotic
stability of the equilibrium at the origin, were obtained in several ways. Note that
in the case of strictly decreasing powers, there were no additional conditions on
the coefficients. Moreover, a sufficient condition that is easy to verify in practice
was obtained for systems with arbitrarily large powers.

The obtained theoretical results were numerically confirmed by examples,
which demonstrated the convergence of the phase trajectories of the systems to the
origin. The class of systems was extended by means of nonlinear approximation.
The prospect for future research lies in considering systems of higher dimensions.
The results of this work give reason to believe that by a proper choice of the
Lyapunov function coefficients, the existence of a stabilizing linear control can be
guaranteed for systems of arbitrary dimension.
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Про стабiлiзацiю канонiчних нелiнiйних систем у спецiальному

випадку

М. О. Бебiя, Ю. М. Барська
Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна

майдан Свободи 4, 61022, Харкiв, Україна

У статтi розглядається задача стабiлiзацiї для канонiчних нелiнiйних систем, якi
у трикутному випадку вiдповiдають 𝑝–нормальним системам. Цi системи є суттєво
нелiнiйними, оскiльки вони не пiдлягають фiдбек-лiнеаризацiї, а їхня лiнiйна апро-
ксимацiя є виродженою i не характеризує стiйкiсть точки спокою у початку коорди-
нат. У трикутному випадку backstepping є стандартним методом синтезу керування
зi зворотним зв’язком через свою рекурсивну природу. Backstepping є потужним
iнструментом стабiлiзацiї для широкого класу нелiнiйних систем, що мають strict-
feedback форму. Однак цей рекурсивний пiдхiд зазвичай призводить до керувань зi
зворотним зв’язком, складнiсть яких зростає зi збiльшенням розмiрностi системи. Це
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мотивує дослiдження бiльш простих методiв побудови керувань. Упродовж останнiх
рокiв було отримано декiлька вагомих результатiв щодо нерекурсивної стабiлiзацiї.
Було побудовано класи полiномiальних керувань для випадку строгого спадання
степенiв степеневих членiв правої частини системи. Зокрема, було показано, що такi
системи можуть бути асимптотично стабiлiзованi лiнiйним керуванням зi зворотним
зв’язком у випадку строго спадаючих степенiв. Бiльше того, коефiцiєнти керування
може бути обрано як довiльнi додатнi числа. Крiм того, було встановлено, що стабi-
лiзацiю можна досягти у деякому спецiальному випадку нестрого спадаючих степе-
нiв при додаткових умовах на коефiцiєнти керування. У цiй роботi ми розв’язуємо
задачу лiнiйної стабiлiзацiї у ранiше недослiдженому випадку нестрого спадаючих
степенiв для тривимiрних систем. Ми пропонуємо конструктивний пiдхiд до зна-
ходження умов на коефiцiєнти лiнiйного керування, що гарантують асимптотичну
стiйкiсть. Наш пiдхiд ґрунтується на методi функцiї Ляпунова. Ми також вико-
ристовуємо стабiлiзацiю з застосуванням нелiнiйної апроксимацiї, щоб узагальнити
отриманий результат. Ефективнiсть запропонованого пiдходу продемонстровано та
пiдтверджено чисельними прикладами.
Ключовi слова: стабiлiзацiя; нелiнiйнi системи; метод функцiї Ляпунова;

критичний випадок; керування зi зворотним зв’язком; лiнiйна стабiлiза-

цiя.

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв.

Iсторiя статтi: отримана: 14 квiтня 2026; останнiй варiант: 15 травня 2026
прийнята: 17 травня 2026. Оприлюднено 31 травня 2026.
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Коректнi крайовi задачi з iнтегральною умовою

в напiвпросторi для рiвнянь у частинних похiдних

Як вiдомо, задача Кошi некоректна для диференцiальних рiвнянь у частинних
похiдних зi сталими коефiцiєнтами, якi не є коректними за Петровським.
У цiй роботi пропонується iнтегральна умова, в якiй отримана крайова задача стає
коректною в просторi Л.Шварца, а також у просторах функцiй степеневого зроста-
ння за просторовими змiнними. Наведена iнтегральна умова є iнтегралом по пiвосi
з експоненцiйною вагою, що забезпечує збiжнiсть даного iнтеграла.

Якщо розглядати цей iнтеграл як перетворення Лапласа вiд функцiї exp
(︀
−𝑡2/2

)︀
,

то можна отримати його асимптотику, яка дозволяє оцiнити розв’язувальну фун-
кцiю. Дана оцiнка дозволяє довести теорему про коректнiсть отриманої крайової
задачi в просторi Л.Шварца, а також у шкалi функцiй кiнцевої гладкостi степене-
вого зростання.

Потiм розглядається задача для неоднорiдного диференцiального рiвняння, у
якого права частина за просторовими змiнними належить простору Л.Шварца, а за
часовою змiнною — фiнiтна. Для отриманої задачi знаходиться функцiя Грiна, що
оцiнюється зверху. За допомогою цiєї оцiнки доводиться теорема про коректнiсть
даної задачi в просторi Л.Шварца й у спряженому просторi.

Наведено приклади некоректних за Петровським рiвнянь та вказано конкре-
тнi iнтегральнi умови, за яких одержуванi задачi будуть коректними в просторi
Л.Шварца.
Розглянемо рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.
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Для даного рiвняння не виконанi умови за Петровським, оскiльки полiном
𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 необмежений. Але якщо додати умову

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2),

то така задача буде коректною в просторi Л.Шварца, а також у шкалi банахових
просторiв.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних; iнтеграль-

нi умови; псевдодиференцiальний оператор; перетворення Фур’є; простiр

Л.Шварца.

2020 Mathematics Subject Classification: 35C10, 93B28.

Вступ

Як вiдомо [1], задача Кошi некоректна для диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних зi сталими коефiцiєнтами, якi не є коректними за Пе-
тровським.
У цiй роботi пропонується iнтегральна умова для еволюцiйного диференцi-
ального рiвняння в частинних похiдних, в якiй отримана крайова задача стає
коректною в просторi Л.Шварца, а також у просторах функцiй степенево-
го зростання за просторовими змiнними. Наведена iнтегральна умова є iн-
тегралом по пiвосi з експоненцiйною вагою, що забезпечує збiжнiсть даного
iнтеграла.

Подiбнi iнтегральнi умови зустрiчалися ранiше в крайових задачах на кiн-
цевому вiдрiзку, наприклад, у роботах [2, 3, 4].

1. Постановка задачi

Розглянемо наступну крайову задачу:

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0 (1)

∞∫︁
0

𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥), (2)

де 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— диференцiальний оператор зi сталими коефiцiентами,𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— псевдодиференцiальний оператор iз символом ̃︀𝐵(𝑡, 𝑠), який належить про-
стору 𝐶∞

−∞ =
⋂︀
𝑠

⋃︀
𝑙

𝐶𝑠
𝑙 для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Означення 1. Задача (1)–(2) називається коректною в просторi Л. Швар-
ца 𝑆 =

⋂︀
𝑠,𝑙

𝐶𝑠
𝑙 , якщо для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆 iснує єдиний розв’язок
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𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 для будь-яких 𝑡 ≥ 0, i розв’язувальний оператор 𝑇 : 𝜙 → 𝑢 є
неперервним у топологiчних просторах 𝑆 для всiх 𝑡 ≥ 0.

2. Крайова задача для однорiдного рiвняння

Теорема 1. Для будь-якого рiвняння (1) крайова задача з умовою (2), де

̃︀𝐵(𝑡, 𝑠) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 · Im𝑃 (𝑠)

)︂
,

коректна в просторi 𝑆.

Зауваження. Вигляд функцiї ̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) обумовлений вимогами до збiжностi
iнтеграла у рiвняннi (2) та iснування розв’язку крайової задачi.

Доведення. Застосуємо перетворення Фур’є за просторовими змiнними.
Тодi задача (1) перейде в задачу

𝜕̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝑃 (𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡), (3)

∞∫︁
0

̃︀𝐵(𝑡, 𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 = ̃︀𝜙(𝑠). (4)

Оскiльки розв’язок рiвняння (3) має загальний вигляд ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = exp (𝑡𝑃 (𝑠))𝜓(𝑠)

i зростає за 𝑡 не швидше нiж експонента, то iнтеграл
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

збiгається.
Пiдставляючи розв’язок ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) до умови (4), отримаємо

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · 𝜓(𝑠) = ̃︀𝜙(𝑠).

Отже,

𝜓(𝑠) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

⎞⎠−1 ̃︀𝜙(𝑠).
Оцiнемо зростання функцii △(𝑠) =

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡. Цей iнте-

грал можна розглядати як перетворення Лапласа вiд функцiї exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
при

𝑧 = Re𝑃 (𝑠). Тому (див. [5])

⃒⃒
△(𝑠)−1

⃒⃒
≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp

(︂
−1

2
(Re𝑃 (𝑠))2

)︂
.
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Тодi розв’язувальна функцiя 𝑄(𝑠, 𝑡) = exp 𝑡𝑃 (𝑠) · △−1(𝑠) задовольняє оцiнку

|𝑄(𝑠, 𝑡)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡Re𝑃 (𝑠)− 1

2
(Re𝑃 (𝑠))2

)︂
≤

≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 .

Тобто для кожного фiксованого значення 𝑡 вона належить простору 𝐶∞
−∞,

а тому є мультиплiкатором у просторi 𝑆.
Отже, для фiксованого 𝑡 функцiя ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝑄(𝑠, 𝑡)̃︀𝜙(𝑠) ∈ 𝑆. Розв’язок

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) ⋆ 𝜙(𝑥) також належить простору 𝑆, де 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐹−1
𝑠 𝑄(𝑠, 𝑡) є

згортувачем у просторi 𝑆 (див. [1]).
Теорема доведена.

Зауваження. Оскiльки оператор згортки 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) ⋆ 𝜙(𝑥) про-
довжується до неперервного оператора у спряженому просторi 𝑆′, то дана
крайова задача також коректна в просторi 𝑆′, а тому коректно розв’язна з
простору 𝐶𝑠1

𝑙1
в простiр 𝐶𝑠2

𝑙2
для будь-яких досить великих 𝑠1 та 𝑙1 i деяких 𝑠2

та 𝑙2 (див. [1]).
Розглянемо наступнi приклади.
Приклад 1. Дано рiвняння

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑐

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑥 ∈ R, 𝑐 = 𝑎+ 𝑏𝑖 ∈ C.

Оскiльки Im𝑃 (𝑠) = 𝑎𝑠, то при ̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑎𝑠𝑡

)︂
крайова умова (2)

має вигляд
∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥− 𝑎𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥).

Згiдно з теоремою (1) дана крайова задача коректна в прострi 𝑆 i в просторi
𝑆′.

Приклад 2. Розглянемо рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.

Полiном 𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 є дiйсним та необмеженим, тобто задане рiв-
няння не є коректним за Петровським.

Але якщо додати умову

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥),

то дана крайова задача буде коректною в просторi 𝑆, а також у просторi 𝑆′.
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3. Крайова задача для неоднорiдного рiвняння

Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡) (5)

i однорiдну крайову умову

∞∫︁
0

𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0. (6)

Будемо розглядати функцiї 𝑓(𝑥, 𝑡), якi належать простору 𝑆 для всiх 𝑡 ≥ 0
та задовольняють умову 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 𝑇 .

Як i ранiше будемо розглядати ̃︀𝐵(𝑡, 𝑠) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂
. Застосу-

ємо до рiвняння (5) перетворення Фур’є за просторовими змiнними та роз-
глянемо крайову задачу

𝜕̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝑃 (𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) + ̃︀𝑓(𝑠, 𝑡), (7)

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂ ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 = 0 (8)

Знайдемо для цiєї задачi функцiю Грiна 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏), яка має задовольняти
умови

1)
𝜕 ̃︀𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
= 𝑃 (𝑠)𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏), 𝑡 ̸= 𝜏 ,

2)
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂ ̃︀𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)𝑑𝑡 = 0,

3) 𝐺(𝑠, 𝜏 + 0, 𝜏)−𝐺(𝑠, 𝜏 − 0, 𝜏) = 1.

Перевiримо, що функцiя Грiна має вигляд

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠) ·

𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠), 𝑡 ≥ 𝜏,

− exp(𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠) ·
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠), 𝑡 < 𝜏,

де △(𝑠) =
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡.

Умова 1) виконана.
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Перевiремо виконання умови 2).

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂
𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)𝑑𝑡 =

= −
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠) + (𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠)+

+
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠) + (𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠) =

=

(︂
−

𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 ·

∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡+

+
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

)︂
· exp(−𝜏𝑃 (𝑠)) · △−1(𝑠) = 0.

Отже, умова 2) також виконана.

Перевiремо виконання умови 3).

𝐺(𝑠, 𝜏 + 0, 𝜏)−𝐺(𝑠, 𝜏 − 0, 𝜏) =

=

(︂
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡+

∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

)︂
· △−1(𝑠) = 1.

Таким чином, умова 3) також виконана.
Оцiнимо функцiю Грiна.

При 𝑡 ≥ 𝜏 та Re𝑃 (𝑠) ≥ 0 отримаємо

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ exp ((𝑡− 𝜏) |Re𝑃 (𝑠)|) · exp (𝜏 |Re𝑃 (𝑠)|) ·

·𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
−1

2
|Re𝑃 (𝑠)|2

)︂
≤

≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡2

2

)︂
.

Для Re𝑃 (𝑠) < 0 маємо |𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡2

2

)︂
.

Якщо 𝑡 < 𝜏 та Re𝑃 (𝑠) ≥ 0, то |𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 1.
А для Re𝑃 (𝑠) < 0 маємо

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ exp (𝑡Re𝑃 (𝑠)) · △−1(𝑠) ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 .

Тодi функцiя Грина задовольняє оцiнцi

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 ,
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тобто вона належить простору 𝐶∞
−∞ для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Розв’язок задачi (7)–(8) знаходиться за формулою

̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = ∞∫︁
0

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ̃︀𝑓(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏 =

𝑇∫︁
0

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ̃︀𝑓(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏
i належить простору 𝑆 для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Таким чином доведена наступна теорема.

Теорема 2. Крайова задача (5)–(6) з функцiєю

̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 · Im𝑃 (𝑠)

)︂
з додатковою умовою 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 ≥ 𝑇 коректна у просторi 𝑆.

Зауваження. Оскiльки 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ∈ 𝐶∞
−∞ ∀𝑡, 𝜏 ≥ 0, то оператор згортки з

𝐹−1
𝑠 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) продовжується за неперервнiстю на простiр 𝑆′. Тому задача (5)–

(6) коректна у просторi 𝑆′.

Приклад 3. Задача

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
+ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 0

коректна у просторi 𝑆 при 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 0 для 𝑡 ≥ 𝑇 .

Висновок. У цiй роботi показано, що для будь-якого диференцiального
рiвняння в частинних похiдних зi сталими коефiцiєнтами вигляду (1) iснує
iнтегральна умова вигляду (2), для якої крайова задача (1)–(2) коректна у
просторах 𝑆 та 𝑆′.

Аналогiчний факт є справедливим i для неоднорiдного рiвняння вигля-
ду (3).

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.

Iсторiя статтi: отримана: 1 лютого 2026; останнiй варiант: 10 травня 2026;
прийнята: 15 травня 2026. Оприлюднено 31 травня 2026.
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Well-posed boundary value problems with an integral condition

in half-space for partial differential equations

A. A. Makarov, I. G. Nikolenko

Department of Mathematical Modeling and Data Analysis
Educational and Scientific Institute of Computer Science

and Artificial Intelligence
V. N. Karazin Kharkiv National University
sq. Svobody, 6, Kharkiv, 61022, Ukraine

It is well known that the Cauchy problem is ill posed for partial differential
equations with constant coefficients if they do not satisfy the Petrovsky well-
posedness condition.

In this work, an integral condition is proposed under which the resulting
boundary value problem becomes well-posed in the Schwartz space, as well
as in spaces of functions with polynomial growth in spatial variables. The
presented integral condition is an integral over a semi-axis with an exponenti-
al weight, which ensures the convergence of this integral.

By considering this integral as the Laplace transform of the function
exp(−𝑡2/2), one can obtain its asymptotics, which allow to estimate the
resolving function. This estimate makes it possible to prove a theorem on
the well-posedness of the resulting boundary value problem in the Schwartz
space, as well as in a scale of functions of finite smoothness with polynomial
growth.

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2018-87-05
https://ena.lpnu.ua/handle/ntb/42779
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Furthermore, the problem is considered for an inhomogeneous differential
equation where the right-hand side belongs to the Schwartz space in the
spatial variables and is compactly supported in the time variable. For the
resulting problem, a Green’s function is found and estimated from above.
Using this estimate, a theorem on the well-posedness of this problem is
proved in the Schwartz space and its dual space.

Examples of equations that are ill posed in the sense of Petrovsky are provi-
ded, and specific integral conditions are indicated under which the resulting
problems will be well-posed in the Schwartz space.
Examples of Petrovsky-incorrect equations are given and specific integral
conditions are indicated under which the resulting problems will be correct
in the L. Schwartz space. Consider the equation

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.

For this equation, the Petrovsky conditions are not satisfied, since the
polynomial 𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 is unbounded. But if we add the condi-
tion

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2),

then which the boundary value problem becomes well-posed in the
L. Schwartz space, as well as in the scale of Banach spaces.

Keywords: partial differential equations; integral conditions; pseudodi-
fferential operator; Fourier transform; L. Schwartz space.
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Formal power series solutions of the differential

equation 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚 over Dedekind domains of

characteristic zero

Let 𝐷 be a Dedekind domain of characteristic zero, let 𝐾 = Frac(𝐷) be its
fraction field, and consider the Cauchy problem 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚, 𝑦(0) = 𝑐0, in
the ring 𝐷[[𝑥]], where 𝑎, 𝑏, 𝑐0 ∈ 𝐷, 𝑎, 𝑏 ̸= 0, and 𝑚 ∈ N. The paper studies
when the unique formal solution 𝑦 ∈ 𝐾[[𝑥]] with initial value 𝑐0 actually has
all coefficients in 𝐷, and therefore belongs to 𝐷[[𝑥]]. The argument starts
from the coefficient recursion in 𝐾[[𝑥]] and derives an explicit formula for
the coefficients of the unique solution. This reduces the existence problem
in 𝐷[[𝑥]] to an arithmetic integrality question governed by the valuations
attached to nonzero prime ideals of 𝐷. The main point is that over a Dedeki-
nd domain the relevant obstruction is not ordinary divisibility by prime
elements, but comparison of valuations of fractional ideals after localization
at prime ideals.

For the linear case𝑚 = 1, the zero initial value always gives the zero solution.
For 𝑐0 ̸= 0, the coefficients contain factorial denominators, and this produces
a global obstruction unless only finitely many rational primes remain nonuni-
ts in 𝐷. In that finite-prime situation the exact criterion for a nonzero initial
value is the ideal containment (𝑏) ⊆ (𝑎)r1, where r1 is an explicitly described
correction ideal built from the prime ideals lying over the rational primes
that are nonunits in 𝐷. For the nonlinear case 𝑚 ≥ 2, writing 𝑑 = 𝑚−1, the
coefficients are expressed through the product 𝐶𝑘(𝑑) =

∏︀𝑘−1
𝑖=0 (𝑑𝑖 + 1). The

paper shows that prime ideals over rational primes not dividing 𝑑 create no
additional obstruction beyond the basic condition (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎), while the pri-
me ideals over rational primes dividing 𝑑 contribute a correction ideal r(𝑑).
As a result, the exact existence criterion becomes (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑). In parti-
cular, for 𝑚 = 2 one has r(1) = 𝐷, so the condition reduces to (𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎).
Several examples are included to illustrate the theorem over Z, localizations
of Z, Gaussian integers, and the Dedekind domain Z[

√
−5], which is not a

unique factorization domain.
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1. Introduction

Let𝐷 be a Dedekind domain of characteristic zero. We recall the definition of a
Dedekind domain in Section 3, together with the prime-ideal valuation conventions
used later. Since char(𝐷) = 0, we view Z as a subring of 𝐷. Fix

𝑎, 𝑏, 𝑐0 ∈ 𝐷, 𝑎, 𝑏 ̸= 0, 𝑚 ∈ N.

We consider the Cauchy problem in the ring of formal power series 𝐷[[𝑥]]:

𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚, 𝑦(0) = 𝑐0.

We seek a solution in the form

𝑦 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑥
𝑘.

Our goal is to determine exactly when this problem has a solution in 𝐷[[𝑥]].
The analytic part is easy over the fraction field 𝐾 = Frac(𝐷): once 𝑐0 is fixed, the
coefficient recursion determines a unique solution 𝑦 ∈ 𝐾[[𝑥]]. Section 2 records this
computation, while Section 3 introduces the prime-ideal valuations and arithmetic
notation used in the descent criterion. The real issue is descent from 𝐾[[𝑥]] to
𝐷[[𝑥]], and for a Dedekind domain that descent is governed by valuations at
nonzero prime ideals rather than divisibility by prime elements. Related algebraic
approaches to differential equations over commutative rings appear in [3, 4, 5, 6].

Main result preview. For 𝑚 = 1, the zero initial value always gives the zero
solution. For 𝑐0 ̸= 0, the factorial denominators in

𝑐𝑘 =
𝑐0𝑏

𝑘

𝑘!𝑎𝑘

force an infinite-prime obstruction unless only finitely many rational primes
remain nonunits in 𝐷. In that finite-prime case, the exact criterion for a nonzero
initial value is (𝑏) ⊆ (𝑎)r1, where r1 is the correction ideal defined in Section 4 and
encoding the obstruction coming from the rational primes that remain nonunits
in 𝐷. For 𝑚 ≥ 2, writing 𝑑 = 𝑚 − 1, the only extra obstruction beyond the
basic containment (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎) comes from the prime ideals lying over the rational
primes dividing 𝑑, and the final criterion is

(𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑).

Here r(𝑑), also defined in Section 4, is the corresponding correction ideal for
the primes dividing 𝑑. When 𝐷 is also a unique factorization domain (UFD),
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these ideal containments reduce to the familiar divisibility statements 𝑎𝑟1 | 𝑏 and
𝑎𝑟(𝑑) | 𝑏𝑐𝑑0. In particular, in this UFD notation, for 𝑚 = 2 one has 𝑟(1) = 1, so
the condition becomes simply 𝑎 | 𝑏𝑐0.

2. The Unique Solution in 𝐾[[𝑥]] and Its Coefficients

In this section we prove that the Cauchy problem has a unique solution 𝑦 ∈
𝐾[[𝑥]], compute its coefficients in 𝐾, and reduce existence in 𝐷[[𝑥]] to coefficient
integrality.

Let 𝐾 = Frac(𝐷). Any solution in 𝐷[[𝑥]] is also a solution in 𝐾[[𝑥]], and in 𝐾
the element 𝑎 is invertible. Therefore all identities involving division by 𝑎 below
are understood inside 𝐾[[𝑥]].

Write

𝑦 =
∞∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘𝑥
𝑘.

Then

𝑦𝑚 =

∞∑︁
𝑛=0

⎛⎜⎜⎝ ∑︁
𝑖1,...,𝑖𝑚∈Z≥0

𝑖1+···+𝑖𝑚=𝑛

𝑐𝑖1 · · · 𝑐𝑖𝑚

⎞⎟⎟⎠𝑥𝑛.

Comparing coefficients in 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚, we obtain for every 𝑛 ∈ Z≥0,

𝑎(𝑛+ 1)𝑐𝑛+1 = 𝑏
∑︁

𝑖1,...,𝑖𝑚∈Z≥0

𝑖1+···+𝑖𝑚=𝑛

𝑐𝑖1 · · · 𝑐𝑖𝑚 .

The right-hand side depends only on 𝑐0, . . . , 𝑐𝑛, and 𝑎(𝑛 + 1) is invertible in
𝐾. Therefore the recurrence determines 𝑐1, 𝑐2, . . . uniquely from the initial value
𝑐0, and hence defines a unique solution in 𝐾[[𝑥]]. The general formal existence-
uniqueness statement for 𝑦′ = 𝐹 (𝑥, 𝑦), after translating the initial value to 0,
is classical; see [2, Ch. VII, §1, no. 2, Prop. 2.1]. Although stated there in the
analytic setting, the proof is purely coefficientwise, so the same argument works
over any field. We keep the short derivation for the present equation.

To compute its coefficients, write

𝑑 = 𝑚− 1.

For 𝑘 ∈ Z≥0, define

𝐶𝑘(𝑑) =

𝑘−1∏︁
𝑖=0

(𝑑𝑖+ 1) (𝐶0(𝑑) = 1).

Lemma 1. For every 𝑘 ∈ Z≥0,

𝑦(𝑘) =
𝐶𝑘(𝑑)𝑏

𝑘

𝑎𝑘
𝑦𝑑𝑘+1.
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Proof. We use induction on 𝑘. For 𝑘 = 0, the identity is trivial.
Assume it holds for some 𝑘 ∈ Z≥0. Then

𝑦(𝑘+1) =

(︂
𝐶𝑘(𝑑)𝑏

𝑘

𝑎𝑘
𝑦𝑑𝑘+1

)︂′

=
𝐶𝑘(𝑑)𝑏

𝑘

𝑎𝑘
(𝑑𝑘 + 1)𝑦𝑑𝑘𝑦′

=
𝐶𝑘(𝑑)(𝑑𝑘 + 1)𝑏𝑘+1

𝑎𝑘+1
𝑦𝑑(𝑘+1)+1

=
𝐶𝑘+1(𝑑)𝑏

𝑘+1

𝑎𝑘+1
𝑦𝑑(𝑘+1)+1.

This proves the claim. □
Evaluating at 𝑥 = 0 and dividing by 𝑘!, we obtain for every 𝑘 ∈ Z≥0,

𝑐𝑘 =
𝑦(𝑘)(0)

𝑘!
=
𝐶𝑘(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
.

For 𝑚 = 1, we have 𝑑 = 0 and 𝐶𝑘(0) = 1, so this reduces to

𝑐𝑘 =
𝑐0𝑏

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
.

The existence problem in 𝐷[[𝑥]] is therefore equivalent to deciding when these
explicit coefficient formulas actually lie in 𝐷. From this point on, the problem is
purely arithmetic.

3. Prime-Ideal Valuations and Arithmetic Lemmas

For a rational prime 𝑝 ∈ Z, we write

𝑣𝑝(𝑛) = max{𝑘 ∈ Z≥0 : 𝑝
𝑘 | 𝑛} (𝑛 ∈ Z, 𝑛 ̸= 0).

This is the usual 𝑝-adic valuation on the integers. It is this valuation that appears
in Legendre’s formula and in the estimates for 𝐶𝑛(𝑑) below.

The next lemmas isolate the arithmetic input needed for the descent argument.
The first step is to replace divisibility by prime elements with valuations at
nonzero prime ideals. After that, the only genuinely quantitative ingredients are
the 𝑝-adic behavior of the product

𝐶𝑛(𝑑) =

𝑛−1∏︁
𝑖=0

(𝑑𝑖+ 1)

and the estimates for 𝑣𝑝(𝑛!).

Background conventions. Standard background on Dedekind domains, fracti-
onal ideals, and prime-ideal valuations may be found in [1, Ch. 9], [8, Ch. I, §3],
and [8, Ch. I, §11].
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Definition 1 (Dedekind domain). A domain 𝐷 is called a Dedekind domain if it
is noetherian, integrally closed in its fraction field, and every nonzero prime ideal
of 𝐷 is maximal; see [1, Ch. 9] and [8, Ch. I, §3]. Equivalently, every nonzero
proper ideal of 𝐷 factors uniquely into prime ideals.

Definition 2 (Fractional ideals). A nonzero fractional ideal of 𝐷 is a nonzero
𝐷-submodule 𝐼 ⊆ 𝐾 such that 𝛼𝐼 ⊆ 𝐷 for some nonzero 𝛼 ∈ 𝐷.

Definition 3 (Prime-ideal valuations). Since 𝐷 is Dedekind, every nonzero fracti-
onal ideal factors uniquely in the form

𝐼 =
∏︁
p̸=0

p𝑛p ,

where the product runs over the nonzero prime ideals of 𝐷, all but finitely many
exponents 𝑛p ∈ Z are zero, and the factorization is unique. For a nonzero fracti-
onal ideal 𝐼, we define

𝑣p(𝐼) = 𝑛p.

For 𝑥 ∈ 𝐾 ∖ {0}, we define
𝑣p(𝑥) = 𝑣p(𝑥𝐷),

and we set 𝑣p(0) = +∞.

Standard facts. We will use the following standard consequences of the factori-
zation of fractional ideals; see again [1, Ch. 9], [8, Ch. I, §3], and [8, Ch. I, §11].

� For nonzero fractional ideals 𝐼, 𝐽 , one has

𝑣p(𝐼𝐽) = 𝑣p(𝐼) + 𝑣p(𝐽)

for every nonzero prime ideal p.

� For a nonzero fractional ideal 𝐼, only finitely many valuations 𝑣p(𝐼) are
nonzero.

� For nonzero fractional ideals 𝐼, 𝐽 , one has

𝐼 ⊆ 𝐽 ⇐⇒ 𝑣p(𝐼) ≥ 𝑣p(𝐽)

for every nonzero prime ideal p.

� For nonzero 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 and 𝑛 ∈ Z≥0,

𝑣p(𝑥𝑦) = 𝑣p(𝑥) + 𝑣p(𝑦), 𝑣p(𝑥
𝑛) = 𝑛𝑣p(𝑥).

Lemma 2. Let 𝑥 ∈ 𝐾. Then 𝑥 ∈ 𝐷 if and only if

𝑣p(𝑥) ≥ 0

for every nonzero prime ideal p of 𝐷.
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Proof. This is the standard valuation criterion for membership in a Dedekind
domain; see [8, Ch. I, §11]. □

For a rational prime 𝑝, we write p | 𝑝 if 𝑝 ∈ p, equivalently if p ∩ Z = (𝑝).
Because (𝑝) is a nonzero ideal of the Dedekind domain 𝐷, it has only finitely
many prime divisors.

Lemma 3. Let p be a nonzero prime ideal of 𝐷. Then exactly one of the following
holds.

1. p ∩ Z = (𝑝) for a rational prime 𝑝, and then for every nonzero 𝑛 ∈ Z,

𝑣p(𝑛) = 𝑣p(𝑝) 𝑣𝑝(𝑛).

2. p ∩ Z = (0), and then for every nonzero 𝑛 ∈ Z,

𝑣p(𝑛) = 0.

Proof. This follows from the general facts on contraction of prime ideals and on
the valuations attached to prime ideals; see [1, Ch. 1] and [8, Ch. I, §11]. □

For the coefficients in nonlinear cases of the main theorem, the key quantity
is

𝐶𝑛(𝑑) =
𝑛−1∏︁
𝑖=0

(𝑑𝑖+ 1),

because it is exactly the factor that appears in

𝑐𝑛 =
𝐶𝑛(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑛

𝑛!𝑎𝑛
.

The next lemma measures the 𝑝-adic cancellation between 𝐶𝑛(𝑑) and 𝑛! at the
level of ordinary integers.

Lemma 4. Let 𝑑, 𝑛 ∈ N, and define

𝐶𝑛(𝑑) =

𝑛−1∏︁
𝑖=0

(𝑑𝑖+ 1).

Let 𝑝 be a rational prime.

1. If 𝑝 ∤ 𝑑, then

𝑣𝑝(𝑛!) ≤ 𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) ≤ 𝑣𝑝(𝑛!) + log𝑝 𝑛+ log𝑝 𝑑.

2. If 𝑝 | 𝑑, then
𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) = 0.
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Proof. For 𝑘 ≥ 1, let

𝑁𝑘 = #
{︁
0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛− 1 : 𝑝𝑘 | 𝑑𝑖+ 1

}︁
.

Thus 𝑁𝑘 counts how many factors in 𝐶𝑛(𝑑) are divisible by 𝑝𝑘. A factor with
𝑝-adic valuation 𝑟 contributes 1 to each of 𝑁1, . . . , 𝑁𝑟 and nothing to the later
terms. Therefore

𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) =
𝑛−1∑︁
𝑖=0

𝑣𝑝(𝑑𝑖+ 1) =
∑︁
𝑘≥1

𝑁𝑘.

This is the same counting principle as in Legendre’s formula

𝑣𝑝(𝑛!) =
∑︁
𝑘≥1

⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
.

Suppose first that 𝑝 ∤ 𝑑. Then 𝑑 is invertible modulo 𝑝𝑘 for every 𝑘 ≥ 1, so the
congruence

𝑑𝑖+ 1 ≡ 0 (mod 𝑝𝑘)

has exactly one solution modulo 𝑝𝑘. Hence among any 𝑝𝑘 consecutive values of
𝑖, exactly one satisfies 𝑝𝑘 | 𝑑𝑖 + 1. The interval 0, 1, . . . , 𝑛 − 1 consists of

⌊︀
𝑛/𝑝𝑘

⌋︀
complete blocks of length 𝑝𝑘, and possibly one final incomplete block. Each full
block contributes exactly one such index, and the incomplete block contributes
at most one. Therefore ⌊︂

𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
≤ 𝑁𝑘 ≤

⌈︂
𝑛

𝑝𝑘

⌉︂
.

Summing the lower bounds over 𝑘 ≥ 1, we get

𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) =
∑︁
𝑘≥1

𝑁𝑘 ≥
∑︁
𝑘≥1

⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
= 𝑣𝑝(𝑛!).

For the upper bound, note that every factor 𝑑𝑖 + 1 is at most 𝑑(𝑛 − 1) + 1.
Hence 𝑁𝑘 = 0 as soon as 𝑝𝑘 > 𝑑(𝑛− 1) + 1. If

𝐾 =
⌊︀
log𝑝(𝑑(𝑛− 1) + 1)

⌋︀
,
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then

𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) =

𝐾∑︁
𝑘=1

𝑁𝑘

≤
𝐾∑︁
𝑘=1

⌈︂
𝑛

𝑝𝑘

⌉︂

≤
𝐾∑︁
𝑘=1

(︂⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
+ 1

)︂
≤ 𝑣𝑝(𝑛!) +𝐾

≤ 𝑣𝑝(𝑛!) + log𝑝(𝑑(𝑛− 1) + 1)

≤ 𝑣𝑝(𝑛!) + log𝑝 𝑛+ log𝑝 𝑑.

Finally, if 𝑝 | 𝑑, then 𝑑𝑖+ 1 ≡ 1 (mod 𝑝) for every 𝑖. So none of the factors in
𝐶𝑛(𝑑) is divisible by 𝑝, and therefore 𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) = 0. □

Lemma 5. Let 𝑑, 𝑛 ∈ N, let

𝐶𝑛(𝑑) =
𝑛−1∏︁
𝑖=0

(𝑑𝑖+ 1),

and let p be a nonzero prime ideal of 𝐷.

1. If p | 𝑝 for a rational prime 𝑝 ∤ 𝑑, then

𝑣p(𝑛!) ≤ 𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) ≤ 𝑣p(𝑛!) + 𝑣p(𝑝)(log𝑝 𝑛+ log𝑝 𝑑).

2. If p | 𝑝 for a rational prime 𝑝 | 𝑑, then

𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) = 0.

3. If p ∩ Z = (0), then

𝑣p(𝑛!) = 𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) = 0.

Proof. If p ∩ Z = (0), then Lemma 3 gives 𝑣p(𝑛!) = 0, and each factor 𝑑𝑖+ 1 is a
nonzero integer, so again Lemma 3 gives 𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) = 0.

Now assume p | 𝑝. By Lemma 3,

𝑣p(𝑛!) = 𝑣p(𝑝) 𝑣𝑝(𝑛!), 𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) = 𝑣p(𝑝) 𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)).

If 𝑝 ∤ 𝑑, the desired inequalities follow from Lemma 4 after multiplication by 𝑣p(𝑝).
If 𝑝 | 𝑑, the same lemma gives 𝑣𝑝(𝐶𝑛(𝑑)) = 0, hence 𝑣p(𝐶𝑛(𝑑)) = 0. □

The final ingredient is the bound on 𝑣𝑝(𝑛!) in a crude asymptotic form.
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Lemma 6. Let 𝑝 be a rational prime and 𝑛 ∈ N. Then

𝑣𝑝(𝑛!) ≤
𝑛

𝑝− 1
, 𝑣𝑝(𝑛!) ≥

𝑛

𝑝− 1
− 𝑝

𝑝− 1
− log𝑝 𝑛.

Proof. Using Legendre’s formula,

𝑣𝑝(𝑛!) =
∞∑︁
𝑘=1

⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
.

The upper bound follows from

∞∑︁
𝑘=1

⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂
≤

∞∑︁
𝑘=1

𝑛

𝑝𝑘
=

𝑛

𝑝− 1
.

For the lower bound, let 𝐾 = ⌊log𝑝 𝑛⌋. Then

𝑣𝑝(𝑛!) =
𝐾∑︁
𝑘=1

⌊︂
𝑛

𝑝𝑘

⌋︂

≥
𝐾∑︁
𝑘=1

(︂
𝑛

𝑝𝑘
− 1

)︂

=
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛

𝑝𝑘
−𝐾.

Moreover,
𝐾∑︁
𝑘=1

𝑛

𝑝𝑘
=

𝑛

𝑝− 1
− 𝑛

𝑝𝐾+1
· 𝑝

𝑝− 1
>

𝑛

𝑝− 1
− 𝑝

𝑝− 1
,

because 𝑝𝐾+1 > 𝑛. Therefore

𝑣𝑝(𝑛!) ≥
𝑛

𝑝− 1
− 𝑝

𝑝− 1
− log𝑝 𝑛.

□

4. Main Descent Theorem

The explicit formulas from Section 2 reduce existence in 𝐷[[𝑥]] to a valuation
problem. The correction ideals introduced below record the residual obstruction
left by the factorial denominator.

For 𝑑 ∈ N, define the nonzero ideal

r(𝑑) =
∏︁
𝑝|𝑑

∏︁
p|𝑝

p

⌈︁
𝑣p(𝑝)

𝑝−1

⌉︁
,
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with the convention r(1) = 𝐷. This product is finite because 𝑑 has only finitely
many rational prime divisors and each (𝑝) has only finitely many prime divisors
in 𝐷.

If only finitely many rational primes are nonunits in 𝐷, define also

r1 =
∏︁

𝑝 prime
𝑝 nonunit in 𝐷

∏︁
p|𝑝

p

⌈︁
𝑣p(𝑝)

𝑝−1

⌉︁
.

Theorem 1. Let 𝑎, 𝑏, 𝑐0 ∈ 𝐷 with 𝑎, 𝑏 ̸= 0, and let 𝑚 ∈ N. Consider the Cauchy
problem

𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚, 𝑦(0) = 𝑐0.

The existence of a solution 𝑦 ∈ 𝐷[[𝑥]] for this problem is characterized as follows.

1. Linear case (𝑚 = 1).

(а) If 𝑐0 = 0, then the unique solution is the zero series.

(б) Assume 𝑐0 ̸= 0. If infinitely many rational primes are nonunits in 𝐷,
then no solution exists in 𝐷[[𝑥]].

(в) Assume 𝑐0 ̸= 0 and only finitely many rational primes are nonunits in
𝐷. Then a solution exists in 𝐷[[𝑥]] if and only if

(𝑏) ⊆ (𝑎)r1.

2. Nonlinear case (𝑚 ≥ 2). Write 𝑑 = 𝑚− 1.

(а) If 𝑐0 = 0, then the unique solution is the zero series.

(б) If 𝑐0 ̸= 0, then a solution exists in 𝐷[[𝑥]] if and only if

(𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑).

For 𝑚 = 2, the nonlinear criterion becomes

(𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎),

because r(1) = 𝐷.

Remark 1. If 𝐷 is a unique factorization domain, then, since 𝐷 is Dedekind, it
is also a principal ideal domain. Hence r(𝑑) and r1 are principal ideals. Writing

r(𝑑) = (𝑟(𝑑)), r1 = (𝑟1),

the conditions in the theorem become the familiar element-divisibility statements

𝑎𝑟(𝑑) | 𝑏𝑐𝑑0, 𝑎𝑟1 | 𝑏.
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Before the detailed proof in Section 5, we briefly explain the main idea behind
the three cases.

Case 𝑚 = 1. The coefficient formula is

𝑐𝑘 =
𝑐0𝑏

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
.

The obstruction comes from the factorial denominators in 𝑘!. If infinitely many
rational primes are nonunits in 𝐷, only the zero initial value descends. In the
finite-prime case, the final criterion is 𝑐0 = 0, or else (𝑏) ⊆ (𝑎)r1.

Case 𝑚 = 2. The coefficient formula is

𝑐𝑘 = 𝑐0

(︂
𝑏𝑐0
𝑎

)︂𝑘

.

Here one has complete cancellation 𝐶𝑘(1) = 𝑘!, so only the basic ideal containment
remains, namely (𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎).

Case 𝑚 ≥ 3. The coefficient formula is

𝑐𝑘 =
𝐶𝑘(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
, 𝑑 = 𝑚− 1.

In this range only the prime ideals lying over rational primes dividing 𝑑 contribute
the correction ideal r(𝑑), and the final criterion is (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑).

5. Proof of the Main Theorem

5.1. Case 𝑚 = 1.
We first separate the linear proof into two parts. If infinitely many rational

primes remain nonunits in𝐷, then some factorial denominator survives and blocks
every nonzero solution. If only finitely many do, the problem becomes a valuation
criterion encoded by the ideal r1.

Zero initial value.
If 𝑐0 = 0, then 𝑦 = 0 is a solution. By Section 2, the solution in 𝐾[[𝑥]] with

initial value 0 is unique. Hence 𝑦 = 0 is also the unique solution in 𝐷[[𝑥]].

Infinite-prime obstruction.
Assume now that 𝑐0 ̸= 0. By Section 2, the unique solution in 𝐾[[𝑥]] has

coefficients

𝑐𝑘 =
𝑐0𝑏

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
.

Suppose first that infinitely many rational primes are nonunits in 𝐷. The
principal ideal (𝑏𝑐0) has only finitely many prime divisors, so only finitely many
rational primes 𝑝 have the property that some prime ideal p | 𝑝 divides (𝑏𝑐0).
Choose a rational prime 𝑝 that is a nonunit in 𝐷 and has no such prime ideal
above it. Let p | 𝑝. Then

𝑣p(𝑐0𝑏
𝑝) = 0.
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On the other hand, Lemmas 3 and 6 give

𝑣p(𝑝!𝑎
𝑝) ≥ 𝑣p(𝑝!) = 𝑣p(𝑝)𝑣𝑝(𝑝!) = 𝑣p(𝑝) > 0.

Hence the coefficient 𝑐𝑝 =
𝑐0𝑏𝑝

𝑝!𝑎𝑝 does not lie in 𝐷, so no nonzero solution exists.
Now assume that only finitely many rational primes are nonunits in 𝐷, and

define r1 as above.

Necessity.
We show that every solution in 𝐷[[𝑥]] must satisfy

(𝑏) ⊆ (𝑎)r1.

Let 𝑦 ∈ 𝐷[[𝑥]]. By Lemma 2, the coefficient formula lies in 𝐷[[𝑥]] if and only if

𝑣p(𝑘!𝑎
𝑘) ≤ 𝑣p(𝑐0𝑏

𝑘)

for every nonzero prime ideal p of 𝐷 and every 𝑘 ≥ 1.
Fix p. If p | 𝑝 for a rational prime 𝑝, then

𝑣p(𝑝)𝑣𝑝(𝑘!) + 𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏).

Using the lower bound from Lemma 6,

𝑣p(𝑝)

(︂
𝑘

𝑝− 1
− 𝑝

𝑝− 1
− log𝑝 𝑘

)︂
+ 𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏).

After dividing by 𝑘 and letting 𝑘 → ∞, we obtain

𝑣p(𝑎) +
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1
≤ 𝑣p(𝑏),

hence

𝑣p(𝑎) +

⌈︂
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1

⌉︂
≤ 𝑣p(𝑏).

If p ∩ Z = (0), then Lemma 3 gives 𝑣p(𝑘!) = 0, so

𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏),

and therefore 𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑏). Since 𝑣p(r1) = 0 in this case, this is exactly

𝑣p((𝑎)r1) ≤ 𝑣p(𝑏).

Combining both cases, we get

𝑣p((𝑎)r1) ≤ 𝑣p(𝑏)

for every nonzero prime ideal p. Hence

(𝑏) ⊆ (𝑎)r1.
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Sufficiency.

Conversely, suppose
(𝑏) ⊆ (𝑎)r1.

Equivalently,
𝑣p(𝑏) ≥ 𝑣p((𝑎)r1)

for every nonzero prime ideal p.
If p | 𝑝, then

𝑣p(𝑏) ≥ 𝑣p(𝑎) +

⌈︂
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1

⌉︂
.

By Lemma 6,

𝑣p(𝑘!) = 𝑣p(𝑝)𝑣𝑝(𝑘!) ≤
𝑣p(𝑝)𝑘

𝑝− 1
≤ 𝑘

⌈︂
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1

⌉︂
.

Thus
𝑣p(𝑐0𝑏

𝑘) = 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏) ≥ 𝑣p(𝑘!𝑎
𝑘).

If p ∩ Z = (0), then 𝑣p(𝑘!) = 0, so

𝑣p(𝑐0𝑏
𝑘) = 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏) ≥ 𝑘𝑣p(𝑎) = 𝑣p(𝑘!𝑎

𝑘).

Hence every coefficient 𝑐0𝑏𝑘

𝑘!𝑎𝑘
lies in 𝐷, so 𝑦 ∈ 𝐷[[𝑥]]. This proves the linear

case.

5.2. Case 𝑚 ≥ 2.

We again start from the explicit coefficients and reduce the problem to
integrality in 𝐷. Once that reduction is in place, the proof splits according to
the only three possible prime-ideal types: prime ideals over rational primes not
dividing 𝑑, prime ideals over rational primes dividing 𝑑, and prime ideals whose
contraction to Z is (0).

Zero initial value.

Write 𝑑 = 𝑚 − 1, and let r(𝑑) be the correction ideal from the theorem. If
𝑐0 = 0, then 𝑦 = 0 is a solution. By Section 2, the solution in 𝐾[[𝑥]] with initial
value 0 is unique. Hence 𝑦 = 0 is also the unique solution in 𝐷[[𝑥]].

So assume from now on that 𝑐0 ̸= 0.

Reduction to coefficient integrality.

By Section 2, the unique solution in 𝐾[[𝑥]] has coefficients

𝑐𝑘 =
𝐶𝑘(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑘

𝑘!𝑎𝑘
.

Thus, by Lemma 2, 𝑦 ∈ 𝐷[[𝑥]] if and only if for every nonzero prime ideal p of 𝐷
and every 𝑘 ≥ 1,

𝑣p(𝑘!𝑎
𝑘) ≤ 𝑣p

(︁
𝐶𝑘(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑘
)︁
. (1)
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We now analyze (1) by prime type. Type I and Type III lead only to the basic
inequality 𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0), while Type II is exactly where the extra factor r(𝑑)

appears.
Type I. Assume that p | 𝑝 for a rational prime 𝑝 ∤ 𝑑. By Lemma 5,

𝑣p(𝑘!) ≤ 𝑣p(𝐶𝑘(𝑑)) ≤ 𝑣p(𝑘!) + 𝑣p(𝑝)(log𝑝 𝑘 + log𝑝 𝑑).

Necessity. If (1) holds for all 𝑘, then

𝑣p(𝑘!) + 𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝐶𝑘(𝑑)) + 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0)

≤ 𝑣p(𝑘!) + 𝑣p(𝑝)(log𝑝 𝑘 + log𝑝 𝑑)

+ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0).

Dividing by 𝑘 and letting 𝑘 → ∞, we obtain

𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0).

Sufficiency. Conversely, if 𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0), then Lemma 5 gives

𝑣p(𝑘!𝑎
𝑘) = 𝑣p(𝑘!) + 𝑘𝑣p(𝑎)

≤ 𝑣p(𝐶𝑘(𝑑)) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0)

≤ 𝑣p

(︁
𝐶𝑘(𝑑)𝑐0(𝑏𝑐

𝑑
0)

𝑘
)︁
,

because 𝑣p(𝑐0) ≥ 0. So Type I prime ideals impose no extra correction factor.
Type II. Assume that p | 𝑝 for a rational prime 𝑝 | 𝑑. By Lemma 5,

𝑣p(𝐶𝑘(𝑑)) = 0,

so (1) becomes
𝑣p(𝑘!) + 𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0).

Necessity. Since
𝑣p(𝑘!) = 𝑣p(𝑝)𝑣𝑝(𝑘!),

Lemma 6 yields

𝑣p(𝑝)

(︂
𝑘

𝑝− 1
− 𝑝

𝑝− 1
− log𝑝 𝑘

)︂
+ 𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0).

After dividing by 𝑘 and letting 𝑘 → ∞, we get

𝑣p(𝑎) +
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1
≤ 𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0),

hence

𝑣p(𝑎) +

⌈︂
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1

⌉︂
≤ 𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0).
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Sufficiency. Conversely, if this ceiling inequality holds, then Lemma 6 gives

𝑣p(𝑘!) + 𝑘𝑣p(𝑎) ≤
𝑣p(𝑝)𝑘

𝑝− 1
+ 𝑘𝑣p(𝑎)

≤ 𝑘

⌈︂
𝑣p(𝑝)

𝑝− 1

⌉︂
+ 𝑘𝑣p(𝑎)

≤ 𝑘𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0)

≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0),

so (1) follows. Thus Type II prime ideals are exactly the source of r(𝑑).
Type III. Assume that p ∩ Z = (0). Lemma 5 gives

𝑣p(𝑘!) = 𝑣p(𝐶𝑘(𝑑)) = 0,

so (1) is simply
𝑘𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑐0) + 𝑘𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0).

Letting 𝑘 → ∞, we obtain
𝑣p(𝑎) ≤ 𝑣p(𝑏𝑐

𝑑
0),

and this inequality is also sufficient. So Type III prime ideals again impose only
the basic containment.

Combining the three prime types, we conclude that 𝑦 ∈ 𝐷[[𝑥]] if and only if

𝑣p((𝑎)r(𝑑)) ≤ 𝑣p(𝑏𝑐
𝑑
0)

for every nonzero prime ideal p, which is equivalent to

(𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑).

This proves the nonlinear case and therefore the theorem.

6. Corollaries

We now record three immediate consequences of the main theorem.

Corollary 1. Let 𝑚 ≥ 2, and write 𝑑 = 𝑚− 1. The equation

𝑦′ = 𝑦𝑚

admits a solution in 𝐷[[𝑥]] for every initial value 𝑦(0) = 𝑐0 ∈ 𝐷 if and only if
r(𝑑) = 𝐷. In particular, the equation 𝑦′ = 𝑦2 has a solution in 𝐷[[𝑥]] for every
initial value 𝑦(0) = 𝑐0 ∈ 𝐷.

Proof. Here 𝑎 = 𝑏 = 1, so the nonlinear part of the theorem says that a solution
exists exactly when

(𝑐𝑑0) ⊆ r(𝑑).

If this holds for every 𝑐0 ∈ 𝐷, then taking 𝑐0 = 1 gives 𝐷 ⊆ r(𝑑). Since r(𝑑) ⊆ 𝐷,
we obtain r(𝑑) = 𝐷. The converse is immediate. When 𝑚 = 2, we have 𝑑 = 1 and
by convention r(1) = 𝐷. □
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Corollary 2. Over 𝐷 = Z, the equation

𝑦′ = 𝑦𝑚

has a solution in Z[[𝑥]] for every initial value 𝑦(0) = 𝑐0 ∈ Z if and only if 𝑚 = 2.

Proof. If 𝑚 = 1, then the linear part of the theorem applies with 𝑎 = 𝑏 = 1,
and since infinitely many rational primes are nonunits in Z, only the initial value
𝑐0 = 0 is possible.

Now assume 𝑚 ≥ 2. The preceding corollary shows that existence for every
𝑐0 ∈ Z is equivalent to r(𝑚− 1) = Z. Over Z, one has

r(𝑚− 1) =
∏︁

𝑝|(𝑚−1)

(𝑝),

so r(𝑚− 1) = Z if and only if 𝑚− 1 = 1, that is, 𝑚 = 2. □

Corollary 3. Let 𝑚 ≥ 2. Then the equation

𝑦′ = 𝑦𝑚

has a nonzero solution in 𝐷[[𝑥]].

Proof. If 𝑚 = 2, choose any nonzero 𝑐0 ∈ 𝐷; then (𝑐0) ⊆ 𝐷 = r(1).
Now assume 𝑚 ≥ 3, and write 𝑑 = 𝑚 − 1. The ideal r(𝑑) is nonzero, so it

contains a nonzero element 𝑐0. Then (𝑐0) ⊆ r(𝑑), hence

(𝑐𝑑0) ⊆ r(𝑑)𝑑 ⊆ r(𝑑).

The nonlinear part of the theorem therefore gives a solution in 𝐷[[𝑥]] with nonzero
constant term 𝑐0. □

Corollary 4. Let 𝑚 = 1. Then the equation

𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦

either has a solution in 𝐷[[𝑥]] for every initial value 𝑐0 ∈ 𝐷, or has a solution
only for 𝑐0 = 0.

Proof. By the linear part of the theorem, 𝑐0 = 0 always gives the zero solution. For
𝑐0 ̸= 0, existence is characterized by a condition depending only on 𝑎 and 𝑏: either
infinitely many rational primes are nonunits in 𝐷, in which case no nonzero initial
value is possible, or only finitely many are, in which case existence is equivalent
to (𝑏) ⊆ (𝑎)r1, which again is independent of 𝑐0. □

7. Examples

The examples show how the same coefficient formulas behave as the arithmetic
of the coefficient ring changes. In each example the theorem applies directly
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because the rings under consideration are Dedekind domains; when they are pri-
ncipal, we translate the ideal criterion into ordinary divisibility.

7.1. Linear case 𝑚 = 1.

If 𝐷 = Z, then infinitely many rational primes are nonunits, so the equation
𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦 has a solution in Z[[𝑥]] only for 𝑐0 = 0.

If 𝐷 = Z(2) =
{︀
𝑢
𝑣 ∈ Q : 𝑢, 𝑣 ∈ Z, 2 ∤ 𝑣

}︀
, the localization of Z at (2), then the

only rational prime that is not a unit is 2, and r1 = (2). Since Z(2) is a principal
ideal domain, the criterion becomes

2𝑎 | 𝑏.

For example, if 𝑎 = 1, 𝑏 = 2, and 𝑐0 = 1, then

𝑦(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

2𝑘

𝑘!
𝑥𝑘 ∈ Z(2)[[𝑥]].

This series solves the Cauchy problem

𝑦′ = 2𝑦, 𝑦(0) = 1

in Z(2)[[𝑥]].

7.2. Quadratic case 𝑚 = 2.

In the quadratic case, complete cancellation 𝐶𝑘(1) = 𝑘! reduces the theorem
to the simple condition

(𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎),

or equivalently 𝑎 | 𝑏𝑐0 in a principal ideal domain.
For instance, if 𝐷 = Z, 𝑎 = 2, 𝑏 = 3, and 𝑐0 = 4, then 2 | 12, so the Cauchy

problem
2𝑦′ = 3𝑦2, 𝑦(0) = 4,

has a solution in Z[[𝑥]], namely

𝑦(𝑥) = 4

∞∑︁
𝑘=0

6𝑘𝑥𝑘 ∈ Z[[𝑥]].

By contrast, if 𝑎 = 4, 𝑏 = 1, and 𝑐0 = 2, then 4 ∤ 2, so the Cauchy problem

4𝑦′ = 𝑦2, 𝑦(0) = 2,

has no solution in Z[[𝑥]], even though the unique solution in Q[[𝑥]] has coefficients

𝑐𝑘 = 21−𝑘.

7.3. Higher-Order case 𝑚 ≥ 3.
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To keep the higher-order discussion concrete, we now fix𝑚 = 3, so 𝑑 = 𝑚−1 =
2. This is the first nonlinear case in which the correction ideal is nontrivial, and
it isolates the role of the rational prime 2.

Over Z.
Here r(2) = (2), so the criterion becomes 2𝑎 | 𝑏𝑐20. For the Cauchy problem

𝑦′ = 𝑦3, 𝑦(0) = 1,

this condition fails because 2 ∤ 1. Hence no solution exists in Z[[𝑥]]. The unique
solution in Q[[𝑥]] is

𝑦(𝑥) =

∞∑︁
𝑘=0

(︂
2𝑘

𝑘

)︂
𝑥𝑘

2𝑘
,

so the factor 2𝑘 in the denominator is exactly the obstruction.

Over Z[𝑖].
Here

Z[𝑖] = {𝑢+ 𝑣𝑖 : 𝑢, 𝑣 ∈ Z}

is the ring of Gaussian integers. It is a principal ideal domain, hence a Dedekind
domain. Since

(2) = (1 + 𝑖)2.

the case 𝑑 = 2 again gives the principal correction ideal r(2) = (2), so the criterion
becomes 2𝑎 | 𝑏𝑐20. Take

𝑎 = 1 + 𝑖, 𝑏 = 1− 𝑖, 𝑐0 = 1 + 𝑖.

Then
𝑏𝑐20 = (1− 𝑖)(1 + 𝑖)2 = 2(1 + 𝑖) = 2𝑎,

so the Cauchy problem

(1 + 𝑖)𝑦′ = (1− 𝑖)𝑦3, 𝑦(0) = 1 + 𝑖,

has a solution in Z[𝑖][[𝑥]], namely

𝑦(𝑥) = (1 + 𝑖)

∞∑︁
𝑘=0

(︂
2𝑘

𝑘

)︂
𝑥𝑘.

Over Z
[︀
1
2

]︀
. Here

Z
[︂
1

2

]︂
=
{︁ 𝑎

2𝑛
: 𝑎 ∈ Z, 𝑛 ∈ Z≥0

}︁
.

This ring is a principal ideal domain, and 2 is a unit in it, so r(2) = 𝐷. Therefore
the same Cauchy problem that failed over Z,

𝑦′ = 𝑦3, 𝑦(0) = 1,
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does have a solution in Z
[︀
1
2

]︀
[[𝑥]], namely

𝑦(𝑥) =
∞∑︁
𝑘=0

(︂
2𝑘

𝑘

)︂
𝑥𝑘

2𝑘
∈ Z

[︂
1

2

]︂
[[𝑥]].

Together these three exact examples show that in the higher-order case the
same prime 2 may block descent, permit it, or disappear entirely, depending on
the arithmetic of the coefficient ring.

7.4. A non-UFD example: Z[
√
−5].

Let
𝐷 = Z[

√
−5] = {𝑢+ 𝑣

√
−5 : 𝑢, 𝑣 ∈ Z},

the ring of integers of Q(
√
−5); see [7, Cor. 2 to Thm. 1]. Hence 𝐷 is a Dedekind

domain by [7, Thm. 14, Ch. 3], but it is not a unique factorization domain. Indeed,
the classical nonunique factorization

6 = 2 · 3 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5)

already shows that factorization of elements behaves differently here; see [7, Ch. 1,
Ex. 15].

Take 𝑚 = 2, 𝑎 = 1 +
√
−5, 𝑏 = 1−

√
−5, and 𝑐0 = 1 +

√
−5. Since r(1) = 𝐷,

the theorem says that the equation

(1 +
√
−5)𝑦′ = (1−

√
−5)𝑦2, 𝑦(0) = 1 +

√
−5,

has a solution in 𝐷[[𝑥]] if and only if

(𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎).

Here
𝑏𝑐0 = (1−

√
−5)(1 +

√
−5) = 6,

so
(𝑏𝑐0) = (6) ⊆ (1 +

√
−5) = (𝑎).

Hence a solution exists in 𝐷[[𝑥]]. In fact,

𝑦(𝑥) = (1 +
√
−5)

∞∑︁
𝑘=0

(1−
√
−5)𝑘𝑥𝑘 ∈ 𝐷[[𝑥]]

solves the displayed Cauchy problem.
Thus the theorem applies in the non-UFD Dedekind domain 𝐷 = Z[

√
−5].

The chosen data are built from the classical factorization

6 = (1 +
√
−5)(1−

√
−5),

while the existence criterion is still expressed in terms of ideals.
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Формальнi степеневi ряди для диференцiального рiвняння 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚

над областями Дедекiнда нульової характеристики

Роман Скурiхiн
Кафедра фундаментальної математики

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна
майдан Свободи, 4, Харкiв, 61022, Україна

У роботi дослiджено задачу Кошi 𝑎𝑦′ = 𝑏𝑦𝑚, 𝑦(0) = 𝑐0, у кiльцi формаль-
них степеневих рядiв 𝐷[[𝑥]], де 𝐷 — область Дедекiнда нульової характеристики,
𝐾 = Frac(𝐷) — її поле часток, 𝑎, 𝑏, 𝑐0 ∈ 𝐷, 𝑎, 𝑏 ̸= 0, 𝑚 ∈ N. Встановлюються точнi
умови, за яких єдиний формальний розв’язок 𝑦 ∈ 𝐾[[𝑥]] iз початковим значенням
𝑐0 насправдi має всi коефiцiєнти в 𝐷, тобто належить 𝐷[[𝑥]]. Для цього спершу в
𝐾[[𝑥]] виводиться рекурентне спiввiдношення для коефiцiєнтiв розв’язку i одержу-
ється явна формула для них. Це зводить задачу iснування розв’язку в 𝐷[[𝑥]] до
арифметичної задачi про цiлiсть коефiцiєнтiв, яку природно формулювати мовою
нормувань, пов’язаних з ненульовими простими iдеалами областi 𝐷. Основна iдея
полягає в тому, що для областей Дедекiнда перешкода спуску з 𝐾[[𝑥]] до 𝐷[[𝑥]] ви-
значається не звичайною подiльнiстю на простi елементи, а порiвнянням нормувань
дробових iдеалiв пiсля локалiзацiї за простими iдеалами.

У лiнiйному випадку 𝑚 = 1 нульове початкове значення завжди дає нульо-
вий розв’язок. Для 𝑐0 ̸= 0 у формулах для коефiцiєнтiв з’являються факторiальнi
знаменники, що створює глобальну перешкоду, якщо в 𝐷 не є оборотними нескiн-
ченно багато рацiональних простих чисел. Якщо ж таких простих лише скiнченна
кiлькiсть, то точний критерiй iснування для ненульового початкового значення має
вигляд (𝑏) ⊆ (𝑎)r1, де r1 — явно побудований коригувальний iдеал, що залежить
вiд простих iдеалiв над вiдповiдними рацiональними простими. У нелiнiйному ви-
падку 𝑚 ≥ 2, поклавши 𝑑 = 𝑚 − 1, дiстаємо вираз для коефiцiєнтiв через добуток
𝐶𝑘(𝑑) =

∏︀𝑘−1
𝑖=0 (𝑑𝑖+1). Доведено, що простi iдеали над рацiональними простими, якi

не дiлять 𝑑, не створюють додаткових перешкод, крiм базової умови (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎), тодi
як простi iдеали над простими, що дiлять 𝑑, задають коригувальний iдеал r(𝑑). У
результатi точний критерiй iснування набуває вигляду (𝑏𝑐𝑑0) ⊆ (𝑎)r(𝑑). Зокрема, для
𝑚 = 2 маємо r(1) = 𝐷, i умова спрощується до (𝑏𝑐0) ⊆ (𝑎). Наведено приклади для
кiлець Z, локалiзацiй кiльця Z, кiльця цiлих гаусових чисел та дедекiндової обла-
стi Z[

√
−5], яка не є факторiальним кiльцем, що демонструють роботу одержаного

критерiю в рiзних арифметичних ситуацiях.
Ключовi слова: формальнi степеневi ряди; область Дедекiнда; задача Кошi;
нормування за простими iдеалами; критерiй цiлостi коефiцiєнтiв.
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Неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку

над скiнченними комутативними кiльцями з

одиницею
У статтi дослiджується неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . над скiнченним комутативним кiльцем 𝑅 з
одиницею, тобто рiвняння з необоротним елементом 𝐵 кiльця 𝑅. На вiдмiну вiд кла-
сичного (явного) лiнiйного рiзницевого рiвняння, неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння
над скiнченним кiльцем 𝑅 може не мати розв’язкiв, а також може мати нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв. Оскiльки будь-яке скiнченне комутативне кiльце з одиницею
iзоморфне скiнченнiй прямiй сумi локальних комутативних кiлець з одиницею, то
рiвняння розпадається на систему рiвнянь над локальними скiнченними комутатив-
ними кiльцями з одиницею. Показано, що умова спiвпадiння з 𝑅 iдеалу (𝐴,𝐵), який
породжено елементами 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅, є необхiдною i достатньою для iснування скiн-
ченного числа розв’язкiв цього рiвняння, пiдраховано кiлькiсть розв’язкiв в разi їх
iснування та надано формулу для загального розв’язку. Умова (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 є необ-
хiдною i достатньою умовою iснування нескiнченного числа розв’язкiв вiдповiдного
однорiдного рiвняння 𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Також встановлено, що у ви-
падку (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 умова 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . є необхiдною для розв’язностi
неоднорiдного неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння, але не є достатньою, як
показують приклади. При додатковому обмеженнi, що (𝐴,𝐵) є власним головним
iдеалом кiльця 𝑅, ця умова буде також достатньою умовою для iснування розв’язку
розглянутого неоднорiдного рiвняння, в цiй ситуацiї рiвняння має нескiнченно бага-
то розв’язкiв. За умови, що (𝐴,𝐵) є головним iдеалом, спочатку доводиться критерiй
iснування розв’язку у випадку локального комутативного скiнченного кiльця з оди-
ницею, а потiм у випадку довiльного скiнченного комутативного кiльця з одиницею.
Як i в теорiї Фредгольма, показано наступне: якщо вiдповiдне однорiдне рiвнян-
ня має тiльки тривiальний розв’язок, то дослiджуване неоднорiдне рiвняння має

90

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2026-103-05
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://orcid.org/0009-0001-4855-6337
https://orcid.org/0000-0002-7977-7255


ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том103 (2026)91

єдиний розв’язок. На конкретних прикладах продемонстровано роботу доведених
теорем.
Ключовi слова: неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння; скiнченне кiльце; ло-

кальне кiльце, iдеал.

2020 Mathematics Subject Classification: 39A06; 11B37; 16P10.

1. Вступ

У зв’язку iз багаточисленними застосуваннями у 80-хх та 90-хх роках
XX столiття виникла теорiя неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь в вектор-
них просторах з необоротними операторними коефiцiєнтами (див. напри-
клад [1, 2]). Ця теорiя продовжує свiй розвиток i у XXI-му столiттi (див.
наприклад [3, 4, 5]) паралельно з теорiєю неявних лiнiйних рiзницевих рiв-
нянь над комутативними кiльцями [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

Нехай 𝑅 ̸= {0} – скiнченне комутативне кiльце з одиницею, 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅 i
{𝐹𝑛}∞𝑛=0 —послiдовнiсть елементiв кiльця 𝑅. В данiй роботi дослiджується
неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над 𝑅:

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .} . (1)

Як i в [8, 9, 10], рiвняння (1) називається неявним, якщо 𝐵 є необоротним
елементом кiльця 𝑅, i явним в протилежному випадку. Неявнi лiнiйнi рiзни-
цевi рiвняння вигляду (1) над цiлiсними кiльцями дослiджувались в [8, 9],
зокрема над кiльцем цiлих чисел — в [6, 10]. Неявне лiнiйне рiзницеве рiв-
няння (1) над скiнченним кiльцем дослiджувалось ранiше лише у випадку
кiльця лишкiв Z𝑚 = Z/𝑚Z за модулем 𝑚 в [11], i у випадку кiльця Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2)
(𝑝—просте число) у [12]. Дана робота є продовженням дослiджень, якi було
започатковано в роботах [11, 12].

У роздiлi 2 наведено попереднi вiдомостi щодо розв’язностi рiвняння (1)
над довiльним комутативним кiльцем з одиницею, не обов’язково скiнчен-
ним. Оскiльки скiнченне кiльце 𝑅 iзоморфне скiнченнiй прямiй сумi скiнчен-
них локальних комутативних кiлець з одиницею [13], то проблема iснування
та єдиностi розв’язку рiвняння (1) зводиться до проблеми розв’язностi цього
рiвняння над локальним кiльцем 𝑅 (див. наслiдок 1 з теореми 1). Проблемi
класифiкацiї локальних скiнченних кiлець присвячено багато робiт (див. на-
приклад [14, 15] i бiблiографiю в цих роботах). Цiкаво зауважити (див. [16]),
що кожний елемент локального скiнченного комутативного кiльця є оборо-
тним або нiльпотентним.

Основнi результати даної роботи мiстяться у роздiлах 3 та 4. При дослi-
дженнi рiвняння (1) суттєву роль грає iдеал (𝐴,𝐵), який породжено коефi-
цiєнтами цього рiвняння (див. теореми 2–5). Так, умова (𝐴,𝐵) = 𝑅 є необхi-
дною i достатньою для iснування скiнченного числа розв’язкiв рiвняння (1)
(див. теорему 3, де наведено також загальний розв’язок рiвняння (1) в цiй
ситуацiї). Умова

𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 ∈ Z+ (2)
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є необхiдною умовою iснування розв’язку рiвняння (1) (третє твердження ле-
ми 1), але не є достатньою умовою (див. приклад 1). Якщо додатково iдеал
(𝐴,𝐵) є головним iдеалом кiльця 𝑅, то умова (2) є достатньою для iснува-
ння розв’язку рiвняння (1), бiльш того, в цьому випадку iснує нескiнченно
багато розв’язкiв цього рiвняння (див. теорему 5, де також описано загаль-
ний розв’язок рiвняння (1) в цiй ситуацiї). Умова (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 є необхiдною i
достатньою умовою iснування нескiнченної кiлькостi розв’язкiв вiдповiдного
до (1) однорiдного рiвняння (див. теорему 2). Вiдмiтимо, що iдеал (𝐴,𝐵) буде
головним у будь-якому кiльцi 𝑅 головних iдеалiв, зокрема, в кiльцях Z𝑚 та
Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2), над якими дослiджувалось ранiше рiвняння (1) вiдповiдно в [11]
та [12]. Отже, якщо iдеал (𝐴,𝐵) є власним iдеалом кiльця 𝑅 i не є головним,
то при виконаннi умови (2) неоднорiдне рiвняння (1) або не має розв’язкiв,
або має нескiнченно багато розв’язкiв (див. теореми 3–5 i зауваження 1).

В роздiлi 5 даної роботи наведено приклади, якi iлюструють роботу тео-
рем роздiлiв 3 та 4.

2. Попереднi твердження

Протягом цього роздiлу наводяться попереднi вiдомостi про розв’язнiсть
рiвняння (1) над ненульовим комутативним кiльцем 𝑅 з одиницею (нео-
бов’язково скiнченним).

Через 𝑅× позначимо множину оборотних елементiв кiльця 𝑅. Для нiль-
потентного елемента 𝑢 ∈ 𝑅 через ind𝑢 позначатимемо його iндекс нiльпотен-
тностi, тобто таке найменше число 𝑘 ∈ N, що 𝐵𝑘 = 0. Через (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘)
позначаємо iдеал кiльця 𝑅, породжений елементами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝑅.

Наступна лема дає загальний розв’язок явного рiвняння (1) i неявного
рiвняння (1) з нiльпотентним 𝐵 та 𝐴 ∈ 𝑅×. Також наводяться достатнi умови
вiдсутностi розв’язкiв цього рiвняння.

Лема 1. Справедливi наступнi твердження.

1. Якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то загальний розв’язок рiвняння (1) визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (3)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅.

2. Якщо 𝐵 —нiльпотент i 𝐴 ∈ 𝑅×, то iснує єдиний розв’язок рiвнян-
ня (1). Цей розв’язок визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = −
ind𝐵−1∑︁

𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+. (4)

3. Якщо 𝐹𝑛 /∈ (𝐴,𝐵) при деякому 𝑛 ∈ Z+, то рiвняння (1) не має
розв’язкiв.
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Доведення. Перше твердження леми випливає з вiдомої формули загального
розв’язку явного рiвняння (1) (див. наприклад [17, с. 4, формула (1.2.6)]).

Доведемо друге твердження леми. Нехай 𝐵 є нiльпотентним елементом
кiльця 𝑅, 𝜈 = ind𝐵, а 𝐴 ∈ 𝑅×. Рiвняння (1) можна переписати у виглядi

𝑋𝑛 = 𝐵𝐴−1𝑋𝑛+1 −𝐴−1𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Скориставшись цiєю рiвнiстю 𝜈 разiв, з урахуванням рiвностi 𝐵𝜈 = 0 отри-
маємо:

𝑋𝑛 = −
𝜈−1∑︁
𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+.

Перевiримо, що ця послiдовнiсть є розв’язком рiвняння (1):

𝐵𝑋𝑛+1−𝐴𝑋𝑛 = −𝐵
𝜈−1∑︁
𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+1+𝑠+𝐴
𝜈∑︁

𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠 = 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Це доводить друге твердження леми.
Третє твердження леми випливає з того, що у разi iснування розв’язку

{𝑋𝑛}∞𝑛=0 рiвняння (1) 𝐹𝑛 = 𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) при всiх 𝑛 ∈ Z+.

Нехай 𝑅 iзоморфне прямiй сумi комутативних кiлець ̂︀𝑅1, . . . , ̂︀𝑅𝑟 з одини-
цею (цей факт буде записуватись наступним чином: 𝑅 ∼= ̂︀𝑅1 ⊕ . . . ⊕ ̂︀𝑅𝑟). Ми
не виключаємо випадок, коли ̂︀𝑅𝑖 = {0} для деяких значень 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}:
в цьому i тiльки в цьому випадку вважаємо, що одиниця кiльця ̂︀𝑅𝑖 спiвпа-
дає з нулем цього кiльця. Позначимо ̂︀𝜓 : ̂︀𝑅1 ⊕ . . . ⊕ ̂︀𝑅𝑟 → 𝑅— вiдповiдний
канонiчний iзоморфiзм, а ̂︀𝜋𝑘 : 𝑅→ ̂︀𝑅𝑘 — вiдповiднi канонiчнi проекцiї. Також
позначимо ̂︀𝐴𝑘 = ̂︀𝜋𝑘(𝐴), ̂︀𝐵𝑘 = ̂︀𝜋𝑘(𝐵), ̂︀𝐹𝑘,𝑛 = ̂︀𝜋𝑘(𝐹𝑛), 𝑛 ∈ Z+, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟.

Якщо ̂︀𝑇𝑘 ∈ ̂︀𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, то з означення ̂︀𝜓 випливає, що

̂︀𝜋𝑘(︁ ̂︀𝜓 (︁̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟)︁)︁ = ̂︀𝑇𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (5)

Також, (̂︀𝜋1)−1 ( ̂︀𝑇1) ∩ . . . ∩ (̂︀𝜋𝑟)−1 ( ̂︀𝑇𝑟) є одноелементною множиною, причому̂︀𝜓( ̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟) є елементом цiєї множини. Це означає, що

{︁̂︀𝜓( ̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟)}︁ =
𝑟⋂︁

𝑘=1

(̂︀𝜋𝑘)−1
(︁̂︀𝑇𝑘)︁ . (6)

Наступна теорема показує, що рiвняння (1) еквiвалентне системi рiвнянь

̂︀𝐵𝑘
̂︀𝑋𝑘,𝑛+1 = ̂︀𝐴𝑘

̂︀𝑋𝑘,𝑛 + ̂︀𝐹𝑘,𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (7)

де при кожному 𝑘 = 1, . . . , 𝑟 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем̂︀𝑅𝑘 вiдносно послiдовностi
{︁ ̂︀𝑋𝑘,𝑛

}︁∞

𝑛=0
.
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Теорема 1. Послiдовнiсть

𝑋𝑛 = ̂︀𝜓 (︁ ̂︀𝑋1,𝑛, . . . , ̂︀𝑋𝑟,𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+ (8)

є розв’язком рiвняння (1) тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑟

послiдовнiсть
{︁ ̂︀𝑋𝑘,𝑛

}︁∞

𝑛=0
є розв’язком вiдповiдного рiвняння (7). При цьому̂︀𝜋𝑘 (𝑋𝑛) = ̂︀𝑋𝑘,𝑛, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. З рiвностей (8) i (5) випливають рiвностi ̂︀𝜋𝑘 (𝑋𝑛) = ̂︀𝑋𝑘,𝑛, 𝑘 =
1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+.

Оскiльки ̂︀𝜋𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑟) є гомоморфiзмами [18, с. 243, теорема 7], то

̂︀𝜋𝑘(𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛) = ̂︀𝐵𝑘
̂︀𝑋𝑘,𝑛+1 − ̂︀𝐴𝑘

̂︀𝑋𝑘,𝑛 − ̂︀𝐹𝑘,𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (9)

За рiвнiстю (6) отримуємо:

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = ̂︀𝜓 (︁ ̂︀𝐵1
̂︀𝑋1,𝑛+1 − ̂︀𝐴1

̂︀𝑋1,𝑛 − ̂︀𝐹1,𝑛, . . . ,̂︀𝐵𝑟
̂︀𝑋𝑟,𝑛+1 − ̂︀𝐴𝑟

̂︀𝑋𝑟,𝑛 − ̂︀𝐹𝑟,𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+.

Зазначимо, що ̂︀𝜋𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (10)

За рiвностями (9) i (10) маємо, що рiвнiсть (1) вiрна тодi i тiльки тодi, коли є
вiрною рiвнiсть (7) для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. Це завершує доведення теореми.

3. Загальнi критерiї iснування розв’язку рiвняння

Уздовж цього роздiлу 𝑅 є ненульовим скiнченним комутативним кiльцем
з одиницею.

Анулятором елемента 𝑢 ∈ 𝑅 називається множина

Ann𝑢 = {𝑣 ∈ 𝑅 | 𝑣𝑢 = 0}

[18, с. 249, вправа 22(а)].

За теоремою VI.2 [13, с. 95], кiльце 𝑅 iзоморфне прямiй сумi
𝑟⨁︀

𝑖=1
𝑅𝑖 локаль-

них скiнченних комутативних кiлець 𝑅𝑖 ̸= {0} з одиницею. Позначимо через
𝜋𝑖 : 𝑅 → 𝑅𝑖 вiдповiднi канонiчнi проекцiї, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Визначимо множини
𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 наступним чином:

� 𝐼1 —множина всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} таких, що 𝜋𝑖(𝐵) ∈ 𝑅×
𝑖 ;

� 𝐼2 —множина всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} ∖ 𝐼1 таких, що 𝜋𝑖(𝐴) ∈ 𝑅×
𝑖 ;

� 𝐼3 = {1, . . . , 𝑟} ∖ (𝐼1 ∪ 𝐼2).
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Тодi {1, . . . , 𝑟} = 𝐼1∪𝐼2∪𝐼3 i вiдповiдно 𝑅 ∼= 𝑅(1)⊕𝑅(2)⊕𝑅(3), де 𝑅(𝑗) =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑗

𝑅𝑖,

при цьому будемо вважати 𝑅(𝑗) = {0}, якщо 𝐼𝑗 = ∅, 𝑗 = 1, 2, 3. Позначимо
через 𝜋(𝑗) канонiчну проекцiю з 𝑅 у 𝑅(𝑗) i

𝐵(𝑗) = 𝜋(𝑗)(𝐵), 𝐴(𝑗) = 𝜋(𝑗)(𝐴), 𝐹 (𝑗)
𝑛 = 𝜋(𝑗)(𝐹𝑛), 𝑗 = 1, 2, 3. (11)

Наступна лема встановлює властивостi деяких елементiв 𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗), 𝑗 =
1, 2, 3.

Лема 2.

1. 𝐵(2) —нiльпотент кiльця 𝑅(2), а 𝐵(3), 𝐴(3) —нiльпотенти кiльця 𝑅(3).

2. Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то 𝐵(1) — оборотний елемент кiльця 𝑅(1). Якщо
𝑅(2) ̸= {0}, то 𝐴(2) — оборотний елемент кiльця 𝑅(2).

Доведення. За означенням множини 𝐼2, для кожного 𝑖 ∈ 𝐼2 елемент 𝜋𝑖(𝐵) не є
оборотним у кiльцi 𝑅𝑖. Оскiльки кiльце 𝑅𝑖 локальне, то 𝜋𝑖(𝐵) нiльпотентний
елемент [16, лема 2.1, теорема 2.3], а тому елемент 𝐵(2) також нiльпотентний.
Аналогiчно, з означення 𝐼3 випливають необоротностi елементiв 𝜋𝑖(𝐴), 𝜋𝑖(𝐵)
для всiх 𝑖 ∈ 𝐼3 i отже 𝐴(3), 𝐵(3) є нiльпотентами кiльця 𝑅(3).

Нехай 𝑅(1) ̸= {0}, тобто 𝐼1 ̸= ∅. Тодi, за означенням 𝐼1, для кожного 𝑖 ∈ 𝐼1
елемент 𝜋𝑖(𝐵) є оборотним. Отже 𝐵(1) є оборотним елементом кiльця 𝑅(1).
Аналогiчно доводиться, що якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то 𝐴(2) є оборотним елементом
кiльця 𝑅(2). Лему доведено повнiстю.

Лема 3. Умови (𝐴,𝐵) = 𝑅 i 𝑅(3) = {0} рiвносильнi.

Доведення. Зауважимо, що умову (𝐴,𝐵) = 𝑅 виконано тодi i тiльки тодi,
коли 𝜋(𝑗)

(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
= 𝜋(𝑗)(𝑅) = 𝑅(𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3. Оскiльки 𝜋(𝑗) — сюр’єктивний

гомоморфiзм, то

𝜋(𝑗)
(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
=
{︁
𝜋(𝑗)(𝛼𝐴+ 𝛽𝐵) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︁
=

=
{︁
𝜋(𝑗)(𝛼)𝐴(𝑗) + 𝜋(𝑗)(𝛽)𝐵(𝑗) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︁
=
(︁
𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗)

)︁
, 𝑗 = 1, 2, 3.

Тому умову (𝐴,𝐵) = 𝑅 виконано тодi i тiльки тодi, коли(︁
𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗)

)︁
= 𝑅(𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3. (12)

Тепер покажемо, що умова (12) виконується завжди при 𝑗 = 1, 2.
Якщо 𝑅(1) = {0}, то 𝐴(1) = 𝐵(1) = 0 i рiвнiсть (12) при 𝑗 = 1 є очевидною.

Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐵(1) є оборотним елементом кiльця 𝑅(1),
звiдки випливає рiвнiсть (12) при 𝑗 = 1.

Аналогiчно при 𝑗 = 2: якщо 𝑅(2) = {0}, то рiвнiсть (12) є очевидною.
Якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐴(2) є оборотним елементом кiльця 𝑅(2), i
отже справджується рiвнiсть (12) при 𝑗 = 2.
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Таким чином, умова (12) рiвносильна умовi(︁
𝐴(3), 𝐵(3)

)︁
= 𝑅(3). (13)

Тепер покажемо, що умова (13) рiвносильна рiвностi 𝑅(3) = {0}. Якщо
𝑅(3) = {0}, то

(︀
𝐴(3), 𝐵(3)

)︀
= {0} i тому рiвнiсть (13) виконується. Тепер, нав-

паки, нехай виконано (13) i 𝑅(3) ̸= {0}. Тодi, за лемою 2, елементи 𝐴(3) i 𝐵(3)

є нiльпотентами кiльця 𝑅(3), а тому 1 ∈ 𝑅(3) не може бути їх лiнiйною комбi-
нацiєю. Отже, (𝐴(3), 𝐵(3)) ̸= 𝑅(3), що суперечить (13). Це завершує доведення
леми.

Позначимо через 𝜓 iзоморфiзм кiлець 𝑅(1) ⊕𝑅(2) ⊕𝑅(3) i 𝑅.
Наступний наслiдок з теореми 1 показує, що рiвняння (1) еквiвалентне

системi рiвнянь

𝐵(𝑗)𝑋
(𝑗)
𝑛+1 = 𝐴(𝑗)𝑋(𝑗)

𝑛 + 𝐹 (𝑗)
𝑛 , 𝑛 ∈ Z+, (14)

де при кожному 𝑗 = 1, 2, 3 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем

𝑅(𝑗) вiдносно послiдовностi
{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
.

Наслiдок 1. Послiдовнiсть

𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋(1)

𝑛 , 𝑋(2)
𝑛 , 𝑋(3)

𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+

є розв’язком рiвняння (1) тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑗 = 1, 2, 3

послiдовнiсть
{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
є розв’язком вiдповiдного рiвняння (14). При цьому

𝜋(𝑗) (𝑋𝑛) = 𝑋
(𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+.

Через card𝑅 позначатимемо кiлькiсть елементiв кiльця 𝑅. Наступна тео-
рема встановлює критерiй iснування скiнченного числа розв’язкiв однорiдно-
го рiвняння

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z+ (15)

над кiльцем 𝑅.

Теорема 2. Однорiдне рiвняння (15) має скiнченне число розв’язкiв тодi i
тiльки тодi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅. При цьому кiлькiсть розв’язкiв цього рiвняння
дорiвнює card𝑅(1).

Доведення. Розглянемо рiвняння (14) з 𝐹 (𝑗)
𝑛 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+.

Достатнiсть. Нехай (𝐴,𝐵) = 𝑅, тодi, за лемою 3, 𝑅(3) = {0}. Отже, єди-
на послiдовнiсть у кiльцi 𝑅(3) має вигляд 𝑋(3)

𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), ця послiдовнiсть
i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3.

Якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, при 𝑗 = 2 елемент 𝐵(2) є нiльпотентним, а
𝐴(2) — оборотним. Отже, за другим твердженням леми 1, при 𝑗 = 2 iснує лише
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тривiальний розв’язок рiвняння (14). Якщо 𝑅(2) = {0}, то єдина послiдовнiсть
𝑋

(2)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) у кiльцi 𝑅(2) i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 2. Таким

чином, рiвняння (14) при 𝑗 = 2 має лише тривiальний розв’язок.

Якщо 𝑅(1) = {0}, то єдина послiдовнiсть 𝑋(1)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) у кiльцi 𝑅(1) є

розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 1. Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то, за лемою 2, елемент
𝐵(1) є оборотним. Отже, за першим твердженням леми 1, загальний розв’язок
рiвняння (14) при 𝑗 = 1 має вигляд 𝑋

(1)
𝑛 =

(︀
𝐵(1)

)︀−𝑛 (︀
𝐴(1)

)︀𝑛
𝑋

(1)
0 (𝑛 ∈ Z+),

де 𝑋(1)
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅(1). Таким чином, кiлькiсть розв’язкiв

рiвняння (14) при 𝑗 = 1 дорiвнює card𝑅(1).
Враховуючи наслiдок 1, отримуємо, що при (𝐴,𝐵) = 𝑅 кiлькiсть

розв’язкiв рiвняння (15) дорiвнює card𝑅(1). Достатнiсть доведено.
Необхiднiсть. Нехай (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅, тодi, за лемою 3, 𝑅(3) ̸= {0}. За лемою 2,

елементи 𝐴(3), 𝐵(3) є нiльпотентними. Отже, за [16, лема 2.2], iснує елемент
𝑢 ̸= 0 кiльця 𝑅(3) такий, що 𝑢 ∈ Ann𝐴(3) ∩ Ann𝐵(3). Тодi послiдовнiсть
𝑋

(3)
𝑛 = 𝑢𝛽𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де {𝛽𝑛}∞𝑛=0 є довiльною послiдовнiстю нулiв та одиниць,

є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3. Справдi,

𝐵(3)𝑋
(3)
𝑛+1 −𝐴(3)𝑋(3)

𝑛 = (𝑢𝐵(3))𝛽𝑛+1 − (𝑢𝐴(3))𝛽𝑛 = 0, 𝑛 ∈ Z+.

Таким чином отримуємо нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (14) при 𝑗 =
3. Оскiльки при 𝑗 = 1, 2 рiвняння (14) має принаймнi тривiальний розв’язок,
то, за наслiдком 1, рiвняння (15) має нескiнченно багато розв’язкiв. Теорему
доведено повнiстю.

Наступний наслiдок є критерiєм єдиностi розв’язку однорiдного рiвнян-
ня (15).

Наслiдок 2. Однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривiальний розв’язок
тодi i тiльки тодi, коли 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, а 𝐴 ∈ 𝑅×.

Доведення. Достатнiсть випливає з твердження 2 леми 1.
Необхiднiсть. Нехай рiвняння (15) має тiльки тривiальний розв’язок. За

теоремою 2, (𝐴,𝐵) = 𝑅 i card𝑅(1) = 1. Умова card𝑅(1) = 1 рiвносильна тому,
що 𝑅(1) = {0}. За лемою 3, 𝑅(3) = {0}. Отже 𝑅(2) ∼= 𝑅 i тому 𝑅(2) ̸= {0}. За
лемою 2, 𝐵(2) —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅(2), а 𝐴(2) — оборотний еле-
мент цього кiльця. Враховуючи, що 𝑅(2) ∼= 𝑅, маємо, що 𝐵 —нiльпотентний
елемент кiльця 𝑅, а 𝐴 ∈ 𝑅×.

Наступний наслiдок є деяким аналогом однiєї з теорем Фредгольма.

Наслiдок 3. Якщо однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривiальний
розв’язок, то вiдповiдне неоднорiдне рiвняння (1) має єдиний розв’язок для
будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0. Цей розв’язок визначається формулою (4).

Доведення. За наслiдком 2, якщо однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривi-
альний розв’язок, то 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅. Тодi,
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за лемою 1, рiвняння (1) має єдиний розв’язок, який визначається форму-
лою (4).

Наступна теорема встановлює необхiдну i достатню умову iснування скiн-
ченного числа розв’язкiв неоднорiдного рiвняння (1).

Теорема 3. Рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв тодi i тiльки то-
дi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅. При цьому кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (1) дорiвнює
card𝑅(1). Крiм того:

1. якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то загальний розв’язок рiвняння (1) визначається фор-
мулою (3), де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅;

2. якщо 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то єдиний
розв’язок рiвняння (1) визначається формулою (4);

3. якщо 𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то загальний розв’язок рiвняння (1)

визначається формулою 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де

𝑋(1)
𝑛 =

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑛 (︁
𝐴(1)

)︁𝑛
𝑋

(1)
0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑠−1 (︁
𝐴(1)

)︁𝑠
𝐹

(1)
𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N,

(16)

𝑋(2)
𝑛 =

ind𝐵(2)−1∑︁
𝑠=0

(︁
𝐴(2)

)︁−𝑠−1 (︁
𝐵(2)

)︁𝑠
𝐹

(2)
𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+, (17)

а 𝑋
(1)
0 є довiльним елементом кiльця 𝑅(1).

Доведення. Достатнiсть. Нехай (𝐴,𝐵) = 𝑅.
Якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то, за лемою 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має ви-

гляд (3), де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅. Отже кiлькiсть розв’язкiв рiв-
няння (1) у цьому випадку дорiвнює card𝑅. З того, що 𝐵 ∈ 𝑅×, випливає, що
𝜋𝑖(𝐵) ∈ 𝑅×

𝑖 при всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, тому 𝑅(1) ∼= 𝑅, а отже кiлькiсть розв’язкiв
рiвняння (1) у цьому випадку дорiвнює card𝑅(1), що доводить твердження 1
теореми.

Якщо 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то, за лемою 1,
розв’язок рiвняння (1) визначається єдиним чином формулою (4). Оскiльки
𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то 𝑅(1) = {0}, i тодi card𝑅(1) = 1. Це
завершує доведення твердження 2 теореми.

Тепер доведемо третє твердження теореми.
Оскiльки 𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐵(1) є оборотним еле-

ментом кiльця 𝑅(1), 𝐵(2) є нiльпотентним елементом кiльця 𝑅(2), 𝐴(2) є обо-
ротним елементом кiльця 𝑅(2). Отже, за лемою 1, розв’язки рiвнянь (14)
при 𝑗 = 1 i при 𝑗 = 2 визначаються формулами (16) i (17) вiдповiдно,
причому кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (14) при 𝑗 = 1 дорiвнює card𝑅(1),
а рiвняння (14) при 𝑗 = 2 має єдиний розв’язок. Оскiльки (𝐴,𝐵) = 𝑅,
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то, за лемою 3, 𝑅(3) = {0}, а тому єдина послiдовнiсть у 𝑅(3) має вигляд

𝑋
(3)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+). Ця послiдовнiсть i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3.

За наслiдком 1, маємо, що загальний розв’язок рiвняння (1) визначається рiв-

нiстю 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де послiдовностi

{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
, 𝑗 = 1, 2,

визначаються формулами (16), (17) вiдповiдно. Кiлькiсть розв’язкiв рiвня-
ння (1), вiдповiдно, дорiвнює card𝑅(1). Це завершує доведення достатностi
теореми.

Необхiднiсть. Нехай рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв. При-
пустимо супротивне, що (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅. Зафiксуємо деякий розв’язок {𝑋𝑛}∞𝑛=0

рiвняння (1). Тодi формула

̃︀𝑋𝑛 = 𝑋𝑛 + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (18)

де {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — загальний розв’язок однорiдного рiвняння (15), також задає
розв’язок рiвняння (1). Оскiльки, за теоремою 2, iснує нескiнченно бага-
то розв’язкiв рiвняння (15), то формула (18) визначає нескiнченно багато
розв’язкiв рiвняння (1). Отримали протирiччя з припущенням скiнченностi
числа розв’язкiв рiвняння (1). Теорему доведено повнiстю.

З теореми 3 випливає наступний критерiй iснування та єдиностi розв’язку
рiвняння (1).

Наслiдок 4. Рiвняння (1) має єдиний розв’язок для будь-якої послiдовно-
стi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 тодi i тiльки тодi, коли 𝐴 ∈ 𝑅×, а 𝐵 є нiльпотентним еле-
ментом кiльця 𝑅. Цей розв’язок визначається формулою (4).

Також iз теореми 3 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 5. Рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв для будь-якої по-
слiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 тодi i тiльки тодi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅.

Наслiдок 6. Якщо 𝐴 ∈ 𝑅×, то однорiдне рiвняння (15) має card𝑅(1)

розв’язкiв. При цьому загальний розв’язок цього рiвняння визначається фор-

мулою 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 0, 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де

𝑋(1)
𝑛 =

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑛 (︁
𝐴(1)

)︁𝑛
𝑋

(1)
0 , 𝑛 ∈ N,

а 𝑋
(1)
0 є довiльним елементом кiльця 𝑅(1).

Зауваження 1. Нехай (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅. Тодi множина розв’язкiв однорiдного
рiвняння (15) має потужнiсть континууму (див. доведення необхiдностi твер-
дження теореми 2). Тому, за теоремою 3, множина розв’язкiв неоднорiдного
рiвняння (1) або порожня, або також має потужнiсть континууму. Зокрема,
множина розв’язкiв цього рiвняння не може бути злiченною.
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4. Випадок, коли коефiцiєнти рiвняння породжують головний

iдеал

В цьому роздiлi, якщо не оговорено iнше,𝑅 ̸= {0} є скiнченним комутатив-
ним кiльцем з одиницею i iснує елемент 𝐷 кiльця 𝑅 такий, що (𝐴,𝐵) = (𝐷),
де 𝐴,𝐵 —коефiцiєнти рiвняння (1).

Якщо 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то зафiксуємо деякi елементи
𝐴′, 𝐵′, 𝐹 ′

𝑛 (𝑛 ∈ Z+) кiльця 𝑅 так, що

𝐴 = 𝐷𝐴′, 𝐵 = 𝐷𝐵′, 𝐹𝑛 = 𝐷𝐹 ′
𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (19)

Лема 4. Нехай 𝑅—локальне кiльце. Якщо 𝐷 ̸= 0, то (𝐴′, 𝐵′) = 𝑅, тобто
хоча б один з елементiв 𝐴′, 𝐵′ є оборотним. Бiльш того, iснує елемент
𝛾 ∈ 𝑅 такий, що 𝐴 = 𝛾𝐵 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×, 𝐵 = 𝛾𝐴 у випадку 𝐴′ ∈ 𝑅×.

Доведення. Запишемо

(𝐷) = (𝐴,𝐵) = {𝛼𝐴+ 𝛽𝐵 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} =
{︀
𝛼𝐷𝐴′ + 𝛽𝐷𝐵′ | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︀
.

Припустимо, що серед 𝐴′, 𝐵′ немає оборотного елементу. Тодi, оскiльки 𝑅—
локальне кiльце, то 𝐴′, 𝐵′ —нiльпотенти [16, лема 2.1, теорема 2.3] i сума
нiльпотентiв є також нiльпотентом [18, с. 250, вправа 29]. Тому для деяких
𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 справедливе наступне зображення елементу 𝐷:

𝐷 = 𝛼𝐷𝐴′ + 𝛽𝐷𝐵′ = 𝐷(𝛼𝐴′ + 𝛽𝐵′) = 𝐷j0,

де j0 —деякий нiльпотентний елемент кiльця 𝑅. Тому 𝐷 = 𝐷j𝑚0 для довiль-
ного натурального 𝑚, зокрема 𝐷 = 𝐷jind j0

0 = 0. Це суперечить умовi 𝐷 ̸= 0,
отже припущення хибне i серед 𝐴′, 𝐵′ є оборотний елемент.

Тепер нехай 𝐴′ ∈ 𝑅×. Тодi, за (19), 𝐵 = 𝐵′𝐷 = 𝐵′(𝐴′)−1𝐴 = 𝛾𝐴, де
𝛾 = 𝐵′(𝐴′)−1. Аналогiчно у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅× доводиться рiвнiсть 𝐴 = 𝛾𝐵
для деякого 𝛾 ∈ 𝑅. Лему доведено.

Зауваження 2. Якщо 𝐷 = 0, то 𝐴 = 𝐵 = 0 i будемо вважати в (19) 𝐴′ =
𝐹 ′
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) i 𝐵′ = 1 у кiльцi 𝑅.
Наступна теорема встановлює критерiї iснування скiнченного i нескiнчен-

ного числа розв’язкiв рiвняння (1) над локальним кiльцем 𝑅.

Теорема 4. Нехай 𝑅—локальне кiльце. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 ∈ 𝑅×. При цьому рiвняння (1) має

𝑁 =

{︂
card𝑅, 𝐵 ∈ 𝑅×,
1, 𝐵 /∈ 𝑅×, 𝐴 ∈ 𝑅×
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розв’язкiв i загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵 ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵−1∑︀

𝑠=0
𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝐵 /∈ 𝑅×, 𝐴 ∈ 𝑅×,

(20)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅 у випадку 𝐵 ∈ 𝑅×.

2. Рiвняння (1) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний розв’язок
цього рiвняння визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝑋 ′
𝑛 + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (21)

в якiй {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷,
а послiдовнiсть {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 має вигляд

𝑋 ′
𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′)−𝑛(𝐴′)𝑛𝑋 ′

0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠𝐹 ′
𝑛−𝑠−1, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠𝐹 ′

𝑛+𝑠, 𝐵′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×,

(22)
де 𝑋 ′

0 є довiльним елементом кiльця 𝑅 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐹𝑛 /∈ (𝐷) при
деякому 𝑛.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Нехай 𝐷 ∈
𝑅×. Тодi (𝐷) = 𝑅 i отже виконано рiвнiсть (𝐴,𝐵) = (𝐷) = 𝑅. Тому, за теоре-
мою 3, рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв. Вигляд (20) загального
розв’язку рiвняння (1) випливає з тверджень 1, 2 теореми 3.

При цьому, якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то рiвняння (1) є явним i, за першим твер-
дженням леми 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має вигляд (3), де 𝑋0 —
довiльний елемент кiльця 𝑅. Отже, у цьому випадку кiлькiсть розв’язкiв рiв-
няння (1) дорiвнює card𝑅. Якщо ж 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅 i
𝐴 ∈ 𝑅×, то, за другим твердженням теореми 3, рiвняння (1) має єдиний
розв’язок.

Достатнiсть твердження 1 доведено.
Доведемо достатнiсть другого твердження теореми. Нехай 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈

(𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. Рiвняння (1) з урахуванням (19) приймає вигляд

𝐷
(︀
𝐵′𝑋𝑛+1 −𝐴′𝑋𝑛 − 𝐹 ′

𝑛

)︀
= 0, 𝑛 ∈ Z+,

що рiвносильно рiвнянню

𝐵′𝑋𝑛+1 = 𝐴′𝑋𝑛 + (𝐹 ′
𝑛 + 𝛽𝑛), 𝑛 ∈ Z+, (23)
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де {𝛽𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷. Оскiльки,
за лемою 4 i зауваженням 2, (𝐴′, 𝐵′) = 𝑅, то можна застосувати теорему 3 до
рiвняння (23). З цiєї теореми випливає, що загальний розв’язок рiвняння (23)
визначено формулою

𝑋𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′)−𝑛(𝐴′)𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠(𝐹 ′
𝑛−𝑠−1 + 𝛽𝑛−𝑠−1), 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠(𝐹 ′

𝑛+𝑠 + 𝛽𝑛+𝑠), 𝐵′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×,

де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅, а {𝛽𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть еле-
ментiв анулятора Ann𝐷.

Останню рiвнiсть можна переписати у виглядi (21), де {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 визначе-

но формулою (22), 𝑋 ′
0 = 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅, а послiдовнiсть

{𝛼𝑛}∞𝑛=0 визначено формулою

𝛼𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑛 = 0, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠𝛽𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠𝛽𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+, 𝐵

′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×.

Оскiльки 𝛽𝑛 ∈ Ann𝐷 i Ann𝐷 є iдеалом кiльця 𝑅 [18, с. 249, вправа 22], то
𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷 при кожному 𝑛 ∈ Z+. Таким чином, кожен розв’язок рiвняння (1)
має вигляд (21), де {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 визначено формулою (22), а {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна

послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷.
Тепер покажемо, що для довiльної послiдовностi {𝛼𝑛}∞𝑛=0 елементiв ану-

лятора Ann𝐷 i послiдовностi {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0, визначеної формулою (22), будь-яка

послiдовнiсть вигляду (21) є розв’язком рiвняння (1). Пiдставляючи {𝑋𝑛}∞𝑛=0

в рiвняння (1) i враховуючи, що {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 є розв’язком рiвняння (23) при

𝛽𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), маємо

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = 𝐷𝐵′𝑋 ′
𝑛+1 +𝐷𝐵′𝛼𝑛+1 −𝐷𝐴′𝑋 ′

𝑛 −𝐷𝐴′𝛼𝑛 −𝐷𝐹 ′
𝑛 =

= 𝐷 (𝐵′𝑋 ′
𝑛+1 −𝐴′𝑋 ′

𝑛 − 𝐹 ′
𝑛) = 0, 𝑛 ∈ Z+,

тобто {𝑋𝑛}∞𝑛=0 є розв’язком рiвняння (1). Це доводить формулу загального
розв’язку у випадку другого твердження теореми.

Оскiльки 𝑅—локальне кiльце i 𝐷 /∈ 𝑅×, то 𝐷—нiльпотент [16, лема 2.1,
теорема 2.3]. Покладемо

𝑎 =

{︃
𝐷ind𝐷−1, 𝐷 ̸= 0,

1 ∈ 𝑅, 𝐷 = 0.

Тодi 𝑎 ̸= 0 i 𝑎 ∈ Ann𝐷. Тепер, якщо зафiксувати будь-яку послiдовнiсть
{𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 i обрати {𝛼𝑛}∞𝑛=0 як довiльну послiдовнiсть з 0 i 𝑎, то отримаємо

нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (1).
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Достатнiсть третього твердження теореми випливає з третього твердже-
ння леми 1.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Оскiльки достатнi
умови всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно
несумiснi, то доведення критерiїв завершено.

Зауваження 3. Формула (20) є частковим випадком формули (21), оскiльки
якщо 𝐷 ∈ 𝑅×, то 𝛼𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+ i вiдповiдно 𝑋𝑛 = 𝑋 ′

𝑛 (𝑛 ∈ Z+).

Зауваження 4. Нехай 𝑅 ̸= {0} є локальним скiнченним кiльцем головних
iдеалiв, 𝐴,𝐵 ̸= 0 i j—нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, що породжує макси-
мальний iдеал цього кiльця. На кiльцi 𝑅 уведемо вiдношення еквiвалентностi
наступним чином: 𝑢 ∼ 𝑣 (𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅), якщо 𝑢 = 𝑣𝑠 для деякого 𝑠 ∈ 𝑅×. Для
будь-якого 𝑢 ∈ 𝑅 ∖ {0} iснує єдине цiле невiд’ємне 𝜅(𝑢) таке, що 𝑢 ∼ j𝜅(𝑢) [19,
с. 245]. Позначимо 𝑚 = min {𝜅(𝐴), 𝜅(𝐵)}. Оскiльки 𝑅—кiльце головних iде-
алiв, то iснує такий елемент 𝐷 ∈ 𝑅, що (𝐴,𝐵) = (𝐷). Пояснимо, що 𝐷 ∼ j𝑚.
Справдi, нехай 𝐴 = j𝜅(𝐴) ̃︀𝐴,𝐵 = j𝜅(𝐵) ̃︀𝐵, де 𝐴, 𝐵̃ ∈ 𝑅×. Тодi

(𝐷) = (𝐴,𝐵) = (j𝜅(𝐴) ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵) ̃︀𝐵) = j𝑚(j𝜅(𝐴)−𝑚 ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵)−𝑚 ̃︀𝐵).

Оскiльки 𝜅(𝐴) = 𝑚 або 𝜅(𝐵) = 𝑚, то (j𝜅(𝐴)−𝑚 ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵)−𝑚 ̃︀𝐵) = 𝑅 i (𝐷) = (j𝑚).
Тодi, з урахуванням локальностi кiльця 𝑅, маємо 𝐷 ∼ j𝑚. Звiдси випливає,
що Ann𝐷 = Ann j𝑚 =

(︀
jind j−𝑚

)︀
. Тому будь-який елемент 𝛼 ∈ Ann𝐷 допу-

скає зображення 𝛼 = jind j−𝑚𝛾 при деякому 𝛾 ∈ 𝑅. Отже, якщо 𝐷 /∈ 𝑅×

i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то загальний розв’язок рiвняння (1) має ви-
гляд 𝑋𝑛 = 𝑋 ′

𝑛+ jind j−𝑚𝛾𝑛 (𝑛 ∈ Z+), в якому {𝛾𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть
елементiв кiльця 𝑅, а послiдовнiсть {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 визначено формулою (22), де

𝑋 ′
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×.
Нагадаємо, що, за теоремою VI.2 [13, с. 95], будь-яке скiнченне комута-

тивне кiльце 𝑅 ̸= {0} з одиницею iзоморфне прямiй сумi
𝑟⨁︀

𝑖=1
𝑅𝑖 локальних

скiнченних комутативних кiлець 𝑅𝑖 ̸= {0} з одиницею. Позначимо через
𝜙 : 𝑅1 ⊕ . . . ⊕ 𝑅𝑟 → 𝑅 канонiчний iзоморфiзм i через 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐹𝑖,𝑛 канонiчнi
проекцiї елементiв 𝐴,𝐵, 𝐹𝑛 вiдповiдно (див. роздiл 3):

𝐴𝑖 = 𝜋𝑖(𝐴), 𝐵𝑖 = 𝜋𝑖(𝐵), 𝐹𝑖,𝑛 = 𝜋𝑖(𝐹𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+. (24)

Наступна лема встановлює зв’язок мiж рiвнiстю (𝐴,𝐵) = (𝐷) у кiльцi 𝑅
i рiвностями (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖) у кiльцях 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Лема 5. Нехай 𝑅 ̸= {0}— скiнченне комутативне кiльце з одиницею,
𝐴,𝐵,𝐷 ∈ 𝑅. Для виконання умови (𝐷) = (𝐴,𝐵) необхiдно i достатньо iсну-
вання таких елементiв 𝐷𝑖 ∈ 𝑅𝑖, що (𝐷𝑖) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. При цьому
𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) i 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷) для кожного 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай (𝐷) = (𝐴,𝐵). Зафiксуємо довiльне 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑟} i покладемо 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷). Зауважимо, що

(𝐷𝑖) = 𝜋𝑖(𝐷)𝑅𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷)𝜋𝑖(𝑅) = 𝜋𝑖(𝐷𝑅) = 𝜋𝑖((𝐴,𝐵)).
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З iншого боку, оскiльки 𝜋𝑖 — сюр’єктивний гомоморфiзм, то

𝜋𝑖
(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
= 𝜋𝑖({𝛼𝐴+ 𝛽𝐵 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅}) =

= {𝜋𝑖(𝛼)𝜋𝑖(𝐴) + 𝜋𝑖(𝛽)𝜋𝑖(𝐵) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} = (𝜋𝑖(𝐴), 𝜋𝑖(𝐵)) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖).

Це доводить необхiднiсть.
Достатнiсть. Нехай (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖) при всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.
Оскiльки 𝜋𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑟), 𝜙— сюр’єктивнi гомоморфiзми, маємо:

(𝐴,𝐵) = (𝜙(𝐴1, . . . , 𝐴𝑟), 𝜙(𝐵1, . . . , 𝐵𝑟)) =

= {𝛼𝜙(𝐴1, . . . , 𝐴𝑟) + 𝛽 𝜙(𝐵1, . . . , 𝐵𝑟) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} =

=
{︀
𝜙
(︀
𝜋1(𝛼)𝐴1 + 𝜋1(𝛽)𝐵1, . . . , 𝜋𝑟(𝛼)𝐴𝑟 + 𝜋𝑟(𝛽)𝐵𝑟

)︀
| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︀
=

= 𝜙 ((𝐴1, 𝐵1), . . . , (𝐴𝑟, 𝐵𝑟)) = 𝜙
(︀
(𝐷1), . . . , (𝐷𝑟)

)︀
=

= {𝜙(𝛼1𝐷1, . . . , 𝛼𝑟𝐷𝑟) | 𝛼1 ∈ 𝑅1, . . . , 𝛼𝑟 ∈ 𝑅𝑟} =

= {𝜙(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟)𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) | 𝛼1 ∈ 𝑅1, . . . , 𝛼𝑟 ∈ 𝑅𝑟} = (𝐷),

де 𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟). Тепер застосування тотожностi (5) дає формулу
𝜋𝑖(𝐷) = 𝜋𝑖 (𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟)) = 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Це завершує доведення ле-
ми.

Оскiльки (𝐷) = (𝐴,𝐵), то, за лемою 5, (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖), де 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷),
𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Якщо 𝐹𝑛 ∈ (𝐷), то визначимо елементи 𝐴′

𝑖, 𝐵
′
𝑖, 𝐹

′
𝑖,𝑛 наступними

спiввiдношеннями, якi є аналогами спiввiдношень (19) для кiльця 𝑅𝑖:

𝐵𝑖 = 𝐵′
𝑖𝐷𝑖, 𝐴𝑖 = 𝐴′

𝑖𝐷𝑖, 𝐹𝑖,𝑛 = 𝐹 ′
𝑖,𝑛𝐷𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+. (25)

Тодi, за лемою 4, у випадку 𝐷𝑖 ̸= 0 принаймнi один з елементiв 𝐴′
𝑖, 𝐵

′
𝑖 є

оборотним. Якщо 𝐷𝑖 = 0, то згiдно з зауваженням 2 вважаємо, що 𝐴′
𝑖 =

𝐹 ′
𝑖,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) i 𝐵′

𝑖 = 1 у кiльцi 𝑅𝑖.
Наступна теорема встановлює критерiї розв’язностi рiвняння (1) над до-

вiльним скiнченним кiльцем 𝑅 у випадку (𝐴,𝐵) = (𝐷).

Теорема 5. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 ∈ 𝑅×. При цьому рiвняння (1) має 𝑁 = card𝑅(1) розв’язкiв i
загальний розв’язок цього рiвняння визначається твердженнями 1–3
теореми 3.

2. Рiвняння (1) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний розв’язок
цього рiвняння визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝜙
(︀
𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛

)︀
+ 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (26)
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в якiй {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷,
а

𝑋 ′
𝑖,𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′

𝑖)
−𝑛 (𝐴′

𝑖)
𝑛𝑋 ′

𝑖,0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′
𝑖)
−𝑠−1 (𝐴′

𝑖)
𝑠 𝐹 ′

𝑖,𝑛−𝑠−1, 𝐵′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 ,

−
ind𝐵′

𝑖−1∑︀
𝑠=0

(𝐴′
𝑖)
−𝑠−1 (𝐵′

𝑖)
𝑠 𝐹 ′

𝑖,𝑛+𝑠, 𝐵′
𝑖 /∈ 𝑅×

𝑖 , 𝐴
′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 ,

(27)
де 𝑋 ′

𝑖,0 — довiльний елемент кiльця 𝑅𝑖 у випадку 𝐵′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐹𝑛 /∈ (𝐷) при
деякому 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. Перше твердження теореми безпосередньо випливає з теореми 3.
Доведемо достатнiсть другого твердження теореми.
За теоремою 1, рiвняння (1) еквiвалентне системi рiвнянь

𝐵𝑖𝑋𝑖,𝑛+1 = 𝐴𝑖𝑋𝑖,𝑛 + 𝐹𝑖,𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (28)

де при кожному 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем
𝑅𝑖 вiдносно послiдовностi {𝑋𝑖,𝑛}∞𝑛=0. Зафiксуємо 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}. За лемою 5,
(𝐷𝑖) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖). Для вiдповiдного рiвняння (28) в залежностi вiд оборотностi
елементу𝐷𝑖 скористаємось першим або другим твердженням теореми 4 з ура-
хуванням зауваження 3. Отримуємо, що загальний розв’язок рiвняння (28)

має вигляд 𝑋𝑖,𝑛 = 𝑋 ′
𝑖,𝑛 + 𝛼𝑖,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де послiдовнiсть

{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначе-

но формулою (27), а {𝛼𝑖,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора
Ann𝐷𝑖. Тодi, за теоремою 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має наступний
вигляд:

𝑋𝑛 = 𝜙(𝑋 ′
1,𝑛 + 𝛼1,𝑛, . . . , 𝑋

′
𝑟,𝑛 + 𝛼𝑟,𝑛) = 𝜙(𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛) + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (29)

де 𝛼𝑛 = 𝜙(𝛼1,𝑛, . . . , 𝛼𝑟,𝑛). Враховуючи, що, за лемою 5, 𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) i
𝛼𝑖,𝑛 ∈ Ann𝐷𝑖 (𝑛 ∈ Z+, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟), маємо 𝐷𝛼𝑛 = 𝜙 (𝐷1𝛼1,𝑛, . . . , 𝐷𝑟𝛼𝑟,𝑛) =
𝜙(0, . . . , 0) = 0, тобто 𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷. Таким чином, будь-який розв’язок рiвня-
ння (1) має вигляд (26). Тепер нехай {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть еле-

ментiв анулятора Ann𝐷, а при кожному 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 послiдовнiсть
{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначено формулою (27). Покажемо, що послiдовнiсть {𝑋𝑛}∞𝑛=0, яку визна-
чено рiвнiстю (26), є розв’язком рiвняння (1). Справдi, оскiльки 𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷 =
Ann𝐴 ∩Ann𝐵, то

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = 𝐵𝑋 ′
𝑛+1 +𝐵𝛼𝑛+1 −𝐴𝑋 ′

𝑛 −𝐴𝛼𝑛 − 𝐹𝑛 =

= 𝐵𝑋 ′
𝑛+1 −𝐴𝑋 ′

𝑛 − 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (30)

де 𝑋 ′
𝑛 = 𝜙(𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛). Поклавши у формулi (29) всi 𝛼𝑖,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+, 𝑖 =

1, . . . , 𝑟), отримуємо, що послiдовнiсть {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 є розв’язком рiвняння (1),
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а отже, з урахуванням рiвностi (30), {𝑋𝑛}∞𝑛=0 задовольняє рiвняння (1). Це
доводить достатнiсть другого твердження теореми i формулу (26) загального
розв’язку рiвняння (1) у цьому випадку.

Достатнiсть третього твердження теореми випливає з третього твердже-
ння леми 1.

Ми довели достатнiсть всiх тверджень теореми. Оскiльки достатнi умови
всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно несумiснi,
то доведення теореми завершено.

5. Приклади

В цьому роздiлi розглядаються приклади застосування результатiв, отри-
маних у роздiлах 3, 4.

Нагадаємо, що через Z𝑚 позначається кiльце лишкiв за модулем 𝑚, еле-
ментами якого є класи [𝑧]𝑚 чисел 𝑧 ∈ Z.

Приклад 1. Розглянемо рiвняння

𝑣𝑋𝑛+1 = 𝑢𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (31)

над кiльцем 𝑅 = Z𝑚[𝑢, 𝑣]/(𝑢2, 𝑣2) (𝑚 > 1). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд
𝑡0 + 𝑡𝑢𝑢+ 𝑡𝑣𝑣+ 𝑡𝑢𝑣𝑢𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z𝑚 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 0 в 𝑅. Рiвнян-
ня (31) записується у виглядi (1), де 𝐴 = 𝑢, 𝐵 = 𝑣, i тому (𝐴,𝐵) = (𝑢, 𝑣) ̸= 𝑅.
За теоремою 3, рiвняння (31) або не має розв’язкiв, або має нескiнченно
багато розв’язкiв. Зобразимо в (31) 𝑋𝑛 = 𝑥0,𝑛 + 𝑥𝑢,𝑛𝑢 + 𝑥𝑣,𝑛𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣,
𝐹𝑛 = 𝑓0,𝑛+ 𝑓𝑢,𝑛𝑢+ 𝑓𝑣,𝑛𝑣+ 𝑓𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, де 𝑥𝑘,𝑛, 𝑓𝑘,𝑛 ∈ Z𝑚 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}, 𝑛 ∈ Z+).
Рiвняння (31) переписується у виглядi

𝑥0,𝑛+1𝑣+𝑥𝑢,𝑛+1𝑢𝑣 = 𝑓0,𝑛+𝑥0,𝑛𝑢+𝑥𝑣,𝑛𝑢𝑣+𝑓𝑢,𝑛𝑢+𝑓𝑣,𝑛𝑣+𝑓𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, 𝑛 ∈ Z+. (32)

Прирiвнюючи в (32) коефiцiєнти при 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣 i вiльнi члени, маємо 𝑓0,𝑛 = 0,
𝑥0,𝑛+1 = 𝑓𝑣,𝑛, 𝑓𝑢,𝑛 = −𝑥0,𝑛, 𝑥𝑢,𝑛+1 − 𝑥𝑣,𝑛 = 𝑓𝑢𝑣,𝑛, 𝑛 ∈ Z+. Таким чином,
рiвняння (32) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

𝑓0,𝑛 = 0, 𝑛 ∈ Z+ (33)

i
𝑓𝑣,𝑛 + 𝑓𝑢,𝑛+1 = 0, 𝑛 ∈ Z+. (34)

При цьому рiвняння (31) має нескiнченно багато розв’язкiв i загальний
розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋0 = −𝑓𝑢,0 + 𝑥𝑢,0𝑢+ 𝑥𝑣,0𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,0𝑢𝑣,

𝑋𝑛 = −𝑓𝑢,𝑛 + (𝑥𝑣,𝑛−1 + 𝑓𝑢𝑣,𝑛−1)𝑢+ 𝑥𝑣,𝑛𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, 𝑛 ∈ N,

де 𝑥𝑢,0 —довiльний елемент кiльця Z𝑚, а {𝑥𝑣,𝑛}∞𝑛=0, {𝑥𝑢𝑣,𝑛}
∞
𝑛=0 —довiльнi по-

слiдовностi елементiв кiльця Z𝑚.
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Цiкаво зауважити, що якщо порушується умова (33), то рiвняння (31) не
має розв’язкiв за лемою 1. А якщо виконується умова (33), але порушується
умова (34), то рiвняння (31) не має розв’язкiв, хоча 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) при всiх
𝑛 ∈ Z+. Цей приклад показує, що умова 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) (𝑛 ∈ Z+) не є достатньою
для iснування розв’язку рiвняння (1).

Приклад 2. Розглянемо рiвняння

([4]6 + 𝑣)𝑋𝑛+1 = ([3]6 + [2]6 𝑢)𝑋𝑛 + [𝑛]6 𝑢, 𝑛 ∈ Z+ (35)

над кiльцем 𝑅 = Z6[𝑢, 𝑣]/(𝑢
2, 𝑣2). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд 𝑡0+ 𝑡𝑢𝑢+

𝑡𝑣𝑣 + 𝑡𝑢𝑣𝑢𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z6 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 0 в 𝑅. Рiвняння (35)
записується у виглядi (1), де 𝐴 = [3]6+[2]6 𝑢, 𝐵 = [4]6+𝑣, 𝐹𝑛 = [𝑛]6 𝑢 (𝑛 ∈ Z+).
Розглянемо локальнi кiльця 𝑅𝑖 = Z𝑚𝑖 [𝑢, 𝑣]/(𝑢

2, 𝑣2), де 𝑚1 = 3, 𝑚2 = 2 [15].
Тодi, за китайською теоремою про остачi, 𝑅 ∼= 𝑅1 ⊕𝑅2 (див. [18, п. 7.6]).

При цьому 𝐴+𝐵 = [1]6 + [2]6 𝑢+ 𝑣 є оборотним, а отже (𝐴,𝐵) = 𝑅.

Визначимо 𝐵𝑖 = 𝜋𝑖(𝐵), 𝐴𝑖 = 𝜋𝑖(𝐴), 𝐹𝑖,𝑛 = 𝜋𝑖(𝐹𝑛), 𝑛 ∈ Z+ згiдно з форму-
лами (24), де для кожного 𝑖 = 1, 2 канонiчна проекцiя 𝜋𝑖 : 𝑅 → 𝑅𝑖 визначає-
ться формулою

𝜋𝑖([𝑎]𝑚 + [𝑏]𝑚 𝑢+ [𝑐]𝑚 𝑣 + [𝑑]𝑚 𝑢𝑣) = [𝑎]𝑚𝑖
+ [𝑏]𝑚𝑖

𝑢+ [𝑐]𝑚𝑖
𝑣 + [𝑑]𝑚𝑖

𝑢𝑣 (36)

для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z.
Обчислимо множини 𝐼1, 𝐼2 i вiдповiднi їм кiльця 𝑅(1), 𝑅(2) (див. роздiл 3).

Маємо 𝐵1 = [1]3 + 𝑣,𝐵2 = 𝑣, тому 𝐵2
2 = 0 i 𝐵1 · ([1]3 − 𝑣) = [1]3. Вiдповiдно,

𝐼1 = {1} , 𝐼2 = {2}, i тому 𝑅(1) = 𝑅1, 𝑅(2) = 𝑅2.

Обчислимо елементи 𝐵(𝑗), 𝐴(𝑗), 𝐹 (𝑗)
𝑛 кiлець 𝑅(𝑗) вiдповiдно (див. форму-

ли (11), (36)), 𝑗 = 1, 2, 𝑛 ∈ Z+:

𝐵(1) = 𝐵1 = [1]3 + 𝑣, 𝐴(1) = 𝐴1 = −𝑢, 𝐹 (1)
𝑛 = 𝜋1(𝐹𝑛) = [𝑛]3 𝑢,

𝐵(2) = 𝐵2 = 𝑣, 𝐴(2) = 𝐴2 = [1]2 , 𝐹 (2)
𝑛 = 𝜋2(𝐹𝑛) = [𝑛]2 𝑢.

Помiтимо, що
(︀
𝐵(2)

)︀2
= 0, 𝐵(1) ·([1]3−𝑣) = [1]3, а отже ind𝐵

(2) = 2,
(︀
𝐵(1)

)︀−1
=

[1]3 − 𝑣.

За теоремою 3, рiвняння (35) має card𝑅(1) = 81 розв’язок. Оскiльки
𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то загальний розв’язок рiвняння (35) має вигляд

𝑋𝑛 = 𝜓(𝑋
(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0) (𝑛 ∈ Z+), де послiдовностi

{︁
𝑋

(1)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
,
{︁
𝑋

(2)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
визна-

чаються формулами (16) i (17) вiдповiдно, а 𝜓 є iзоморфiзмом 𝑅(1) ⊕ 𝑅(2) ⊕
{0} → 𝑅.

Оскiльки
(︀
𝐴(1)

)︀2
= 𝑢2 = 0,

(︀
𝐵(1)

)︀−1
= [1]3 − 𝑣, а

(︀
𝐵(1)

)︀−2
= [1]3 + 𝑣, за
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формулою (16) маємо

𝑋(1)
𝑛 = ([1]3 + 𝑣)−𝑛(−𝑢)𝑛𝑋(1)

0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

([1]3 + 𝑣)−𝑠−1(−𝑢)𝑠 [𝑛− 𝑠− 1]3 𝑢 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋

(1)
0 , 𝑛 = 0,

(𝑣 − [1]3)𝑢𝑋
(1)
0 , 𝑛 = 1,

([1]3 − 𝑣) [𝑛− 1]3 𝑢, 𝑛 ≥ 2,

(37)

де 𝑋(1)
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅1.

Враховуючи, що ind𝐵(2) = 2, за формулою (17) маємо

𝑋(2)
𝑛 = [𝑛]2 𝑢+ [𝑛+ 1]2 𝑢𝑣, 𝑛 ∈ Z+. (38)

Формула

𝑋
(1)
0 = [𝜌]3 + [𝜇]3 𝑢+ [𝜎]3 𝑣 + [𝜃]3 𝑢𝑣, 𝜌, 𝜎, 𝜇, 𝜃 ∈ Z (39)

описує зображення довiльного елемента 𝑋(1)
0 ∈ 𝑅1.

Пiдставляючи (39) у (37), отримуємо:

𝑋(1)
𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝜌]3 + [𝜇]3 𝑢+ [𝜎]3 𝑣 + [𝜃]3 𝑢𝑣, 𝑛 = 0,

− [𝜌]3 𝑢+ [𝜌− 𝜎]3 𝑢𝑣, 𝑛 = 1,

[𝑛− 1]3 (𝑢− 𝑢𝑣), 𝑛 ≥ 2.

(40)

Iзоморфiзм 𝜓 : 𝑅(1) ⊕𝑅(2) ⊕𝑅(3) → 𝑅 визначається формулою

𝜓
(︀
[𝑡0,1]3 + [𝑡𝑢,1]3 𝑢+ [𝑡𝑣,1]3 𝑣 + [𝑡𝑢𝑣,1]3 𝑢𝑣,

[𝑡0,2]2 + [𝑡𝑢,2]2 𝑢+ [𝑡𝑣,2]2 𝑣 + [𝑡𝑢𝑣,2]2 𝑢𝑣, 0
)︀
=

= 𝜓0([𝑡0,1]3 , [𝑡0,2]2) + 𝜓0([𝑡𝑢,1]3 , [𝑡𝑢,2]2)𝑢+ 𝜓0([𝑡𝑣,1]3 , [𝑡𝑣,2]2)𝑣+

+ 𝜓0([𝑡𝑢𝑣,1]3 , [𝑡𝑢𝑣,2]2)𝑢𝑣, 𝑡𝑘,𝑖 ∈ Z, 𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣} , 𝑖 = 1, 2, (41)

де iзоморфiзм 𝜓0 : Z3 ⊕ Z2 → Z6 будується наступним чином:

𝜓0([𝑧1]3 , [𝑧2]2) = [4𝑧1 + 3𝑧2]6 , 𝑧1, 𝑧2 ∈ Z (42)

(див. [18, с. 267, вправа 5(b)]). Користуючись формулами (38), (40)–(42), одер-
жимо загальний розв’язок рiвняння (35):

𝑋0 = [4𝜌]6 + [4𝜇]6 𝑢+ [4𝜎]6 𝑣 + [4𝜃 + 3]6 𝑢𝑣,

𝑋1 = [−4𝜌+ 3]6 𝑢+ [4𝜌− 4𝜎]6 𝑢𝑣,

𝑋𝑛 = [𝑛+ 2]6 𝑢+ [−𝑛+ 1]6 𝑢𝑣, 𝑛 ≥ 2,

де 𝜌, 𝜎, 𝜇, 𝜃—довiльнi цiлi числа.
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Приклад 3. Розглянемо рiвняння

([20]360+[180]360 𝑣)𝑋𝑛+1 = ([210]360+[280]360 𝑢)𝑋𝑛+[20𝑛]360 𝑢, 𝑛 ∈ Z+, (43)

над кiльцем 𝑅 = Z360[𝑢, 𝑣]/(𝑢
2, 𝑣2, 𝑢𝑣). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд 𝑡0 +

𝑡𝑢𝑢 + 𝑡𝑣𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z360 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 𝑢𝑣 = 0 в 𝑅. Рiвняння (43)
записується у виглядi (1), де 𝐵 = [20]360 + [180]360 𝑣, 𝐴 = [210]360 + [280]360 𝑢
i 𝐹𝑛 = [20𝑛]360 𝑢, причому 𝐴, 𝐵 —необоротнi елементи кiльця 𝑅. Розглянемо
локальнi кiльця 𝑅𝑖 = Z𝑚𝑖 [𝑢, 𝑣]/(𝑢

2, 𝑣2, 𝑢𝑣), де 𝑚1 = 8, 𝑚2 = 9, 𝑚3 = 5 [15].
Тодi, за китайською теоремою про остачi, 𝑅 ∼= 𝑅1⊕𝑅2⊕𝑅3 (див. [18, п. 7.6]).

Канонiчнi проекцiї 𝜋𝑖 : 𝑅→ 𝑅𝑖 тут визначаються формулами

𝜋𝑖([𝑎]360 + [𝑏]360 𝑢+ [𝑐]360 𝑣) = [𝑎]𝑚𝑖
+ [𝑏]𝑚𝑖

𝑢+ [𝑐]𝑚𝑖
𝑣, 𝑖 = 1, 2, 3, (44)

для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z.
Iзоморфiзм 𝜙 : 𝑅1 ⊕𝑅2 ⊕𝑅3 → 𝑅 визначається формулою

𝜙
(︀
[𝑡0,1]8 + [𝑡𝑢,1]8 𝑢+ [𝑡𝑣,1]8 𝑣, [𝑡0,2]9 + [𝑡𝑢,2]9 𝑢+ [𝑡𝑣,2]9 𝑣,

[𝑡0,3]5 + [𝑡𝑢,3]5 𝑢+ [𝑡𝑣,3]5 𝑣
)︀
= 𝜓0([𝑡0,1]8 , [𝑡0,2]9 , [𝑡0,3]5)+

+ 𝜓0([𝑡𝑢,1]8 , [𝑡𝑢,2]9 , [𝑡𝑢,3]5)𝑢+

+ 𝜓0([𝑡𝑣,1]8 , [𝑡𝑣,2]9 , [𝑡𝑣,3]5)𝑣, 𝑡𝑘,𝑖 ∈ Z, 𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣} , 𝑖 = 1, 2, 3, (45)

де iзоморфiзм 𝜓0 : Z8 ⊕ Z9 ⊕ Z5 → Z360 будується наступним чином:

𝜓0([𝑧1]8 , [𝑧2]9 , [𝑧3]5) = [225𝑧1 + 280𝑧2 + 216𝑧3]360 , 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ Z (46)

(див. також [18, с. 267, вправа 5(b)]).
Обчислимо елементи 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐹𝑖,𝑛, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+ (див. формули (24),

(44)):

𝐵1 = [4]8 + [4]8 𝑣, 𝐵2 = [2]9 , 𝐵3 = [0]5 ,

𝐴1 = [2]8 , 𝐴2 = [3]9 + [1]9 𝑢, 𝐴3 = [0]5 ,

𝐹1,𝑛 = [4𝑛]8 𝑢, 𝐹2,𝑛 = [2𝑛]9 𝑢, 𝐹3,𝑛 = [0]5 .

Зауважимо, що (𝐴1, 𝐵1) = ([2]8), (𝐴2, 𝐵2) = ([1]9), (𝐴3, 𝐵3) = ([0]5).
Вiдповiдно покладемо 𝐷1 = [2]8, 𝐷2 = [1]9, 𝐷3 = [0]5. Тодi, за лемою 5,
(𝐴,𝐵) = (𝐷), де 𝐷 = 𝜙(𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) = 𝜓0(𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) = [10]360 (див. форму-
ли (45), (46)).

Оскiльки 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 = [20𝑛]360 𝑢 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то, за дру-
гим твердженням теореми 5, рiвняння (43) має нескiнченно багато розв’язкiв.
Бiльш того, загальний розв’язок рiвняння (43) має вигляд (26), де {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —

довiльна послiдовнiсть елементiв анулятораAnn𝐷, а послiдовностi
{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
(𝑖 = 1, 2, 3) визначаються формулами (27), причому елементи

𝐵′
1 = [2]8 + [2]8 𝑣, 𝐵′

2 = 𝐵2 = [2]9 , 𝐵′
3 = [1]5 ,

𝐴′
1 = [1]8 , 𝐴′

2 = 𝐴2 = [3]9 + [1]9 𝑢, 𝐴′
3 = [0]5 ,

𝐹 ′
1,𝑛 = [2𝑛]8 𝑢, 𝐹 ′

2,𝑛 = 𝐹2,𝑛 = [2𝑛]9 𝑢, 𝐹 ′
3,𝑛 = [0]5 , 𝑛 ∈ Z+
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задовольняють рiвностi (25).
Обчислимо елементи послiдовностi

{︀
𝑋 ′

1,𝑛

}︀∞
𝑛=0

. Оскiльки 𝐴′
1 ∈ 𝑅×

1 , (𝐵
′
1)

3 =

[0]8 i (𝐵
′
1)

2𝐹 ′
1,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), то, за другою формулою (27),

𝑋 ′
1,𝑛 = −

2∑︁
𝑠=0

[1]−𝑠−1
8 ([2]8 + [2]8 𝑣)

𝑠 [2 (𝑛+ 𝑠)]8 𝑢 = [2𝑛+ 4]8 𝑢, 𝑛 ∈ Z+. (47)

Оскiльки (𝐵′
2)

−1 = [5]9, то послiдовнiсть
{︁
𝑋

(2)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначається першою

формулою (27). Тепер, враховуючи рiвнiсть (𝐴′
2)

3 = 0, приходимо до формули

𝑋 ′
2,𝑛 = ([2]9)

−𝑛 ([3]9 + [1]9 𝑢)
𝑛𝑋 ′

2,0+

+
𝑛−1∑︁
𝑠=0

([2]9)
−𝑠−1 ([3]9 + [1]9 𝑢)

𝑠 [2 (𝑛− 𝑠− 1)]9 𝑢 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑋 ′

2,0, 𝑛 = 0,

([6]9 + [5]9 𝑢)𝑋
′
2,0, 𝑛 = 1,

[6]9𝑋
′
2,0𝑢+ [1]9 𝑢, 𝑛 = 2,

[𝑛− 1]9 𝑢+ [𝑛− 2]9 [6]9 𝑢, 𝑛 ≥ 3,

(48)

де 𝑋 ′
2,0 —довiльний елемент кiльця 𝑅2.

Також маємо

𝑋 ′
3,𝑛 =

{︃
𝑋 ′

3,0, 𝑛 = 0,

[0]5 , 𝑛 ∈ N,
(49)

де 𝑋 ′
3,0 —довiльний елемент кiльця 𝑅3.

Формули

𝑋 ′
2,0 = [𝜌2]9 + [𝜇2]9 𝑢+ [𝜎2]9 𝑣, 𝜌2, 𝜎2, 𝜇2 ∈ Z, (50)

𝑋 ′
3,0 = [𝜌3]5 + [𝜇3]5 𝑢+ [𝜎3]5 𝑣, 𝜌3, 𝜎3, 𝜇3 ∈ Z (51)

описують зображення елементiв 𝑋 ′
2,0 ∈ 𝑅2 та 𝑋 ′

3,0 ∈ 𝑅3 вiдповiдно.
Пiдставляючи (50) у (48) та (51) у (49), отримуємо:

𝑋 ′
2,𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
[𝜌2]9 + [𝜇2]9 𝑢+ [𝜎2]9 𝑣, 𝑛 = 0,

[6𝜌2]9 + [5𝜌2 + 6𝜇2]9 𝑢+ [6𝜎2]9 𝑣, 𝑛 = 1,

[6𝜌2 + 1]9 𝑢, 𝑛 = 2,

[7𝑛+ 5]9 𝑢, 𝑛 ≥ 3,

(52)

𝑋 ′
3,𝑛 =

{︃
[𝜌3]5 + [𝜇3]5 𝑢+ [𝜎3]5 𝑣, 𝑛 = 0,

[0]5 , 𝑛 ∈ N.
(53)

Тепер знайдемо анулятор Ann𝐷. Оскiльки 𝐷 = [10]360, то для 𝑓 =
[𝑓0]360 + [𝑓𝑢]360 𝑢 + [𝑓𝑣]360 𝑣 ∈ 𝑅 (𝑓0, 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ Z) рiвнiсть 𝐷𝑓 = 0 рiвносиль-
на одночасному виконанню рiвностей [10𝑓0]360 = [10𝑓𝑢]360 = [10𝑓𝑣]360 = [0]360,
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що, в свою чергу, виконано тодi i тiльки тодi, коли 𝑓0, 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ [36]360 Z. Остан-
нє означає, що 𝑓 ∈ [36]360𝑅, тобто Ann𝐷 = ([36]360).

Пiдставляючи (47), (52), (53) в (26) i враховуючи зображення iзоморфi-
змiв (45), (46), одержимо загальний розв’язок рiвняння (43):

𝑋0 = [280𝜌2]360 + [280𝜇2]360 𝑢+ [280𝜎2]360 𝑣 + 𝛼0,

𝑋1 = [240𝜌2]360 + [270 + 320𝜌2 + 240𝜇2]360 𝑢+ [240𝜎2]360 𝑣 + 𝛼1,

𝑋2 = [240𝜌2 + 280]360 𝑢+ 𝛼2,

𝑋𝑛 = [250𝑛+ 140]360 𝑢+ 𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 3,

де 𝜌2, 𝜎2, 𝜇2 —довiльнi цiлi числа, а {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елемен-
тiв iдеалу [36]360𝑅.

6. Висновок

У данiй статтi дослiджено неоднорiдне неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння
першого порядку над скiнченним комутативним кiльцем з одиницею. Вста-
новлено необхiднi i достатнi умови iснування скiнченного числа розв’язкiв
вiдповiдного однорiдного рiвняння над цим кiльцем. Встановлено необхiднi
i достатнi умови скiнченностi числа розв’язкiв неоднорiдного рiвняння, а за
умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть розв’язкiв та загальний ви-
гляд розв’язку. У випадку, коли iдеал, породжений коефiцiєнтами рiвняння,
є головним, встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi неоднорiдно-
го рiвняння, а за умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть розв’язкiв
та загальний вигляд розв’язку. Наведено приклади, що демонструють вико-
ристання одержаних теоретичних результатiв. Планується в подальшому до-
слiдити розв’язнiсть початкової задачi для розглянутого неявного лiнiйного
рiзницевого рiвняння першого порядку, а також дослiдити рiзницеве рiвняння
вищого порядку над скiнченними комутативними кiльцями з одиницею.

Подяка. Роботу виконано за часткової пiдтримки Фонду Ахiєзера (Харкiв).

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.

Iсторiя статтi: отримана: 7 квiтня 2026; останнiй варiант: 10 травня 2026;
прийнята: 20 травня 2026. Оприлюднено 31 травня 2026.
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The paper studies an implicit first-order linear difference equation 𝐵𝑋𝑛+1 =
𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . over a finite commutative ring 𝑅 with identi-
ty, that is, an equation with a noninvertible element 𝐵 of the ring 𝑅. In
contrast to the classical (explicit) linear difference equation, an implicit li-
near difference equation over the finite ring 𝑅 may have no solutions, and
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with identity is isomorphic to a finite direct sum of local commutative ri-
ngs with identity, the equation decomposes into a system of equations over
local finite commutative rings with identity. It is shown that the condition
that the ideal (𝐴,𝐵) generated by the elements 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅 coincides with
𝑅 is necessary and sufficient for the existence of a finite number of soluti-
ons of this equation; the number of solutions in the case of their existence
is counted and a formula for the general solution is provided. The conditi-
on (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 is a necessary and sufficient condition for the existence of
an infinite number of solutions of the corresponding homogeneous equati-
on 𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. It is also established that in the case
(𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 the condition 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . is necessary for
the solvability of the nonhomogeneous implicit linear difference equation,
but it is not sufficient, as examples show. Under the additional restriction
that (𝐴,𝐵) is a proper principal ideal of the ring 𝑅, this condition is also
sufficient for the existence of a solution of the considered nonhomogeneous
equation; in this situation the equation has infinitely many solutions. Under
the assumption that (𝐴,𝐵) is a principal ideal, first a criterion for the exi-
stence of a solution is proved in the case of a local finite commutative ring
with identity, and then in the case of an arbitrary finite commutative ring
with identity. As in Fredholm theory, it is shown that if the correspondi-
ng homogeneous equation has only the trivial solution, then the studied
nonhomogeneous equation has a unique solution. The work of the proved
theorems is demonstrated by concrete examples.
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НАУМ IЛЛIЧ АХIЄЗЕР

до 125-рiччя вiд дня народження

6 березня 2026 року виповнилося 125 рокiв вiд дня народження професора
Харкiвського унiверситету, видатного математика i чудового педагога Наума
Iллiча Ахiєзера.

Н. I. Ахiєзер народився в сiм’ї земського лiкаря в м. Чериковi (Бiло-
русь). Навчався у класичнiй гiмназiї м. Мстиславля, де отримав гарну сере-
дню освiту з володiнням нiмецькою, французькою мовами та латиною. Пiсля
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закiнчення гiмназiї у 1918 р. викладав математику та фiзику в Лемельськiй
школi-комунi, заснованiй М. М. Лепешинським. Цi роки Н. I. Ахiєзер зав-
жди згадував iз задоволенням. У 1924 роцi закiнчив математичне вiддiлення
Київського iнституту народної освiти з трирiчним термiном навчання.

Активна наукова дiяльнiсть Н. I. Ахiєзера почалася в аспiрантурi у
Д. А. Граве, яку вiн проходив з 1925 по 1928 рiк. У 1928 роцi вiн захи-
стив кандидатську дисертацiю «Аеродинамiчнi дослiди», яка за iнiцiативою
Д. А. Граве була присвячена прикладним питанням. Ця дисертацiя показала,
що у Києвi з’явився потужний математик, який вмiє ефективно застосовува-
ти методи теорiї функцiй комплексної змiнної. Пiсля закiнчення аспiрантури
працював у Київському унiверситетi та Київському авiацiйному iнститутi.
У цi роки Наум Iллiч отримав низку результатiв iз конструктивної теорiї
функцiй, якi принесли йому мiжнародне визнання. У 1936 роцi йому була
присуджена ступiнь доктора наук, а у 1934 роцi Н. I. Ахiєзер був обраний
членом-кореспондентом Всеукраїнської Академiї Наук, так тодi називалася
Нацiональна академiя наук України.

У 1933 р. Наум Iллiч переїжджає до Харкова, де очолює кафедру теорiї
функцiй у Харкiвському унiверситетi та починає працювати у заснованому
С. Н. Бернштейном Iнститутi математики та механiки Харкiвського унiвер-
ситету. Починаючи з цього моменту, все життя Наума Iллiча (за винятком
вiйськового лихолiття та евакуацiї: в 1941-1943 р.р. вiн викладав в Алма-
Атинському гiрничому iнститутi, а у перiод 1943-1947 р.р. - у Московському
енергетичному iнститутi) буде пов’язане з Харковом i Харкiвським унiверси-
тетом. Пiсля переїзду С. Н. Бернштейна до Ленiнграда у 1935 р. Н. I. Ахiєзер
стає директором цього iнституту. На жаль, у 1950 роцi iнститут був закритий.

На посадi директора iнституту особливо виявився талант Наума Iллiча як
органiзатора. Вiн залучив до iнституту обдаровану молодь. За його iнiцiати-
ви, пiсля переїзду до Харкова i в пiслявоєннi роки, у Харкiв переїжджає пра-
цювати багато видатних математикiв країни. Фактично Н. I. Ахiєзер сприяв
створенню вiдомої у свiтi Харкiвської школи математикiв середини минуло-
го сторiччя та був її безумовним лiдером. Багато рокiв вiн був президен-
том Харкiвського математичного товариства. У своїй ювiлейнiй доповiдi [1]
до 150-рiччя Харкiвського унiверситету та 75-рiччя Харкiвського математи-
чного товариства вiн докладно виклав iсторiю Харкiвського математичного
товариства.

У 1960 роцi за iнiцiативи Б. I. Вєркiна був створений Фiзико-технiчний
iнститут низьких температур АН УРСР (ФТIНТ). Б. I. Вєркiн запросив про-
вiдних харкiвських математикiв створити в iнститутi математичнi вiддiли.
Серед них був i Н. I. Ахiєзер. Продовжуючи працювати в унiверситетi, вiн
з 1961 до 1963 року одночасно очолював в iнститутi вiддiл теорiї функцiй.
Наум Iллiч вважав важливим поєднання наукової роботи iз викладанням.
Найкращою реалiзацiєю цього вiн бачив у вiдкриттi в унiверситетi науково-
дослiдного iнституту. Ранiше в унiверситетi цю роль виконував iнститут ма-
тематики. Пiсля вiдкриття ФТIНТ-у цю роль почали успiшно виконувати
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математичнi вiддiли цього iнституту.
Кiнець XIX i початок XX сторiччя ознаменувалися появою i потужним

розвитком нових математичних iдей, якi заклали основи сучасної теорiї фун-
кцiй i функцiонального аналiзу. Н. I. Ахiєзер тонко вiдчув новi iдеї i, застосо-
вуючи їх до класичних напрямкiв, отримав результати, якi висунули його до
числа провiдних аналiтикiв свiту i вплинули на сучасний стан теорiї функцiй
та її застосувань.

Наум Iллiч є автором понад 140 ста-
тей та 10 монографiй. Монографiї Наума
Iллiча перевиданi у багатьох країнах свi-
ту. Вони постiйно використовуються та ци-
туються. За монографiю «Лекцiї з теорiї
апроксимацiї» Наум Iллiч отримав прести-
жну премiю iменi П. Л. Чебишева. Зазна-
чимо, що аналiз математичної спадщини
Н. I. Ахiєзера можна знайти у статтях [2,
3, 4], а також у вiдомiй статтi М. Г. Крейна
i Б. Я. Левiна, присвяченої 60-рiччю вiд
дня народження Н. I. Ахiєзера. До сто-
рiччя Наума Iллiча зусиллями його синiв
О. Н. Ахiєзера i Д. Н. Ахiєзера та Хар-
кiвського математичного товариства було
пiдготовлено i видано двотомник його обраних праць.

Наум Iллiч був чудовим лектором. Його лекцiї вражали глибиною, витон-
ченiстю та оригiнальнiстю. Першому автору цiєї статтi пощастило слухати
лекцiї Наума Iллiча. Згадується такий момент. На лекцiї з курсу "Перетво-
рення Фур’є", посилаючись на один iз результатiв Б. Рiмана, Наум Iллiч
прискорив кроки бiля дошки i, дивлячись на студентiв, промовив: "Ну, якi б
слова вам сказати, щоб ви вiдчули, хто такий Рiман". I важливим тут є "щоб
ви вiдчули". Наум Iллiч не тiльки ясно викладав матерiал, а i створював
атмосферу, в якiй студент мiг би вiдчути красу математичного ландшафту.

На екзаменi, коли було ясно, що студент розумiє матерiал, Наум Iллiч
пожвавлювався i починав звертати увагу студента на моменти, якi залиши-
лися поза лекцiями. Потроху офiцiйна атмосфера екзамену перетворювалася
у плiдну творчу розмову. В якусь мить Наум Iллiч казав "Так, так, гарна
вiдповiдь. А де Ваша залiкова книжка?". Залiкова книжка лежала навпроти
на столi ...

В 60-70-тi роки минулого сторiччя стрiмко поглиблювався вплив мате-
матичних дослiджень на розвиток виробництва. В цi роки стрiмко зростає
набiр студентiв на математичнi вiддiлення. Як наслiдок цих процесiв, фiзико-
математичнi факультети унiверситетiв подiляються вiдповiдно на фiзичний
i математичний факультети. В Харкiвському унiверситетi таке вiд’єднання
призвело до утворення у 1961 роцi механiко-математичного факультету. В
зв’язку з цим роздiленням i модернiзацiєю математичних курсiв роль фiзи-
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чних курсiв на механiко-математичному факультетi стала стрiмко спадати.
Наум Iллiч звертав особливу увагу на збалансованiсть курсiв, якi виклада-
лися на факультетi, i гарно розумiв наслiдки зневаги до ролi фiзики в освiтi
математика. В 60-тi роки пiд його керiвництвом була розроблена програма
неперервного викладання фiзичних курсiв на факультетi. Вiдповiдно до цiєї
програми, починаючи з другого семестра другого курсу i до кiнця четвертого
курсу, неперервно викладалися курси теоретичної механiки, електродинамi-
ки, термодинамiки i квантової механiки. На жаль, пiсля вiдходу Наума Iллiча
з життя ця програма зазнала суттєвих змiн.

Але iнтереси Наума Iллiча не обмежувалися проблемами вищої школи.
Викладання математики в середнiй школi жваво цiкавило Наума Iллiча. На
початку 1960-х рокiв процеси, про якi йшлося вище, вимагали перебудови
програми середньої школи. Йшлося про необхiднiсть створення шкiл з погли-
бленим вивченням математики та фiзики, у яких квалiфiкованi вчителi за
спецiальною програмою вели б заняття з точних наук. Домогтися вiдкриття
такої школи у Харковi було надзвичайно важко. Тим не менш, Наум Iллiч ра-
зом з Iваном Федотовичем Бульбою зумiли «пробити» рiшення про вiдкриття
у Харковi школи iз фiзико-математичним ухилом. Так було створено 27-му
школу (нинi – Харкiвський фiзико-математичний лiцей №27). Її директором
став Iван Федотович, а Наум Iллiч спочатку викладав у школi, стежив за
органiзацiєю роботи, проводив семiнари для вчителiв. Серед випускникiв лi-
цею багато вiдомих математикiв i фiзикiв, якi працюють в країнi та у рiзних
країнах свiту.

Наум Iллiч Ахiєзер пiшов з життя 3
червня 1980 року. Але Наум Iллiч зали-
шив по собi не тiльки математичну спад-
щину. Залишається пам’ять про чудову
людину, про ту неповторну атмосферу,
яку вiн створював навколо себе.

Харкiв’яни зберiгають пам’ять про
Наума Iллiча Ахiєзера. Зараз на бу-
дiвлi 27 лiцею є меморiальнi дошки
Н. I. Ахiєзеру та I. Ф. Бульбi. У нашому
унiверситетi є аудиторiя iменi Н. I. Ахi-
єзера (поряд iз аудиторiєю O. М. Ляпу-
нова).

У Харковi засновано Фонд iменi
Н. I. Ахiєзера, який щорiчно проводить
конкурси молодих харкiвських матема-
тикiв та премiює переможцiв. Заснов-
ником та спонсором цього фонду є аме-
риканський (у минулому – радянський)
математик Михайло Брiн, якому Наум Iллiч свого часу дуже допомiг. У Хар-
ковi є вулиця Ахiєзерiв, названа так на честь Наума Iллiча Ахiєзера i його
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брата, видатного фiзика Олександра Iллiча Ахiєзера.

Подяки. Автори висловлюють подяку Олександру Прокудiну за фотогра-
фiї, зробленi ним в аудиторiї iменi Н. I. Ахiєзера. Ми також вдячнi Роману
Скурiхiну за допомогу в оформленi тех-файлу статтi.

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.

Iсторiя статтi: отримана: 10 квiтня 2026; останнiй варiант: 15 травня 2026;
прийнята: 20 травня 2026. Оприлюднено 31 травня 2026.
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Правила для авторiв

«Вiсника Харкiвського нацiонального унiверситету

iменi В. Н. Каразiна»,

Cерiя «Математика, прикладная математика i механiка»

Редакцiя просить авторiв при направленнi статей керуватися наступними
правилами.

1. В журналi публiкуються статтi, що мають результати математичних
дослiджень (англiйською або українською мовами).

2. Поданням статтi вважається отримання редакцiєю файлiв статтi
оформлених у редакторi LaTeX, анотацiй, вiдомостей про авторiв та архiва,
що включає LaTeX файли статтi та файли малюнкiв. Файл-зразок оформле-
ння статтi можна знайти на офiцiйнiй веб-сторiнцi журналу
(http://periodicals.karazin.ua/mech –math ). Авторам необхiдно зареєструва-
тись та завантажити подання на цiй сторiнцi. Будьте уважними, заповню-
ючи форму подання двома мовами (українською та англiйською).

3. Стаття повинна починатися з розширеної анотацiї (обсягом не менш

нiж 1800 знакiв), в якiй повиннi бути чiтко сформульованi мета та ре-
зультати роботи. Анотацiя повинна бути тiєю мовою (англiйською або укра-
їнською), якою є основний текст статтi. Закордоннi автори можуть звер-
нутися до редакцiї за допомогою з перекладом анотацiй на українську мо-
ву. Повиннi бути наведенi прiзвища, iнiцiали авторiв, назва роботи, ключовi
слова та номер за мiжнародною математичною класифiкацiєю (Mathemati-
cs SubjectClassification 2020). Анотацiя не повинна мати посилань на лiтера-
туру чи малюнки. На першiй сторiнцi вказується номер УДК класифiкацiї.
В кiнцi статтi треба додати переклад анотацiї (обсягом не менш нiж 1800

знакiв) на другу мову (англiйську чи українську).
4. Список лiтератури повинен бути оформлений латинським шрифтом.

Приклади оформлення списка лiтератури:
1. A.M. Lyapunov. A new case of integrability of differential equations of motion
of a solid body in liquid, Rep. Kharkov Math. Soc., – 1893. – 2. V.4. – P. 81-85.

2. A.M. Lyapunov. The general problem of the stability of motion. Kharkov
Mathematical Society, Kharkov. - 1892. - 251 p.

5. Кожний малюнок повинен бути пронумерований та представлений
окремим файлом в одному з форматiв: EPS, BMP, JPG. В файлi статтi малю-
нок повинен бути вставлений автором. Пiд малюнком повинен бути пiдпис.
Назви файлiв малюнкiв повиннi починатись з прiзвища першого автора.

6. Вiдомостi про авторiв повиннi мiстити: прiзвища, iмена, по батьковi,
службовi адреси та номери телефонiв, науковий ступiнь, посаду, адреси еле-
ктронних скриньок та iнформацiю про науковi профайли авторiв (orcid.org,
www.researcherid.com, www.scopus.com) з вiдповiдними посиланями. Прохан-
ня також повiдомити прiзвище автора, з яким треба вести листування.

7. Рекомендуємо використовувати в якостi зразка оформлення останнi
випуски журналу (http://periodicals.karazin.ua/mech –math ).

8. У випадку порушення правил оформлення редакцiя не буде розглядати
статтю.

Електронна скринька: vestnik-khnu@ukr.net
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