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Return condition for oscillating systems

This paper is devoted to the problem of null-controllability for the osci-
llating linear system 𝑥̇2𝑖−1 = 𝑥2𝑖, 𝑥̇2𝑖 = −𝑥2𝑖−1 + 𝑢, 𝑖 = 1, 𝑛 under control
constraints 𝑢 ∈ [𝑐, 1] and 𝑢 ∈ {𝑐, 1}, 𝑐 > 0. In this case the origin is not
an equilibrium point. Null-controllability means the existence of a moment
of time 𝑇0 such that, for any time 𝑇 ≥ 𝑇0 it is possible to reach the ori-
gin precisely at time 𝑇 . The criterion of controllability to a non-equilibrium
point was obtained by V. I. Korobov and a new condition called the return
condition on an interval was introduced, which must be satisfied, together
with the classical conditions for controllability to an equilibrium point. This
condition requires the existence of a time interval 𝐼 = [𝑇, 𝑇 + 𝛼], 𝛼 > 0,
such that a trajectory starting at the origin may return to it at any moment
𝑇 ∈ 𝐼 with some control 𝑢𝑇 (𝑡). The objective of this paper is to show that
the return conditions are satisfied for the considered oscillatory system, and
to obtain an analytical solution for the control which ensures this condition.
The considered approach involves constructing a piecewise-constant control
using values 𝑢 = 𝑐 and 𝑢 = 1. This problem admits multiple solutions, and
in our paper we present one involving 2𝑛 switching points and another with
only 2 in the case when 𝑐 ≤ 1

2 . The solution with 2 switching moments is
especially interesting since it does not depend on the dimensionality of the
system. We also generalize the problem to the case where the eigenvalues are
of the form 𝜆2𝑘, 𝜆2𝑘−1 = ±𝑖𝜈𝑘, where 𝜈𝑘 are rational numbers. Additionally,
we discuss some partial cases where the eigenvalues are irrational.

Keywords: return condition on an interval, null-controllability; tri-
gonometric moment-problem; linear control systems
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1. Introduction

In this paper, we consider the problem of null-controllability for the linear
control system,

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑥 ∈ R𝑛 𝑢 ∈ Ω ⊂ R, 𝑢(𝑡) ∈ 𝐿1[0, 𝑇 ], (1)

with an assumption that the origin is not an equilibrium point. Null-controllability
means that there exists a time moment 𝑇0 ≥ 0 such that, for any 𝑇 ≥ 𝑇0, we can
select a control 𝑢𝑇 (𝑡) such that the origin is reachable precisely at time 𝑇 . The set
𝑆 of points that can be transferred to the origin is called the null-controllability set
[2]. If 0 ∈ int𝑆, the system is called null-controllable form a neighbourhood, and
if 𝑆 = R𝑛 it is called globally null-controllable. This problem has been considered
in many papers, for example [1, 2, 4, 5]. Typically, the null-controllability into
an equilibrium point is archived by steering the system to the origin at some
time 𝑇 , and then selecting the value of control 𝑢 = 0, to stay in the equilibrium
indefinitely [1].

However, it is also natural to consider the case when such value of control does
not exist – namely, the problem of controllability into a non-equilibrium point.
Such a system may occur, for example, after applying a change of variables, when
solving the controllability problem into a point different from the origin [3]. This
more general case has also been studied in many works [3, 4, 6]. For instance,
in the paper [6] it is shown that for controllability into a non-equilibrium point
the necessary and sufficient conditions are complete controllability of the reduced
system and existence of an internal feedback control.

The criterion used in this work was developed by V. I. Korobov in the paper
[3], where a new concept called the return condition on an interval was also
introduced. In the present paper, we examine the problem of null-controllability
for the following oscillating linear system:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 = 2𝑥4,

𝑥̇4 = −2𝑥3 + 𝑢,
...

𝑥̇2𝑛−1 = 𝑛𝑥2𝑛,

𝑥̇2𝑛 = −𝑛𝑥2𝑛−1 + 𝑢,

(2)

with control constraints 𝑢 ∈ [𝑐, 1], 𝑐 > 0 and 𝑢 ∈ {𝑐, 1}. In the case 𝑛 = 1, this
system corresponds to the classic pendulum problem, and for 𝑛 > 1, it represents a
system of pendulums, and also serves as a model of first 𝑛 terms of the decomposi-
tion of an oscillating string. Notice that each pair of coordinates is independent
of the other, but all pendulums are coupled through the common control 𝑢 and
must reach the origin simultaneously. However, we are not able to choose the
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control 𝑢 = 0 because of the constraints, and the system leaves origin immedi-
ately after reaching it. This is why for null-controllability, we have to check the
return condition.

Let us first consider the problem of null-controllability for the system (1)
in the case when origin is an equilibrium point. This means that we can select
𝑢 = 0 after reaching the origin. We consider here the geometrical criterion for
null-controllability obtained in the paper [2], which is the following:

Theorem 1. [2] The system (1) is null-controllable from a neighbourhood if and
only if there exists 𝑚 ≥ 0 for which the following inclusions hold:

1. 0 ∈ int co𝐿 = int co{𝑏Ω, 𝐴𝑏Ω, . . . , 𝐴𝑚𝑏Ω},

2. 0 ∈ int co𝐿−int co{𝑏Ω,−𝐴𝑏Ω, . . . , (−1)𝑚𝐴𝑚𝑏Ω}.
For example, the linear control system:{︃

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = 𝑢,
(3)

with control constraints 𝑢 ∈ [0, 1] is not null-controllable. Here

𝑏𝑢 =

(︂
0
𝑢

)︂
, 𝐴𝑏𝑢 =

(︂
𝑢
0

)︂
, 𝐴2𝑏𝑢 =

(︂
0
𝑢

)︂
, 𝐴3𝑏𝑢 =

(︂
𝑢
0

)︂
, . . . (4)

so

𝐿 = (𝑏𝑢,𝐴𝑏𝑢) =

(︂
0 𝑢
𝑢 0

)︂
, (5)

𝐿− = (𝑏𝑢,−𝐴𝑏𝑢) =
(︂
0 −𝑢
𝑢 0

)︂
. (6)

For 𝑢 ∈ [0, 1], the columns of the matrix 𝐿 span two line segments in the
space R2, and their convex hull is a triangle with vertices at (1, 0), (0, 1) and
(0, 0). Clearly, 0 /∈ int co𝐿 and the system is not null-controllable. However, if
the control constraints are extended to 𝑢 ∈ [−1, 1], the system will be null-
controllable since the convex hull for both 𝐿 and 𝐿−1 would be a square with
vertices (1, 0), (0, 1), (−1, 0) and (0,−1).

Let us now give the definition of the return condition introduced in [3].

Definition 1. [3] For the system (1) the return condition is satisfied on the
interval 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] , (𝛼 > 0, 𝑇 * ≥ 0), if for any 𝑇 ∈ 𝐼, there exists a control
𝑢𝑇 (𝑡), such that the solution 𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝑏𝑢𝑇 (𝑡), 𝑥(0) = 0, satisfies the condition
𝑥(𝑇 ) = 0.

In other words, the return condition means that for any 𝑇 ∈ [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] we
are able to construct a control 𝑢𝑇 (𝑡) such that the trajectory starting at the origin
return there at time 𝑇 . It should be noted that the condition 𝛼 > 0, meaning the
non-zero length if the interval 𝐼, is essential in this definition.

The following theorem extends the null-controllability criterion to the more
general case:
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Theorem 2. [3] The system (1) is null-controllable from a neighbourhood if and
only if the following conditions hold:

1. there exists an interval 𝐼 = [𝑇 *, 𝑇 * + 𝛼] such that the return condition is
satisfied,

2. there exists an 𝑚 ≥ 0 such that:

0 ∈ int co𝐿 = int co{𝑏Ω, 𝐴𝑏Ω, . . . , 𝐴𝑚𝑏Ω},

0 ∈ int co𝐿−int co{𝑏Ω,−𝐴𝑏Ω, . . . , (−1)𝑚𝐴𝑚𝑏Ω}.

This theorem also includes the previous case when the origin is an equilibrium.
Indeed, after reaching the origin at time 𝑇 , we may select 𝑢 = 0. Then the system
remains at rest, satisfying the return condition on any interval [𝑇, 𝑇 + 𝛼], 𝛼 > 0.

2. Return condition for oscillating system

Let us now consider the return condition for the system (2) with control
constraints 𝑢 ∈ {𝑐, 1}. For a linear system of the form 𝑥̇ = 𝐴𝑥 + 𝑏𝑢 for the
control that transfers a point 𝑥0 to a point 𝑥1 we can write:

𝑥1 = 𝑒𝐴𝑡

(︂
𝑥0 +

∫︁ 𝑇

0
𝑒−𝐴𝜏 𝑏𝑢(𝜏) d𝜏

)︂
. (7)

In the case when 𝑥0 = 𝑥1 = 0, this simplifies to:

0 =

∫︁ 𝑇

0
𝑒−𝐴𝑡𝑏𝑢(𝑡) d𝑡. (8)

We will look for a solution in the form of a piecewise-constant function, with
𝑢 alternating between the values 𝑐 and 1:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 < 𝑡 ≤ 𝑇2,

𝑐, 𝑇2 < 𝑡 ≤ 𝑇3,
...

1, 𝑇𝑘−1 < 𝑡 ≤ 𝑇𝑘,

𝑐, 𝑇𝑘 < 𝑡 ≤ 𝑇,

(9)

with switching moments 𝑇1, . . . , 𝑇𝑘. The number of switching moments 𝑘
is unknown, and multiple solutions may exist. We will be looking for such a
control where number of switching moments is even, 𝑘 = 2𝑘, and they are placed

symmetrically, that is, 𝑇𝑖 = 𝑇 − 𝑇𝑘−𝑖+1 for 𝑖 = 1, 𝑘. For the system (2), we have:
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𝑒𝐴𝑡 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos 𝑡 sin 𝑡 0 0 . . . 0 0
− sin 𝑡 cos 𝑡 0 0 . . . 0 0

0 0 cos 2𝑡 sin 2𝑡 . . . 0 0
0 0 − sin 2𝑡 cos 2𝑡 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . cos𝑛𝑡 sin𝑛𝑡
0 0 0 0 . . . − sin𝑛𝑡 cos𝑛𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, 𝑏 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
1
0
1
...
0
1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
. (10)

Substituting into equation (8), we obtain the system⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) sin 𝑡d𝑡 = 0,∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) cos 𝑡d𝑡 = 0,
...∫︀ 𝑇

0 𝑢(𝑡) sin𝑛𝑡d𝑡 = 0,∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) cos𝑛𝑡d 𝑡 = 0.

(11)

Thus, we obtain a trigonometric moment problem [7], for which we need the
solution 𝑢𝑇 (𝑡) to exist for each 𝑇 ∈ [𝑇 *, 𝑇 * +𝛼]. This system can also be written
in exponential form as ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡)𝑒𝑖 𝑡d𝑡 = 0,∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡)𝑒𝑖 𝑡d𝑡 = 0,
...∫︀ 𝑇

0 𝑢(𝑡)𝑒𝑛 𝑖 𝑡d𝑡 = 0.

(12)

By substituting the control (9) into the system (11), we obtain:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑐 sin𝑇1 + (sin𝑇2 − sin𝑇1) + · · ·+ 𝑐 (sin𝑇 − sin𝑇𝑘) = 0,

𝑐 cos𝑇1 − 𝑐+ · · ·+ 𝑐 (cos𝑇 − cos𝑇𝑘) = 0,
...

𝑐
𝑛 sin𝑛𝑇1 +

1
𝑛(sin𝑛𝑇2 − sin𝑛𝑇1) + · · ·+ 𝑐

𝑛(sin𝑛𝑇 − sin𝑛𝑇𝑘) = 0,
𝑐
𝑛 cos𝑛𝑇1 − 𝑐

𝑛 + · · ·+ 𝑐
𝑛(cos𝑛𝑇 − cos𝑛𝑇𝑘) = 0.

(13)

For 𝑐 = 1
2 , we present two solutions: one with 2𝑛 switching moments, and

another, which has only 2 for any dimension 𝑛.

3. Control with 2𝑛 switching moments

First, we consider the case when 𝑘 = 2𝑛, which is equal to the dimension
of system (2). Let us first notice that for 𝑇 = 2𝜋 the system (2) has a solution
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𝑢 = 𝑐 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. We now explore how to construct a solution on a slightly larger ti-
me interval by introducing short segments during which 𝑢 = 1. More precisely, we
claim that for 𝑐 = 1

2 for any 𝑇 on the time interval [2𝜋, 2𝜋+𝛼], where 𝛼 ∈ [0, 2𝜋
𝑛+1 ],

the origin can be reached using the following control:

𝑢𝑛(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 2𝜋

𝑛+1 ,

1, 2𝜋
𝑛+1 < 𝑡 ≤ 2𝜋

𝑛+1 + 𝛼,
1
2 ,

2𝜋
𝑛+1 + 𝑎 < 𝑡 ≤ 2 2𝜋

𝑛+1 ,

1, 2 2𝜋
𝑛+1 < 𝑡 ≤ 2 2𝜋

𝑛+1 + 𝛼,
...

1, 𝑛 2𝜋
𝑛+1 < 𝑡 ≤ 𝑛 2𝜋

𝑛+1 + 𝛼,
1
2 , 𝑛 2𝜋

𝑛+1 + 𝑎 < 𝑡 ≤ 2𝜋 + 𝛼.

(14)

Proof. For the control (14) the switching moments are:

𝑇1 =
2𝜋

𝑛+ 1
, 𝑇2 =

2𝜋

𝑛+ 1
+ 𝛼, . . . , 𝑇2𝑛−1 =

2𝜋𝑛

𝑛+ 1
, 𝑇 = 2𝜋 + 𝛼. (15)

The system (13) consists of independent pairs of equalities that need to be proven
for 𝑚 ≤ 𝑛, and, in the case 𝑐 = 1

2 , they take the form:{︃
1
2𝑚 sin𝑚𝑇1 +

1
𝑚(sin𝑚𝑇2 − sin𝑛𝑇1) + · · ·+ 1

2𝑚(sin𝑚𝑇 − sin𝑛𝑇2𝑛) = 0,
1
2𝑚 cos𝑚𝑇1 − 1

2𝑚 + · · ·+ 1
2𝑚(cos𝑚𝑇 − cos𝑛𝑇2𝑛) = 0,

(16)
For the switching moments 𝑇𝑖 from (15), this becomes⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑛∑︀
𝑘=1

(︁
sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝑎

)︁
− sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
+ sin(2𝜋 + 𝛼) = 0,

𝑛∑︀
𝑘=1

(︁
cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝑎

)︁
− cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
+ cos(2𝜋 + 𝛼)− 1 = 0,

(17)

or, ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=0

(︁
sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

)︁
− sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
= 0,

𝑛∑︀
𝑘=0

(︁
cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

)︁
− cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
= 0,

(18)

This is equivalent to ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=0

sin
(︀
𝑎
2

)︀
cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

2

)︁
= 0,

𝑛∑︀
𝑘=0

sin
(︀
𝑎
2

)︀
sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

2

)︁
= 0,

(19)

or factoring out the common term:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=0

cos
(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

2

)︁
= 0,

𝑛∑︀
𝑘=0

sin
(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1 + 𝛼

2

)︁
= 0.

(20)
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Applying the angle addition formula, this leads to:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=0

(︁
cos

(︀
𝛼
2

)︀
cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁
+ sin

(︀
𝛼
2

)︀
sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
= 0,

𝑛∑︀
𝑘=0

(︁
sin

(︀
𝛼
2

)︀
cos

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁
+ cos

(︀
𝛼
2

)︀
sin

(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁)︁
= 0.

(21)

Then, it is enough to show that:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝑛∑︀

𝑘=0

cos
(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁
= 0,

𝑛∑︀
𝑘=0

sin
(︁
2𝜋𝑚𝑘
𝑛+1

)︁
= 0

(22)

or
𝑛∑︁

𝑘=0

(︂
cos

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2𝜋𝑚𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂
= 0, (23)

which is equivalent to

𝑛∑︁
𝑘=0

(︂
cos

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂
+ 𝑖 sin

(︂
2𝜋𝑘

𝑛+ 1

)︂)︂𝑚

= 0. (24)

This identity is true because the numbers cos
(︁

2𝜋𝑘
𝑛+1

)︁
+ 𝑖 sin

(︁
2𝜋𝑘
𝑛+1

)︁
are the roots

𝑥𝑘+1 of the polynomial

𝑥𝑛+1 − 1 = 0, (25)

and by the Vieta’s formulas:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + 𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛+1 = 0,

𝑥1𝑥2 + · · ·+ 𝑥𝑛𝑥𝑛+1 = 0,
...

𝑥1 . . . 𝑥𝑛 + · · ·+ 𝑥2 . . . 𝑥𝑛+1 = 0

𝑥1𝑥2 . . . 𝑥𝑛+1 = −1.

=⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥1 + ...+ 𝑥𝑛+1 = 0,

𝑥21 + ...+ 𝑥2𝑛+1 = 0,
...

𝑥𝑛1 + ...+ 𝑥𝑛𝑛+1 = 0,

𝑥𝑛+1
1 + ...+ 𝑥𝑛+1

𝑛+1 = 𝑛+ 1.

(26)

Thus, the equality (24), and consequently the original system (16), holds for all
𝑚 ≤ 𝑛, and the proof is complete.

Example 1. The Figures 1 and 2 illustrate the control and individual trajectories
in the case of 𝑛 = 4 and time 𝑇 = 2𝜋 + 0.5.
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Fig. 1. The graph of control
Рис. 1. Графiк керування

Fig. 2. Individual trajectories
Рис. 2. Iндивiдуальнi траєкторiї

The trajectories for coordinates pairs (𝑥1, 𝑥2) (blue) and (𝑥3, 𝑥4) (red) are
shown on the Figure 3, and for pairs (𝑥5, 𝑥6) (purple) and (𝑥7, 𝑥8) (green) on
the Figure 4. If we had constant control 𝑢 = 𝑐 the trajectories would be circles.
However, for the piecewise control considered here, we have some symmetrical
trajectories along the arcs of circles.

Fig. 3. Pairwise trajectories, 𝑥1 − 𝑥4
Рис. 3. Попарнi траєкторiї, 𝑥1 − 𝑥4

Fig. 4. Pairwise trajectories, 𝑥5 − 𝑥8
Рис. 4. Попарнi траєкторiї, 𝑥5 − 𝑥8

Remark 1. Since the equations (15) are independent for different values of 𝑛, the
control 𝑢𝑛(𝑡) is also a solution for any system 𝑥2𝑗−1 = 𝑘𝑗𝑥2𝑗 , 𝑥2𝑗 = −𝑘𝑗𝑥2𝑗−1+𝑢,
𝑘𝑗 ∈ N, 𝑗 = 1, 𝑁 if we select 𝑛 = max 𝑘𝑗.

Remark 2. I we modify any pair of equations to the form 𝑥2𝑗−1 = −𝑘𝑗𝑥2𝑗,
𝑥2𝑗 = 𝑘𝑗𝑥2𝑗−1 + 𝑢 then the corresponding 2 × 2 block in the matrix exponent
changes to (︂

cos 𝑘 𝑡 − sin 𝑘 𝑡
sin 𝑘 𝑡 cos 𝑘 𝑡

)︂
(27)
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changing the corresponding pair of equations to{︃
−
∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) sin 𝑡d𝑡 = 0,∫︀ 𝑇

0 𝑢(𝑡) cos 𝑡d𝑡 = 0,
(28)

which has the same solution. Therefore, the remark 1 can be extended to the case
where 𝑘𝑗 ∈ Z ∖ {0}.

Remark 3. The solution also remains valid for the control constraints of the form
𝑢 ∈

{︀
𝑑
2 , 𝑑

}︀
, since the constant 𝑑 simply appears as the multiplicative factor outside

the integrals in the equation (16).

Let us now consider the system with simple purely imaginary eigenvalues
𝜆2𝑘−1,2𝑘 = ±𝑖 𝜈𝑘: ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝜈1𝑥2,

𝑥̇2 = −𝜈1𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 = 𝜈2𝑥4,

𝑥̇4 = −𝜈2𝑥3 + 𝑢,
...

𝑥̇2𝑛−1 = 𝜈𝑛𝑥2𝑛,

𝑥̇2𝑛 = −𝜈𝑛𝑥2𝑛−1 + 𝑢,

(29)

where 𝜈𝑘 = 𝑛𝑘
𝑑𝑘
, 𝑛𝑘 ∈ Z ∖ {0}, 𝑑𝑘 ∈ N, and 𝜈𝑖 ̸= 𝜈𝑗 for 𝑖, 𝑗 = 1, 𝑛, 𝑖 ̸= 𝑗. Let us

introduce the rescaled time variable 𝜏 = 𝑡
𝐷 , where 𝐷 =

∏︀𝑛
𝑖=1 𝑑𝑖. Then for the

𝑘− th pair of equations, we have:

d𝑥2𝑘−1

d𝜏
=

d𝑥2𝑘−1

d𝑡

d𝑡

d𝜏
= 𝑛𝑘

𝑛∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑘

(𝑑𝑗)𝑥2𝑘 = 𝑁𝑘𝑥2𝑘,

d𝑥2𝑘
d𝜏

=
d𝑥2𝑘
d𝑡

d𝑡

d𝜏
= −𝑛𝑖

𝑛∏︁
𝑗=1,𝑗 ̸=𝑘

(𝑑𝑗)𝑥2𝑘−1 +𝐷𝑢 = −𝑁𝑘𝑥2𝑘−1 +𝐷𝑢,

(30)

where 𝑁𝑘 ∈ Z∖{0}. We may now rescale the control as 𝑣 = 𝐷𝑢, 𝑣 ∈
{︀
𝐷
2 , 𝐷

}︀
, and

using the previous remarks, construct the control for the transformed system:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑁1𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑁1𝑥1 + 𝑣,

𝑥̇3 = 𝑁2𝑥4,

𝑥̇4 = −𝑁2𝑥3 + 𝑣,
...

𝑥̇2𝑛−1 = 𝑁𝑛 𝑥2𝑛,

𝑥̇2𝑛 = −𝑁𝑛 𝑥2𝑛−1 + 𝑣.

(31)
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Remark 4. The result also holds when 𝜈𝑘 ∈ R, but there exists a common number
𝜈 ∈ R such that 𝜈𝑘

𝜈 ∈ Q for all 𝑖 = 1, . . . , 𝑛.

Let us now consider the general system

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, 𝑢 ∈
{︂
𝑑

2
, 𝑑

}︂
, (32)

where the matrix 𝐴 ∈ R2𝑛×2𝑛 has simple purely imaginary eigenvalues 𝜆2𝑘−1,2𝑘 =
±𝑖𝜈𝑘, 𝑘 = 1, 𝑛, and 𝜈𝑘 ∈ Q. In this case, there exists an invertible matrix 𝑃 , such
that

𝐴 = 𝑃𝑁𝑃−1, (33)

where 𝑁 is a matrix of the system (29). Then we can write

𝑒𝐴𝑡 = 𝑃𝑒𝑁𝑡𝑃−1, (34)

where

𝑒𝑁𝑡 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

cos 𝜈1𝑡 sin 𝜈1𝑡 0 0 . . . 0 0
− sin 𝜈1𝑡 cos 𝜈1𝑡 0 0 . . . 0 0

0 0 cos 𝜈2𝑡 sin 𝜈2𝑡 . . . 0 0
0 0 − sin 𝜈2𝑡 cos 𝜈2𝑡 . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . cos 𝜈𝑛𝑡 sin 𝜈𝑛𝑡
0 0 0 0 . . . − sin 𝜈𝑛𝑡 cos 𝜈𝑛𝑡

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
, (35)

Therefore, each element of the matrix exponent 𝑒𝐴𝑡 is a linear combination of
functions sin 𝜈𝑖𝑡, cos 𝜈𝑖𝑡 and in each equation of the system (9) left-hand side is
a linear combination of terms

∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) sin 𝜈𝑖𝑡,

∫︀ 𝑇
0 𝑢(𝑡) cos 𝜈𝑖𝑡. Because solving the

problem for the system 29 implies that all these terms are equal to zero, the exact
same control would also solve the problem for system (32).

Example 2. Let us consider the system⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 =

1
2𝑥2,

𝑥̇2 = −1
2𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 = 3𝑥2 +
1
3𝑥4 + 𝑢,

𝑥̇4 = 𝑥1 − 1
3𝑥3 + 𝑢,

𝑢 ∈
{︂
1

2
, 1

}︂
. (36)

It has eigenvalues 𝜆1,2 = ±1
2 𝑖, 𝜆3,4 = ±1

3 𝑖. In the previous notation we have
𝐷 = 2 · 3 = 6, 𝜏 = 𝑡

6 , 𝑣 = 6𝑢, and a new system of equations⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑥̇1 = 3𝑥2,

𝑥̇2 = −3𝑥1 + 𝑣,

𝑥̇3 = 18𝑥2 + 2𝑥4 + 𝑣,

𝑥̇4 = 6𝑥1 − 2𝑥3 + 𝑣,

(37)



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том101 (2025)15

with 𝜆1,2 = ±3𝑖, 𝜆3,4 = ±2𝑖. Using the remark 1 we select 𝑛 = 3 and obtain control
with 6 switching moments: 𝑇1 = 2𝜋

4 , 𝑇2 = 2𝜋
4 + 𝛼, 𝑇3 = 2 · 2𝜋

4 , 𝑇4 = 2 · 2𝜋
4 + 𝛼,

𝑇5 = 3 · 2𝜋
4 , 𝑇6 = 3 · 2𝜋

4 + 𝛼. Since these switching moments are for the rescaled
time variable 𝜏 , multiplying by 𝐷 = 6 gives the switching moments for the original
time 𝑡, and the control is:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 3𝜋,

1, 3𝜋 < 𝑡 ≤ 3𝜋 + 𝛽,
1
2 , 3𝜋 + 𝛽 < 𝑡 ≤ 6𝜋,

1, 6𝜋 < 𝑡 ≤ 6𝜋 + 𝛽,
1
2 , 6𝜋 + 𝛽 < 𝑡 ≤ 9𝜋,

1, 9𝜋 < 𝑡 ≤ 9𝜋 + 𝛽,
1
2 , 9𝜋 + 𝛽 < 𝑡 ≤ 12𝜋 + 𝛽,

(38)

where 𝛽 = 6𝛼. The figure below illustrates the pairwise trajectories in the case
when 𝛽 = 1 for the pairs of variables (𝑥1, 𝑥2) and (𝑥3, 𝑥4). Since the subsystem
for pair (𝑥1, 𝑥2) has the same form as in system (2), its trajectory (blue) is still
circular. However, the trajectory for the pair (𝑥3, 𝑥4) (red) is no longer circular
or symmetrical.

Fig. 5. Pairwise trajectories for the system (36)
Рис. 5. Попарнi траєкторiї для системи (36)

4. Control with 2 switching moments

The assumption of symmetry also allows us to construct a control with only
two switching points in the case 𝑐 = 1

2 . To do this, we write the system in
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exponential form as in (12) and consider the control:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 < 𝑡 ≤ 𝑇2,
1
2 , 𝑇2 < 𝑡 ≤ 𝑇.

(39)

Let us set 𝑇 − 𝑇2 = 𝑇1. Then, by making the substitution 𝑒𝑇1 = 𝑥, 𝑒𝑇 = 𝑠,
we obtain 𝑒𝑇2 = 𝑠

𝑥 . This leads to the following the system of equations for the
variables 𝑥 and 𝑠: ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

−1− 𝑥+ 𝑠
𝑥 + 𝑠 = 0,

−1− 𝑥2 + 𝑠2

𝑥2 + 𝑠2 = 0,
...

−1− 𝑥𝑛 + 𝑠𝑛

𝑥𝑛 + 𝑠𝑛 = 0,= 0.

(40)

This system has the solutions 𝑥 = 𝑠. We choose 𝑠 such that: |𝑠| = 1. Since 𝑥 = 𝑒𝑇1

and 𝑠 = 𝑒𝑇 , both 𝑇1 and 𝑇 are defined up to the shift 2𝜋. Taking 𝑇 = 2𝜋 + 𝑇1,
we obtain a valid solution to the problem.

Remark 5. The solution 𝑢(𝑡) does not depend on the dimensionality of the system
and remains valid for any value of 𝑛.

Remark 6. An alternative construction of the solution is possible under the
constraint 𝑢 ∈ {𝑐, 1− 𝑐, 1}, where 0 < 𝑐 < 1. In this case the switching points
are kept symmetric with respect to the midpoint of the interval, but the values of
the control are chosen asymmetrically:

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑐, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇1,

1, 𝑇1 < 𝑡 ≤ 𝑇2,

1− 𝑐, 𝑇2 < 𝑡 ≤ 𝑇.

(41)

Since all the remarks for the control with 2𝑛 switching moments remain valid,
the we have the following theorem:

Theorem 3. For the linear system

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, (42)

with control constraints 𝑢 ∈ [𝑐, 1], where 𝑐 ≤ 1
2 and matrix 𝐴 ∈ R2𝑛×2𝑛 has simple

purely imaginary eigenvalues 𝜆2𝑘−1,2𝑘 = ±𝑖𝜈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, the return condition
is satisfied if 𝜈𝑘 ∈ Q or 𝜈𝑘 ∈ R ∖Q, but there exists a positive real number 𝑘 such
that 𝜈𝑘

𝑘 is rational for all 𝑘 = 1, 𝑛.

Remark 7. In both cases, the control constraints must be of the form 𝑢 ∈ [𝑐, 1],
𝑐 ≤ 1

2 or 𝑢 ∈
{︀
1
2 , 1

}︀
. The question for an arbitrary 𝑐 in the general case remains

open.
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5. The case of irrational coefficients

The condition of rationality guarantees the existence of a time moment 𝑇 > 0
such that there exists a solution with control 𝑢 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. For mutually irrational
frequencies such a time 𝑇 does not exist. However, this does not mean that it
is impossible to construct a control that returns the system to the point 0. For
example, in the case 𝑛 = 2 the following control is possible:

Statement 1. For the linear system

𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, (43)

with eigenvalues ±𝜈1𝑖, ±𝜈2𝑖 the control

𝑢(𝑡) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1
2 , 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋

𝜈2
,

1, 𝜋
𝜈2
< 𝑡 ≤ 2𝑚1𝜋

𝜈1
,

1
2 ,

2𝑚1𝜋
𝜈1

< 𝑡 ≤ 2𝑚1𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈2
,

1, 2𝑚1𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈2
< 𝑡 ≤ 2𝑚1𝜋

𝜈1
+ 𝜋

𝜈2
+ 2𝑚2𝜋

𝜈2
,

1
2 ,

2𝑚1𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈2

+ 2𝑚2𝜋
𝜈2

< 𝑡 ≤ 2𝑚1𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈2

+ 2𝑚2𝜋
𝜈2

,

(44)

with numbers 𝑚1,𝑚2 ∈ N chosen such that 𝜋
𝜈2
< 2𝑚1𝜋

𝜈1
, 𝜋
𝜈1
< 2𝑚2𝜋

𝜈2
, returns the

system to the origin at time 𝑇 = 2𝑚1𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈1

+ 𝜋
𝜈2

+ 2𝑚2𝜋
𝜈2

.

The conditions on 𝑚1 and 𝑚2 are present to ensure that the switching
moments are selected in the right order.

Example 3. As an example, Figure 3 shows the illustrates trajectories for the
system ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑥2,

𝑥̇2 = −𝑥1 + 𝑢,

𝑥̇3 =
√
2𝑥4,

𝑥̇4 = −
√
2𝑥3 + 𝑢,

(45)

with eigenvalues ±𝑖 and ±𝑖
√
2.
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Fig. 6. Individual trajectories for the system (45)
Рис. 6. Iндивiдуальнi траєкторiї для системи (45)

Conclusions

In this paper, we considered the problem of null-controllability and the return
condition on an interval. For the controllability it was earlier assumed the exi-
stence of rest point for the system (1), that is 𝑢 = 0 ∈ Ω, implying that 𝑥 = 0 is
the rest point.

In the paper, we did not assume the existence of rest point for the system (1)
(𝑢 = 0 /∈ Ω). In such cases the return condition on an interval can be used to
establish local controllability. We showed that the return condition on the interval
is satisfied for the linear system 𝑥̇ = 𝐴𝑥+ 𝑏𝑢, where matrix 𝐴 has simple purely
imaginary eigenvalues 𝜆2𝑘−1,2𝑘 = ±𝑖𝜈𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, with 𝜈𝑘 ∈ Q. We presented
two ways of constructing controls that solve this problem under control constraints
𝑢 ∈

{︀
1
2 , 1

}︀
.

Also, an example of control construction is discussed for the case when ei-
genvalue ratios are irrational. However, this case, and the case of control constrai-
nts 𝑢 = 𝑐, 1, 𝑐 ̸= 1

2 require further study.
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Умова повертання для коливальних систем

Коробов В. I., Возняк О. С.
кафедра прикладної математики

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В. Н. Каразiна
61022б м. Харкiв, майд. Свободи, 4

Дана стаття присвячена задачi нуль-керованостi для коливальної лiнiйної си-
стеми вигляду 𝑥̇2𝑖−1 = 𝑥2𝑖, 𝑥̇2𝑖 = −𝑥2𝑖−1 + 𝑢, 𝑖 = 1, 𝑛 з обмеженнями на керування
𝑢 ∈ [𝑐, 1] або 𝑢 ∈ {𝑐, 1}, 𝑐 > 0. У цьому випадку початок координат не є точкою рiвно-
ваги. Нуль-керованiсть означає, що iснує такий момент часу 𝑇0, що для будь-якого
часу 𝑇 ≥ 𝑇0 ми можемо побудувати керування яке досягає початку координат саме
в момент часу 𝑇 . Критерiй керованостi в точку, що не є рiвноважною, був запропо-
нований В. I. Коробовим, i включає нову умову, яка називається умовою повертання
на iнтервалi, яка повинна виконуватися разом з класичними умовами керованостi в
точку рiвноваги. Ця умова означає, що iснує промiжок часу 𝐼 = [𝑇, 𝑇+𝛼], 𝛼 > 0, для
якого траєкторiя з початком в точцi 0 може повернутись назад в будь-який момент
часу 𝑇 ∈ 𝐼 за деякого керування 𝑢𝑇 (𝑡).

Метою даної роботи є показати, що умови повертання виконуються для розгля-
нутої коливальної системи з даними обмеженнями на керування, i отримати ана-
лiтичний розв’язок для керування, що задовольняє цю умову. Розглянутий пiдхiд
використовує побудову кусково-сталого керування зi значеннями 𝑢 = 𝑐 i 𝑢 = 1. Ця

https://doi.org/10.1007/s10957-007-9212-2
https://doi.org/10.1007/BF00934435
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задача має неєдиний розв’язок, i в нашiй статтi ми представляємо один розв’язок з
2𝑛 точками перемикання та iнший лише з двома, у випадку, коли 𝑐 ≤ 1

2 . Розв’язок з
2 моментами перемикання є особливо цiкавим, оскiльки не залежить вiд розмiрностi
системи. Ми також узагальнюємо задачу на випадок, коли власнi значення мають
вигляд 𝜆2𝑘, 𝜆2𝑘−1 = ±𝑖𝜈𝑘, де 𝜈𝑘 — рацiональнi числа. Ми також розглядаємо деякi
частковi випадки коли власнi значення є iррацiональними.
Ключовi слова: умова повертання на iнтервалi, нуль-керованiсть; тригоно-
метрична проблема моментiв; лiнiйнi керованi системи

Iсторiя статтi: отримана: 5 травня 2025; прийнята: 9 червня 2025.
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Неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння над скiнченними

комутативними кiльцями порядку 𝑝2 з одиницею

Вiдомо, що, з точнiстю до iзоморфiзму, iснує рiвно чотири скiнченнi комутативнi
кiльця з одиницею, порядок яких дорiвнює 𝑝2, де 𝑝—просте число. А саме, цими
кiльцями є кiльце лишкiв за модулем 𝑝2, пряма сума двох полiв лишкiв Z𝑝 за мо-
дулем 𝑝, поле з 𝑝2 елементiв i кiльце 𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2). Нещодавно було встановлено
критерiй розв’язностi лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку над кiльцем
лишкiв за модулем𝑚 ≥ 2. З огляду на це, актуальною є задача розв’язання лiнiйного
рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝 порядку 𝑝

2.
У статтi дослiджуються неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння першого порядку над

кiльцем 𝒮𝑝. Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi розглянутого рiв-
няння над цим кiльцем. Крiм того, отриманi у статтi результати описують як кiль-
кiсть розв’язкiв у випадку їх iснування, так i вигляд загального розв’язку цього
рiвняння. Аналогiчнi результати встановлено для вiдповiдної початкової задачi над
кiльцем 𝒮𝑝. Зокрема, показано, що, на вiдмiну вiд випадку цiлiсного кiльця, поча-
ткова задача над кiльцем 𝒮𝑝 може мати нескiнченно багато розв’язкiв. Водночас,
якщо вона має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв, то її розв’язок є єдиним. Також отри-
мано наслiдки з одержаного критерiю розв’язностi розглянутого неявного лiнiйного
рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝. Зокрема, аналогiчно до теорiї Фредгольма, по-
казано, що якщо вiдповiдне однорiдне рiвняння має тiльки тривiальний розв’язок,
то дослiджуване неоднорiдне рiвняння має єдиний розв’язок.

У статтi наведено приклад, що демонструє застосування отриманих теорети-
чних результатiв до розв’язання конкретного рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝 i вiдповiдної
початкової задачi.

Результати роботи можуть бути використанi для подальшого вивчення лiнiйних
рiзницевих рiвнянь над скiнченними кiльцями, а також у загальнiй теорiї дискре-
тних динамiчних систем.
Ключовi слова: неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння; скiнченне кiльце; поча-
ткова задача; розв’язнiсть.
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1. Вступ

Нещодавно неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння над цiлiсними кiльцями було
дослiджено у [1, 2], i бiльш детально над кiльцем цiлих чисел у [3, 4, 5]. Неявне
лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над кiльцем Z𝑚 = Z/𝑚Z лишкiв
за модулем 𝑚 дослiджувалось у [6].

Нехай 𝑝—просте число. У роботi [7] було показано, що, з точнiстю до iзо-
морфiзму, iснує всього 4 комутативних кiльця порядку 𝑝2 з одиницею, а саме
поле з 𝑝2 елементiв, пряма сума Z𝑝⊕Z𝑝, кiльце лишкiв Z𝑝2 i “спецiальне” кiль-
це 𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2) (див. також [8]). З огляду на цю класифiкацiю i результати
роботи [6], актуальною є задача розв’язання неявного лiнiйного рiзницевого
рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝.

Нехай 𝐴,𝐵, 𝐹𝑛 (𝑛 ∈ Z+)— заданi елементи кiльця 𝒮𝑝, причому 𝐵 ̸= 0. Роз-
глянемо наступне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над кiльцем
𝒮𝑝:

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (1)

де через Z+ позначено множину цiлих невiд’ємних чисел. Як i в [2, 6], рiвня-
ння (1) називається неявним, якщо 𝐵 є необоротним елементом кiльця 𝒮𝑝, i
явним у протилежному випадку.

Для рiвняння (1) розглядається початкова умова

𝑋0 = 𝑌0 ∈ 𝒮𝑝. (2)

Послiдовнiсть {𝑋𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 називається розв’язком поча-
ткової задачi (1), (2), якщо вона задовольняє рiвняння (1) i початкову умо-
ву (2).

Допомiжнi результати, що стосуються властивостей елементiв кiльця 𝒮𝑝,
наведено у роздiлi 2. Основнi результати мiстяться в роздiлах 3, 4. Теорема 1
описує необхiднi i достатнi умови розв’язностi рiвняння (1), а також визначає
число розв’язкiв i її загальний розв’язок цього рiвняння. З теореми 1 випли-
ває критерiй iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (1) (див. наслiдок 2).
Як i у теорiї Фредгольма (див., наприклад, [9, роздiл 7]), наслiдок 3 пока-
зує, що якщо вiдповiдне до (1) однорiдне рiвняння має тiльки тривiальний
розв’язок, то для будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 рiвня-
ння (1) має єдиний розв’язок (див. також [6, наслiдок 3.4], де отримано анало-
гiчний результат для кiльця Z𝑚). Теорема 2 описує необхiднi i достатнi умови
розв’язностi початкової задачi (1), (2), а також визначає число розв’язкiв i
загальний розв’язок цiєї початкової задачi. Зауважимо, що, як i в [6], ця поча-
ткова задача може мати нескiнченне число розв’язкiв. У роздiлi 5 розглянуто
приклад застосування результатiв теорем 1, 2, а також наслiдку 2.
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2. Властивостi елементiв кiльця 𝒮𝑝

Нагадаємо, що кiльце 𝒮𝑝 визначається як факторкiльце Z𝑝[𝑡]/(𝑡
2). Вiд-

повiдно, елементи цього кiльця мають вигляд 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑡, де 𝑎, 𝑏— елементи
кiльця Z𝑝, причому 𝑡2 = 0. Тепер додавання та множення у кiльцi 𝒮𝑝 задаю-
ться наступним чином: якщо 𝑥1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 i 𝑥2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡, то

� 𝑥1 + 𝑥2 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑡,

� 𝑥1 · 𝑥2 = 𝑎0𝑏0 + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝑡.

Нехай 𝑥1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑡, 𝑥2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑡— елементи кiльця 𝒮𝑝. Тодi рiвнiсть
𝑥1 = 𝑥2 рiвносильна системi рiвностей{︃

𝑎1 = 𝑎2,

𝑏1 = 𝑏2.

Наступне твердження описує оборотнi та необоротнi елементи кiльця 𝒮𝑝.

Лема 1. Нехай 𝑥 = 𝑎+ 𝑏𝑡 ∈ 𝒮𝑝, де 𝑎, 𝑏 ∈ Z𝑝. Справедливi наступнi твердже-
ння.

1. Якщо 𝑎 ̸= 0, то 𝑥 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝 i вiрною є формула
𝑥−1 = 𝑎−1 − 𝑎−2𝑏𝑡.

2. Якщо 𝑎 = 0 i 𝑏 ̸= 0, то 𝑥 є нiльпотентним елементом кiльця 𝒮𝑝 i його
iндекс нiльпотентностi дорiвнює 2.

Доведення. Справдi, нехай 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑡, де 𝑎 ∈ Z𝑝, 𝑏 ∈ Z𝑝. Якщо 𝑎 ̸= 0, то
𝑥 ·(𝑎−1−𝑎−2𝑏𝑡) = 1, тобто 𝑥 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝. Якщо ж 𝑎 = 0,
тобто 𝑥 = 𝑏𝑡, то 𝑥2 = 𝑏2𝑡2 = 0. Отже, кожен необоротний елемент кiльця
𝒮𝑝 є нiльпотентним, причому iндекс нiльпотентностi будь-якого ненульового
елементу дорiвнює 2.

3. Розв’язнiсть неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння над

кiльцем 𝒮𝑝

Повернемося до неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння (1), в якому 𝐴 =
𝐴0 + 𝑡 𝐴1, 𝐵 = 𝐵0 + 𝑡𝐵1 ̸= 0, 𝐹𝑛 = 𝐹0,𝑛 + 𝑡 𝐹1,𝑛, де 𝐴0, 𝐵0, 𝐹0,𝑛, 𝐴1, 𝐵1, 𝐹1,𝑛 —
елементи поля Z𝑝 (𝑛 ∈ Z+). Наступна теорема є критерiєм розв’язностi цього
рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝.

Теорема 1. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли або 𝐴0 ̸= 0, або 𝐵0 ̸= 0. При цьому рiвняння (1) має

𝑁 =

{︂
𝑝2, 𝐵0 ̸= 0,
1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0



24 М. В. Генералов

розв’язкiв i загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵0 ̸= 0,

−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0,

(3)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝒮𝑝 у випадку 𝐵0 ̸= 0.

2. Рiвняння (1) має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0, 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний
розв’язок цього рiвняння визначено рiвнiстю 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈
Z+), де {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝, а послi-
довнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 елементiв у Z𝑝 визначено рiвнiстю

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (4)

де 𝑋0,0 — довiльний елемент поля Z𝑝.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0 i
𝐹0,𝑛 ̸= 0 при деякому 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Якщо 𝐵0 ̸=
0, то, за першим твердженням леми 1, елемент 𝐵 є оборотним елементом
кiльця 𝒮𝑝. Отже, рiвняння (1) є явним, тому загальний розв’язок рiвняння (1)
визначається формулою (див. наприклад [10, с. 4])

𝑋𝑛 = 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N,

де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝒮𝑝. Таким чином, у випадку 𝐵0 ̸= 0 рiвня-
ння (1) має 𝑝2 розв’язкiв.

Тепер нехай 𝐵0 = 0 i 𝐴0 ̸= 0. Тодi, за лемою 1, елемент 𝐴 є оборотним
елементом кiльця 𝒮𝑝, а елемент 𝐵 є нiльпотентним з iндексом нiльпотентностi
2. Вiдповiдно, рiвняння (1) можна переписати у виглядi

𝑋𝑛 = 𝐵𝐴−1𝑋𝑛+1 −𝐴−1𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Скориставшись цiєю рiвнiстю двiчi, з урахуванням рiвностi 𝐵2 = 0 отримає-
мо:

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (5)

Пiдставляючи (5) у рiвняння (1) i враховуючи, що 𝐵2 = 0, переконаємось,
що послiдовнiсть (5) є розв’язком рiвняння (1):

𝐵𝑋𝑛+1 = −𝐵(𝐴−1𝐹𝑛+1 +𝐵𝐴−2𝐹𝑛+2) = −𝐵𝐴−1𝐹𝑛+1 −𝐵2𝐴−2𝐹𝑛+2 =

= 𝐴(−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1) + 𝐹𝑛 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.
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Достатнiсть твердження 1 доведено повнiстю.
Доведемо достатностi тверджень 2 i 3 теореми. Нехай 𝐵0 = 𝐴0 = 0. Тодi

рiвняння (1) приймає наступний вигляд:

𝐵1 𝑡 (𝑋0,𝑛+1 +𝑋1,𝑛+1𝑡) = 𝐴1 𝑡 (𝑋0,𝑛 +𝑋1,𝑛𝑡) + 𝐹0,𝑛 + 𝐹1,𝑛𝑡, 𝑛 ∈ Z+.

Прирiвнюючи в цьому рiвняннi коєфiцiенти при степенях 𝑡 (див. роздiл 2),
отримуємо, що рiвняння (1) еквiвалентне наступнiй системi рiвнянь над Z𝑝:{︃

𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛,

𝐵1𝑋0,𝑛+1 = 𝐴1𝑋0,𝑛 + 𝐹1,𝑛, 𝑛 ∈ Z+.
(6)

Тому для розв’язностi рiвняння (1) є необхiдною умова 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛.
Якщо цю умову не виконано, то рiвняння (1) не має розв’язкiв, тобто доведено
достатнiсть твердження 3 теореми.

Тепер нехай 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛. Оскiльки 𝐵 ̸= 0 i 𝐵0 = 0, то 𝐵1 ̸= 0.
Отже, за першим твердженням леми 1, iснує обернений елемент𝐵−1

1 в полi Z𝑝.
За [10, c. 4], загальний розв’язок другого рiвняння системи (6) визначається
рiвнiстю

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (7)

де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля Z𝑝. Якщо {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдов-
нiсть елементiв поля Z𝑝, то

(︀
{𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 , {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0

)︀
є загальним розв’язком

системи (6).
Отже, загальний розв’язок рiвняння (1) має вигляд 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛+𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈

Z+), де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля Z𝑝, {𝑋0,𝑛}∞𝑛=1 визначається форму-
лою (7), а {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Оскiльки достатнi
умови всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно не
перетинаються, то доведення критерiю завершено.

Лема 1 i теорема 1 призводять до наступного наслiдку.

Наслiдок 1. Якщо або 𝐴, або 𝐵 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝, то
рiвняння (1) завжди має розв’язок.

З першого твердження теореми 1 безпосередньо випливає наступний кри-
терiй iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1), i, зокрема, критерiй iсну-
вання тiльки тривiального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння.

Наслiдок 2. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) над кiльцем 𝒮𝑝 має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi,
коли 𝐵0 = 0 i 𝐴0 ̸= 0. Цей розв’язок визначається формулою

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (8)
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2. Однорiдне рiвняння

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (9)

має тiльки тривiальний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝐵0 = 0,
𝐴0 ̸= 0.

З наслiдку 2 випливає наступне твердження.

Наслiдок 3. Якщо однорiдне рiвняння (9) має тiльки тривiальний
розв’язок, то для будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 рiв-
няння (1) має єдиний розв’язок. Цей розв’язок визначається формулою (8).

Доведення. За першим твердженням наслiдку 2, маємо 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0. За-
стосовуючи друге твердження наслiдку 2, одержуємо, що рiвняння (1) має
єдиний розв’язок. Цей розв’язок визначається формулою (8).

4. Розв’язнiсть початкової задачi для неявного лiнiйного

рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝

В (2) зобразимо 𝑌0 = 𝑌0,0 + 𝑌1,0 𝑡, де 𝑌0,0, 𝑌1,0 ∈ Z𝑝. Користуючись резуль-
татами теореми 1, сформулюємо i доведемо наступний критерiй розв’язностi
початкової задачi (1), (2).

Теорема 2. Справедливi наступнi твердження.

1. Початкова задача (1), (2) має єдиний розв’язок розв’язок тодi i тiльки
тодi, коли виконано одну з наступних умов:

(а) 𝐵0 ̸= 0.

(б) 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0 i 𝑌0 = −𝐴−1𝐹0 −𝐵𝐴−2𝐹1;

При цьому єдиний розв’язок початкової задачi (1), (2) має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑌0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵0 ̸= 0,

−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0,

𝑛 ∈ N.

2. Початкова задача (1), (2) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i
тiльки тодi, коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. При
цьому загальний розв’язок цiєї початкової задачi визначено рiвнiстю
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 — довiльна послi-
довнiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 має наступний
вигляд:

𝑋0,0 = 𝑌0,0, 𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑌0,0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N. (10)
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3. Початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли
𝐵0 = 0 i виконано одну з наступних умов:

(а) 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 ̸= 0 при деякому 𝑛 ∈ Z+;

(б) 𝐴0 ̸= 0 i 𝑌0 ̸= −𝐴−1𝐹0 −𝐵𝐴−2𝐹1.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Якщо вико-
нано умову 1а або 1б, то, за теоремою 1, рiвняння (1) має скiнченне число
розв’язкiв, при цьому загальний розв’язок визначено формулою (3). Ця фор-
мула показує, що розв’язок початкової задачi (1), (2) однозначно визначає-
ться початковою умовою (2). Це доводить достатнiсть першого твердження
теореми.

Доведемо достатнiсть другого твердження теореми. Нехай тепер 𝐴0 =
𝐵0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛. За другим твердженням теореми 1, загаль-
ний розв’язок рiвняння (1) визначено рiвнiстю 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈
Z+), де {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдов-
нiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначено рiвнiстю (4), де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля
Z𝑝. Тому загальний розв’язок початкової задачi (1), (2) визначено рiвнiстю
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 —довiльна послiдов-
нiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначено рiвнiстю (10).
Достатнiсть другого твердження теореми 2 доведено.

Доведемо достатнiсть третього твердження теореми. Якщо 𝐵0 = 0 i ви-
конано умову 3а, то, за третiм твердження теореми 1, рiвняння (1) не має
розв’язкiв, вiдповiдно i початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв. Якщо ж
𝐵0 = 0 i виконано умову 3б, то, за першим твердженням теореми 1, рiвнян-
ня (1) має єдиний розв’язок, який задовольняє умову𝑋0 = −𝐴−1𝐹0−𝐵𝐴−2𝐹1.
Тому при 𝑌0 ̸= −𝐴−1𝐹0−𝐵𝐴−2𝐹1 початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв.
Достатнiсть третього твердження теореми 2 доведено.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Аналогiчно дове-
денню теореми 1, оскiльки достатнi умови всiх трьох тверджень теореми ви-
черпують всi можливостi i попарно не перетинаються, то доведення критерiю
завершено.

5. Приклад

Розглянемо приклад застосування отриманих результатiв.

Приклад 1. Нехай 𝐴0, 𝐴1 ∈ Z𝑝. Розглянемо рiвняння

𝑡𝑋𝑛+1 = (𝐴0 +𝐴1𝑡)𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (11)

над кiльцем 𝒮𝑝. Рiвняння (11) має вигляд (1), де 𝐴 = 𝐴0+𝐴1𝑡, 𝐵 = 𝑡, 𝐵0 = 0,
𝐵1 = 1. Якщо 𝐴0 ̸= 0, то, за першим твердженням леми 1, елемент 𝐴 є
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оборотним, i 𝐴−1 = 𝐴−1
0 − 𝐴−2

0 𝐴1𝑡. За наслiдком 2, iснує єдиний розв’язок
рiвняння (11). Вiн визначається наступним чином:

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛−𝐴−2𝐵𝐹𝑛+1 = −(𝐴−1
0 −𝐴−2

0 𝐴1𝑡)𝐹𝑛−(𝐴−2
0 −2𝐴−3

0 𝐴1𝑡)𝑡𝐹𝑛+1 =

= (𝐴−2
0 𝐴1𝑡−𝐴−1

0 )𝐹𝑛 −𝐴−2
0 𝑡𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (12)

За першим твердженням теореми 2, якщо виконано умову 𝐴0 ̸= 0, то поча-
ткова задача (11), (2) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝑌0 = (𝐴−2

0 𝐴1𝑡 −
𝐴−1

0 )𝐹0 −𝐴−2
0 𝑡𝐹1. Вiдповiдний розв’язок початкової задачi (11), (2) визнача-

ється рiвнiстю (12).
Тепер нехай 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. За другим твердженням

теореми 1, iснує нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (11). При цьому за-
гальний розв’язок цього рiвняння має вигляд 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑋1,𝑛𝑡, де 𝑋0,0 —
довiльний елемент поля Z𝑝, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв по-
ля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=1 визначається формулою

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1 =

= 𝐴𝑛
1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐴𝑠
1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N.

При цьому, за другим твердженням теореми 2, початкова задача (11), (2) та-
кож має нескiнченно багато розв’язкiв, i її загальний розв’язок має вигляд
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛+𝑋1,𝑛𝑡, де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 —довiльна послiдовнiсть елемен-
тiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначається формулою

𝑋0,0 = 𝑌0,0, 𝑋0,𝑛 = 𝐴𝑛
1𝑌0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐴𝑠
1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N.

Якщо 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 ̸= 0 для деякого 𝑛 ∈ Z+, то, за третiм твердженням те-
ореми 1, рiвняння (11) не має розв’язкiв i, вiдповiдно, початкова задача (11),
(2) також не має розв’язкiв.

6. Висновки

У данiй статтi дослiджено неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого по-
рядку над скiнченними комутативними кiльцями з одиницею, порядок яких
дорiвнює 𝑝2. Встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi цього рiв-
няння над кiльцем 𝒮𝑝, а за умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть
розв’язкiв та загальний вигляд розв’язку. Аналогiчнi результати отримано
для початкової задачi над кiльцем 𝒮𝑝.

Наведено приклад, що демонструє використання одержаних теоретичних
результатiв. У подальшому планується дослiдити неявне лiнiйне рiзницеве
рiвняння над iншими класами скiнченних комутативних кiлець з одиницею.
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Подяки. Цю роботу було частково пiдтримано грантом Фонду Ахiєзера
(Харкiв).

Iсторiя статтi: отримана: 27 лютого 2025; прийнята: 31 травня 2025.
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Implicit linear difference equations over finite commutative rings of

order 𝑝2 with identity

M. V. Heneralov
Department of Fundamental Mathematics
V. N. Karazin Kharkiv National university
4 Svobody sqr., Kharkiv, 61022, Ukraine

It is known that, up to isomorphism, there are exactly four finite commutati-
ve rings with identity, whose order is equal to 𝑝2, where 𝑝 is a prime number.
Namely, these rings are the residue class ring modulo 𝑝2, the direct sum
of two residue class rings Z𝑝 modulo 𝑝, the field of order 𝑝2 and the ring
𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2). Recently, a solvability criterion was established for the first-
order linear difference equation over the residue class ring modulo 𝑚 ≥ 2.
Considering this, it appears necessary to solve the solvability problem for
the linear difference equation over the ring 𝒮𝑝 of order 𝑝

2.

This paper investigates first-order implicit linear difference equations over
the ring 𝒮𝑝. The paper presents the solvability criterion for the mentioned
equation over this ring. In addition, the obtained results describe both the
number of solutions and the form of the general solution of this equation.
Analogous results were obtained for the initial problem over the ring 𝒮𝑝. In
particular, it was established that, unlike in the case of an integral domain,
the initial problem over the ring 𝒮𝑝 may have infinitely many solutions.
Moreover, if it has a finite number of solutions, then the solution of this
initial problem is unique. We obtain several corollaries of the solvability
criterion for the implicit linear difference equation over the ring 𝒮𝑝. In parti-
cular, as in Fredholm theory, we show that if a homogeneous equation, which
corresponds to the non-homogeneous equation, has only the trivial soluti-
on, then the non-homogeneous equation, which is being investigated, has a
unique solution.

The article includes an example demonstrating the application of the obtai-
ned theoretical results to solving a certain equation over the ring 𝒮𝑝 and the
corresponding initial problem.

The results may be applied to further studies of linear difference equations
over finite rings, and also to the general theory of discrete dynamical systems.

Keywords: implicit linear difference equation; finite ring; initial
problem; solvability.
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Умови керованостi еволюцiйної системи лiнiйних

диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних

Керованостi систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, якi опи-
сують рiзноманiтнi природнi процеси, присвячено безлiч робiт. Особливiстю цiєї
статтi є розглядання керованостi лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних загального вигляду.
Ранiше у статтi Макарова О.А. "Керованiсть еволюцiйної системи диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних"/ Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету
iменi В. Н.Каразiна, Серiя "Математика, прикладна математика i механiка 2016, Т.
83. с. 47–56" розглядалась система диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.
У данiй роботi була дослiджена 0-керованiсть таких систем у просторi Л.Шварца
при певних умовах на керування. Зокрема, було доведено, що якщо власнi значення
матрицi системи є дiйсними, то iснує керування, яке не залежить вiд часу. Крiм
того, дослiдженний випадок, при якому власнi значення є уявними.
Метою цiєї статтi є дослiдження керованостi системи лiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних для довiльної матрицi системи при обмеженнях на
пошук керування у виглядi 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) · exp(−𝛼𝑡), де вектор-функцiя 𝑢(𝑥) нале-
жить простору Л. Шварца.
Отримано необхiднi та достатнi умовi 0-керованостi цiєї системи, а також наведено
приклади як керованої системи, так i некерованої. Як наслiдки цiєї теореми отри-
мано достатнi умови 0-керованостi системи, дiйснi частини власних значень матрицi
𝑃 (𝑠) обмеженi зверху або знизу. Крiм того, доведено, що якщо просторова змiнна
належить простору R, то така система є 0-керованою. До кожного випадку наведено
приклади.
Розглянуто також диференцiальне рiвняння у частинних похiдних другого поряд-
ку за часом. Для нього доведено, що якщо коренi характеристичного рiвняння

31

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2025-101-03
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://orcid.org/0000-0002-9050-4987
https://orcid.org/0000-0002-2904-6761


32 Макаров О.А., Нiколенко I. Г.

задовольняють умовам критерiю, то це рiвняння буде 0-керованим. Так рiвняння
Гельмгольца є 0-керованими.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних;
0-керованiсть; перетворення Фур’є; простiр Л.Шварца.

2020 Mathematics Subject Classification: 35C10, 93B28.

Вступ

Керованостi систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними,
яки описують рiзноманiтнi природнi процеси, присвячено безлiч робiт. На-
приклад, у роботi [1] дослiджено керування хвiльового рiвняння.

У статтi [2] розглянута еволюцiйна система диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, де дослiджена 0-керованiсть таких систем у просторi
Л.Шварца при певних умовах на керування. Зокрема було доведено, що якщо
власнi значення матрицi системи 𝑃 (𝑠) дiйснi, то iснує керування, яке не зале-
жить вiд часу. Крiм того був дослiджен випадок для уявних власних значень.

Метою цiєї роботи є дослiдження керованостi системи лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь у частинних похiдних при обмеженнях на пошук керування
у виглядi 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) exp(−𝛼𝑡), де вектор-функцiя 𝑢(𝑥) належить просто-
ру Л.Шварца. Був отриман критерiй 0-керованостi цiєї системи у просторi
Л.Шварца та наведени приклади як керованої так i некерованої систем. Як
наслiдок цього критерiю було доведено, що системи з обмеженними зверху
або знизу дiйсними частинами Re𝜆𝑗(𝑠) теж є 0-керованими.

Крiм того доведено, що системи з одновимiрною просторовою змiнною є
0-керованими. Наведени приклади на усi випадки.

Розглянуто також диференцiальне рiвняння у частинних похiдних друго-
го порядку за часом. Для нього доведено, що якщо коренi характеристичного
рiвняння задовольняють умовам критерiю, то це рiвняння 0-керовано. Так
рiвняння Гельмгольца є 0-керованими.

1. Критерiй керованостi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних зi
сталими коефiцiентами

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢(𝑥), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

де 𝑃 (𝑠) — полiномiальна матриця 𝑛 × 𝑛, 𝑢(𝑥) i 𝑤(𝑥, 𝑡) — вектор-функцiї,
яки належать простору Л.Шварца 𝑆, тобто нескiнченно диференцiйовнi та
швидко спаднi [3].

Означення 1. Система (1) називається 0-керованою у просторi 𝑆, якщо
для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆 iснує керування 𝑢(𝑥) ∈ 𝑆 таке, що розв’язок
цiєї системи (1) з умовами 𝑤(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) та 𝑤(𝑥, 𝑇 ) = 0 належить простору 𝑆
по просторовим змiнним.
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У роботi [2] доведена наступна теорема.
Теорема. Система (1) з керуванням вигляду 𝑢(𝑥)𝑣(𝑡) буде 0-керованою у
просторi 𝑆, тодi i тiльки тодi, коли iснує обернена матриця(︂∫︁ 𝑇

0
𝑣(𝑡) exp(−𝑡𝑃 (𝑠)𝑑𝑡)

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞ ∀𝑠 ∈ R𝑛,

де 𝐶∞
−∞ — простiр нескiнченно-диференцiйовних функцiй, яки зростають не

швидше степенi.
За iї допомогою доведемо наступний критерiй.

Теорема 1. Система (1) 0-керована у просторi Л.Шварца 𝑆 тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова: iснує таке 𝛼 ∈ R, що на множинах

𝑁𝑗 = {𝑠 ∈ R𝑛 : Re𝜆𝑗(𝑠) = −𝛼} 𝑗 = 1, 𝑛

виконується нерiвнiсть

Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
2𝑘𝜋

𝑇
, 𝑘 = ±1,±2, . . . .

Доведення. У випадку керування вигляду 𝑢(𝑥) exp(−𝛼𝑡) умова попере-
дньої теореми виглядає так:

iснує обернена матриця(︂∫︁ 𝑇

0
exp(−𝛼𝑡) · exp(−𝑡𝑃 (𝑠))𝑑𝑡

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞. (2)

У роботi Л.В.Фардиголи [4] було доведено: якщо

△ = det

∫︁ 𝑇

0
exp 𝑡𝑄(𝑠) ̸= 0 ∀𝑠 ∈ R𝑛,

то матриця (︂∫︁ 𝑇

0
exp 𝑡𝑄(𝑠)𝑑𝑡

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞.

Там же доведено, що ця умова еквiвалентна умовi exp(𝑇𝜆𝑗(𝑠)) ̸= 1, 𝑗 = 1, 𝑛.
У нашому випадку остання умова означає, що

exp (−𝑇 (𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼)) ̸= 1, 𝑗 = 1, 𝑛 ∀𝑠 ∈ R𝑛,

тобто

𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 ̸= 2𝑘𝜋𝑖

𝑇
(𝑘 ̸= 0),

а ця нерiвнiсть еквiвалентна сукупностi нерiвностей Re𝜆𝑗(𝑠) ̸= −𝛼, або

Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
, 𝑘 = ±1,±2, . . . .

Теорема доведена.
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Приклад 1. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 4𝑤2(𝑥, 𝑡) +△𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −2𝑤2(𝑥, 𝑡) +△𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡.

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 4− |𝑠|2

−|𝑠|2 −2

)︂
, де |𝑠|2 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑠

2
𝑘.

Тодi характеристичне рiвняння 𝜆2+2𝜆−|𝑠|4+4|𝑠|2 = 0, а власнi значення
𝜆1,2(𝑠) = −1±

√︀
1− 4|𝑠|2 + |𝑠|4 = −1±

√︀
(2− |𝑠|2)2 − 3.

| Im𝜆𝑗(𝑠)| ≤
√
3 i тому при 𝑇 = 1 маємо Im𝜆𝑗(𝑠) ̸= 2𝑘𝜋 при 𝑘 ̸= 0.

Тобто виконана умова теореми 1, значить дана система 0-керована при
𝑇 ≥ 1.

Приклад 2.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥1, 𝑥2),

𝜕𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=

= −𝜕
2𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
+ 2

𝜕𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

𝑠21 + 𝑠22 −2𝑖𝑠1

)︂
.

Тодi характеристичне рiвняння 𝜆2 + 2𝜆𝑠1 − 𝑠21 − 𝑠22 = 0, i власнi значення

𝜆1,2(𝑠) = −𝑖𝑠1 ±
√︁
−𝑠21 + 𝑠21 + 𝑠22 = −𝑖𝑠1 ± 𝑠2.

Отже у рiвняння −𝑖𝑠1 − 𝑠2 + 𝛼 =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
завжди є корiнь 𝑠2 = 𝛼, 𝑠1 =

2𝑘𝜋

𝑇
,

а значить система некерована.
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2. Достатнi умови керованостi

Теорема 2. Якщо дiйснi частини власних значень матрицi 𝑃 (𝑠) обмежени
зверху або знизу, то система (1) 0-керована.

Доведення. Якщо Re𝜆𝑗(𝑠) < 𝐶, 𝑗 = 1, 𝑛, ∀𝑠 ∈ R𝑛, то при 𝛼 < 𝐶 викона-
на нерiвнiсть Re𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 < 0, тобто виконуються умови теореми 1.

Аналогiчно: якщо Re𝜆𝑗(𝑠) > −𝐶, то при 𝛼 > 𝐶 виконується нерiвнiсть
Re𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 > 0 , тобто виконуються умови теореми 1.

Теорема доведена.

Приклад 3. Розглянемо систему еквiвалентну рiвнянню звука у в’язкому
середовищi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥)),

𝜕𝑤2(𝑥)

𝜕𝑡
= 2

𝜕2𝑤2(𝑥)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤1(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑤2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝑥 ∈ R.

Характеристичне рiвняння має вигляд⃒⃒⃒⃒
−𝜆 1
−𝑠2 −𝜆− 2𝑠2

⃒⃒⃒⃒
= 𝜆2 + 2𝜆𝑠2 + 𝑠2 = 0.

Його коренi 𝜆1,2(𝑠) = −𝑠2 ±
√
𝑠4 − 𝑠2.

При |𝑠| ≥ 1 коренi дiйснi i max𝜆𝑗(𝑠) < 0.
При |𝑠| < 1 коренi комплекснi i maxRe𝜆𝑗(𝑠) ≤ 0.

Тобто виконана умова теореми 2, а значить система 0-керована з керува-
нням, яке не залежнить вiд часу.

3. Керованiсть системи з однiєю просторовою змiнною

Розглянемо систему (1) з однiєю просторовою змiнною.

Теорема 3. Система (1) з 𝑥 ∈ R завжди 0-керована з деяким 𝛼.

Доведення. Рiвняння 𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
, 𝑘 ̸= 0 еквiвалентно системi

{︃
Re𝜆𝑗(𝑠) = −𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
,

𝑗 = 1, 𝑛.

Випадок дiйсних 𝜆𝑗(𝑠) був розглянут у статтi [2]. Тому у даної роботi ми
рзглянемо тiльки випадок, коли Im𝜆𝑗(𝑠) ̸= 0.

В цьому випадку Im𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
має скiнченну кiлькiсть коренiв при

фiксованому 𝑘, а всього цiх коренiв злiченна множина 𝑠𝑝 ∈ R при 𝑘 ∈ N.
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Тодi множина значень Re𝜆𝑗(𝑠𝑝) теж злiченна i тому завжди знайдеться
таке 𝛼, при якому Re𝜆𝑗(𝑠𝑝) ̸= −𝛼.

Отже, виконанi умови теореми 1, тобто система (1) 0-керована.
Теорема доведена.

Приклад 4. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕

2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑏𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝑏 > 0, 𝑥 ∈ R.

Власнi значення знаходяться iз рiвняння

𝜆2 + 𝑏− 𝑠2 = 0, 𝜆1,2(𝑠) = ±
√︀
𝑠2 − 𝑏.

При |𝑠| ≥ 𝑏 власнi значення дiйснi, а при |𝑠| < 𝑏 власнi значення уявнi
𝜆1,2(𝑠) = ±𝑖

√
𝑏− 𝑠2 i | Im𝜆𝑗(𝑠)| ≤ 𝑏.

Тому, якщо 𝑇 <
2𝜋√
𝑏
, то 𝜆𝑗(𝑠) ̸=

2𝑘𝜋𝑖

𝑁
i система 0-керована.

4. Керованiсть диференцiального рiвняння

другого порядку за часом

Розглянемо керованiсть диференцiального рiвняння

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤(𝑥, 𝑡) = 0, (3)

де 𝑃 (𝑠) i 𝑄(𝑠) — полiноми, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
Розглянемо систему, еквiвалентну цьому рiвнянню.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡),

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤2(𝑥, 𝑡)−𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡)

Як i ранiше, будемо розглядати керування вигляду 𝑒−𝛼𝑡𝑢𝑗(𝑥).⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥),

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤2(𝑥, 𝑡)−𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥).
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З першого рiвняння знайдемо функцiю

𝑤2(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥).

Пiдставляючи цю функцiю у друге рiвняння, отримаємо нове рiвняння

𝜕2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡)+

+𝛼𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥)− 𝑒−𝛼𝑡𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1(𝑥)− 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥) = 0.

Отже, отримали рiвняння

𝜕2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡) =

= 𝑒−𝛼𝑡

(︂
𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1(𝑥)− 𝛼𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥)

)︂ (4)

з початковими умовами⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),

𝜕𝑤1(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥) + 𝑢1(𝑥).

Застосовуючи теорему 1, маємо наступний наслiдок.

Наслiдок. Якщо коренi характеристичного рiвняння

𝜆2 + 𝑃 (𝑠)𝜆+𝑄(𝑠) = 0

задовольняють умовам теореми 1, то рiвняння (4) 0-кероване у просторi
Л.Шварца.

Приклад 5. Розглянемо рiвняння Гельмгольца (див. [5])

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= △𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑘𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡).

Оскiльки характеристичнi коренi цього рiвняння

𝜆1,2 = ±
√︀
|𝑠|2 − 𝑘

задовольняють умовам теореми 1, то рiвняння Гельмгольца 0-кероване.

Висновки

У цiєї роботi отриман критерiй керованостi системи линiйних диференцi-
альних рiвнянь у частинних похiдних у просторi Л.Шварца. Даний критерiй
формулюється у термiнах обмежень на власнi значення матрицi системи.

Наведенi приклади як керованих, так i некерованих систем.
Як наслiдок отриманi також умови керованостi диференцiальних рiвнянь

у частинних похiдних другого порядку за часом.

Конфлiкт iнтересiв: Aвтори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.
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Many works have been devoted to the controllability of systems of partial
differential equations that describe various natural processes. The peculiarity
of this article is the consideration of the controllability of a linear system of
partial differential equations of general forms.
In the article by Makarov O.A. "Controllability of an evolutionary system of
partial differential equations. / Bulletin of the Kharkiv National University
named after V. N. Karazin, Series "Mathematics, Applied Mathematics and
Mechanics 2016, Vol. 83. pp. 47–56"a system of partial differential equations
has previously been considered. The null-controllability of such systems in
the L. Schwartz space under certain control conditions has been investigated
in this work. In particular, it was proved that if the eigenvalues of the system
matrix are real, then there is a time-independent control. In addition, the
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case when the eigenvalues are imaginary was investigated.
The purpose of this article is to study the controllability of a system of linear
partial differential equations for an arbitrary matrix of the system under the
constraints on the search for control in the form 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) · exp(−𝛼𝑡),
where the vector of the function 𝑢(𝑥) belongs to the L. Schwartz space.
Necessary and sufficient conditions for the null-controllability of this system
are obtained and examples of both controllable and uncontrollable systems
are given. As a consequence of this theorem, sufficient conditions for the null-
controllability of the system are obtained, the real parts of the eigenvalues of
the matrix 𝑃 (𝑠) are bounded from above or below. In addition, it is proved
that if the spatial variable belongs to the space R, then such a system is
null-controllable. Examples are given for each case.
A partial differential equation of the second order in time is also considered.
It has been proven that if the roots of the characteristic equation satisfy the
conditions of the criterion, then this equation is null-controllable. Thus, the
Helmholtz equation are null-controllable.
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Convolution of probabilities constant in a subgroup

and outside a subgroup

Let be 𝑃 the probability on a finite group 𝐺, i.e. the function 𝑃 (𝑔) takes
non-negative values and

∑︀
𝑔 𝑃 (𝑔) = 1 (𝑔 ∈ 𝐺). For any two functions 𝐹1 (𝑔)

and 𝐹2 (𝑔) their 𝐺 convolution

(𝐹1 * 𝐹2) (𝑡) =
∑︁
ℎ∈𝐺

𝐹1 (ℎ)𝐹2

(︀
ℎ−1𝑡

)︀
, 𝑡 ∈ 𝐺

is also a function on 𝐺.

In recent years, the topic of studying random walks (and not only on groups)
has become very popular. From an analytical point of view, the study of
random walks is only the study of their transition function, that is, the n-
fold convolution of probability measures. It is well known that under simple
conditions, imposed on the probability support 𝑃 on the group 𝐺, n-fold
convolution 𝑃 (𝑛) = 𝑃 * ... * 𝑃 (𝑛 times) with 𝑛 → ∞ converges to uniform
probability 𝑈 (𝑔) = 1

|𝐺| ( 𝑔 ∈ 𝐺) , which is obviously a constant on 𝐺.

We study convolution of functions that may be different but are constant in
or outside some subgroup. In short, we study the cases where the convolution
of such functions has the same properties of constancy with respect to some
subgroup.

The article considers the convolution of probabilities (and, in general, real
functions) constant outside (or inside) a subgroup of 𝐻 the finite group 𝐺.
Let 𝐷 = 𝐺∖𝐻. For a given function 𝐹 on 𝐺 the subgroup 𝐻, for which 𝐹
is constant on 𝐷, is unique in the following sense: there is at most one such
number 𝑐 and one smallest subgroup 𝐻 of the group 𝐺 such that 𝐹 (𝑔) = 𝑐
for all elements 𝑔 ∈ 𝐷.

It is proved that if the functions 𝐹1, 𝐹2 are constants on 𝐷, 𝐹1(𝑥) =
𝑐1, 𝐹2(𝑥) = 𝑐2 for arbitrary 𝑥 ∈ 𝐷, then their convolution 𝐹1 * 𝐹2 is also a
constant on 𝐷. The value for this constant is found in terms of the numbers
𝑐1, 𝑐2. Functions on the group 𝐺 that are constant on 𝐷 form a semigroup
with respect to the convolution.
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If one of functions 𝐹1, 𝐹2 is constant on the subgroup𝐻 and other is constant
on 𝐷, then it is proved that the convolution 𝐹1 * 𝐹2 is constant on 𝐻. The
value for this constant is found.

In the above statements about a convolution, one of two factors is constant
outside the subgroup. But if both factors are constant on the same subgroup,
then their convolution is not necessarily constant on the subgroup. An
example is given of two functions that are constant on subgroup 𝐻, but
their convolution is not constant on 𝐻.

This example is not presented in the language of probabilities (or functions)
on a group (as in all other parts of the article), but in the language of
group algebras. The group algebra 𝐾𝐺 of the group 𝐺 over the field 𝐾
appears in questions related to convolutions of functions on the group 𝐺
in the following way: each function 𝐹 (𝑔) on 𝐺 with values in an arbitrary
field 𝐾 determines an element

∑︀
𝑔 𝐹 (𝑔) 𝑔 (𝑔 ∈ 𝐺) of the algebra 𝐾𝐺; the

convolution of probabilities corresponds to the product of elements of the
algebra 𝐾𝐺. So usage of group algebra is natural for studying convolution
on a group. If the function 𝐹 (𝑔) is a probability, then 𝐾 is the field of real
numbers.

Keywords: probability; finite group; convolution.

2020 Mathematics Subject Classification: 620D99; 60B15.

1. Introduction

In the article we consider convolution of probabilities (and in general, real-
valued functions) that are constant outside (or in) a subgroup of a finite group.
We prove that convolution of such probabilities is also constant outside (or in)
the subgroup. We also evaluate the constant of the convolution.

From analytical point of view, study of random walks is just study of its
transition function, i.e. n-fold convolution of probability measures. We refer to
the interesting works A. Bendikov, L. Saloff-Coste [1], [2] and L. Saloff-Coste
[3]. We study convolution of probability measures that may be different, but are
constant in or outside a subgroup. We show that their convolution has the same
property. It is well known (see [3], some refinements see in [4]) that under mild
conditions on the carrier of a probability 𝑃 on a group 𝐺, its n-fold convolution
power 𝑃 (𝑛) (𝑛 times) at 𝑛→ ∞ tends to the uniform probability, which is constant
on 𝐺.

Let𝐻 be a subgroup of a finite group 𝐺,𝐻 ̸= 𝐺 (we write𝐻 < 𝐺), 𝐷 = 𝐺∖𝐻.

Lemma 1. 1. Element 𝑔 ∈ 𝐷 if and only if 𝑔−1 ∈ 𝐷.

2. For a fixed element ℎ ∈ 𝐻 mapping 𝑥→ ℎ𝑥 (𝑥 ∈ 𝐷) is a bijection 𝐷 → 𝐷.

Proof.

1. By contradiction, because 𝑔 ∈ 𝐻 if and only if 𝑔−1 ∈ 𝐻.

2. By contradiction ℎ𝑥 ∈ 𝐷. |ℎ𝐷| = |𝐷| and elements of the set ℎ𝐷 are
pairwise distinct.
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Lemma 2. If 𝐻1, 𝐻2 < 𝐺 then 𝐻1 ∪𝐻2 ̸= 𝐺.

Proof.By contradiction, let𝐻1∪𝐻2 = 𝐺. For any 𝑥 ∈ 𝐻1, 𝑦 ∈ 𝐻2 their product
𝑥𝑦 ∈ 𝐺 = 𝐻1 ∪ 𝐻2. We may suppose 𝑥𝑦 ∈ 𝐻1. Then 𝑦 ∈ 𝐻1, so 𝐻2 ⊂ 𝐻1 and
𝐺 = 𝐻1.

Let 𝐹 be a function on a group 𝐺. For a subset 𝑀 ⊂ 𝐺 we denote 𝐹 (𝑀) =∑︀
𝑔∈𝑀 𝐹 (𝑔) and 𝑀 = 𝐺∖𝑀 . We write 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻, 𝑐) if there exist a subgroup 𝐻

of 𝐺 and a number 𝑐 such that 𝐹 (𝑡) = 𝑐 for any 𝑡 ∈ 𝐻; if number 𝑐 does not
matter we drop it and write 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻).

Theorem 1. If 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻1, 𝑐1) , 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻2, 𝑐2), then 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻1 ∩𝐻2, 𝑐), where
𝑐 = 𝑐1 = 𝑐2.

Proof. Due to Lemma 2 𝐻1 ∪𝐻2 ̸= 𝐺, so there exist an element 𝑥 ∈ 𝐻1 ∪𝐻2.
Since 𝐻1 ∪𝐻2 = 𝐻1 ∩𝐻2, then 𝑐1 = 𝐹 (𝑥) = 𝑐2. Put 𝑐 = 𝑐1 = 𝑐2. So 𝐹 (𝑡) = 𝑐
for any 𝑡 ∈ 𝐻1 ∪𝐻2 = 𝐻1 ∩𝐻2.

Corollary 1. For a given function 𝐹 and all subgroups 𝐻 of 𝐺 there exist

1. at most one number 𝑐 such that 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻, 𝑐)

2. the smallest (with respect to inclusion) subgroup 𝐻 such that 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻).

Let function 𝐹 be a real-valued one and 𝑞 = 𝐹 (𝐺) .

Theorem 2. If 𝐹 ∈ 𝑆 (𝐻, 𝑐) and 𝐹 ≥ 0, then |𝑞 − 𝑐 |𝐺|| ≤ 𝑞 with equality if and

only if either a)|𝐻| = |𝐺|
2 and 𝐹 (ℎ) = 0 for any ℎ ∈ 𝐻 or b)𝑐 = 0.

Proof. Rewrite the last inequality as

−𝑞 ≤ 𝑞 − 𝑐 |𝐺| ≤ 𝑞 (1)

The right-hand inequality is obvious and is equality if and only if 𝑐 = 0. The
left-hand inequality is equivalent to

𝑐 |𝐺| ≤ 2𝑞.

As 𝐻 is a subgroup of 𝐺, then |𝐻| ≤ |𝐺|
2 , |𝐷| ≥ |𝐺|

2 and

𝑞 = 𝐹 (𝐺) =
∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹 (𝑔) +
∑︁
ℎ∈𝐻

𝐹 (ℎ) ≥ 𝑐 |𝐷| ≥ 𝑐
|𝐺|
2
,

so (1) is proved. Left-hand inequality in (1) is equality if and only if two last
inequalities are equalities. First of the equalities yields 𝐹 (ℎ) = 0 (ℎ ∈ 𝐻), second
yields |𝐻| = |𝐺|

2 .

Corollary 2. If 𝑃 ∈ 𝑆 (𝐻, 𝑐) for a probability 𝑃 on group 𝐺, then |1− 𝑐 |𝐺|| ≤ 1
and

|1− 𝑐 |𝐺|| < 1 (2)

if and only if neither of conditions a) and b) of the last theorem satisfy.
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If 𝑐 = 0 we can take 𝐺 = 𝐻.

2. Convolution of functions and probabilities

For a function 𝐹 defined on some set 𝑀 ⊇ 𝐻, we denote 𝐹𝐻 restriction 𝐹 to
𝐻. For example, such a restriction of convolution of functions 𝐹1, 𝐹2, defined on
𝐺 is:

(𝐹1 * 𝐹2)𝐻 (𝑡) =
∑︁
ℎ∈𝐻

𝐹1 (ℎ)𝐹2

(︀
ℎ−1𝑡

)︀
, 𝑡 ∈ 𝐻.

If 𝐻 = 𝐺 we drop the subscript 𝐻. We remind that 𝐹𝑖 (𝑀) =
∑︀

𝑔∈𝑀 𝐹𝑖 (𝑔) for a
subset 𝑀 ⊂ 𝐺, 𝑖 = 1, 2. Let 𝑞𝑖 = 𝐹𝑖 (𝐺) , 𝑖 = 1, 2.

Theorem 3. Let functions 𝐹1, 𝐹2 be defined on group 𝐺 and constant on 𝐷 =
𝐺∖𝐻: 𝐹𝑖(𝑡) = 𝑐𝑖, 𝑖 = 1, 2 (𝑡 ∈ 𝐷).Then

1. If 𝑥 ∈ 𝐷, then (𝐹1 * 𝐹2) (𝑥) = 𝑐, where

𝑞1𝑞2 − 𝑐 |𝐺| = (𝑞1 − 𝑐1 |𝐺|)(𝑞2 − 𝑐2 |𝐺| ) (3)

2. If 𝑥 ∈ 𝐻, then

(𝐹1 * 𝐹2) (𝑥) = (𝐹1 * 𝐹2)𝐻 (𝑥) + 𝑐1𝑐2 |𝐷| , (4)

Proof. For any 𝑥 ∈ 𝐺 we have

𝐹1 * 𝐹2(𝑥) =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝐹1(𝑔)𝐹2(𝑔
−1𝑥) =

∑︁
ℎ∈𝐻

𝐹1(ℎ)𝐹2(ℎ
−1𝑥) +

∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹1(𝑔)𝐹2(𝑔
−1𝑥)

(5)

We denote the last two sums 𝑆1 (𝑥) and 𝑆2 (𝑥).

1. Let 𝑥 ∈ 𝐷. Then in 𝑆1 (𝑥) we have ℎ−1𝑥 ∈ 𝐷, so 𝐹2(ℎ
−1𝑥) = 𝑐2; besides,

since 𝐹1 (𝐺) = 𝐹1(𝐻) + 𝐹1(𝐷), then 𝐹1(𝐻) = 𝑞1 − 𝑐1 |𝐷|. So 𝑆1 (𝑥) =
𝑐2𝐹1(𝐻) = 𝑐2 (𝑞1 − 𝑐1 |𝐷|).
In the sum 𝑆2 (𝑥) in (5) we have 𝐹1(𝑔) = 𝑐1. So

𝑆2 (𝑥) =
∑︁
𝑔∈𝐷

𝑐1𝐹2(𝑔
−1𝑥) = 𝑐1

⎛⎝∑︁
𝑔∈𝐺

𝐹2(𝑔
−1𝑥)−

∑︁
𝑔∈𝐻

𝐹2(𝑔
−1𝑥)

⎞⎠ (6)

In the first of two last sums element 𝑔−1𝑥 runs over group 𝐺 when 𝑔 does the
same; in the second sum 𝑔−1𝑥 runs over 𝐷 when 𝑔 does the same (Lemma 1,
point 2). So expression (6) equals to 𝑐1 (𝑞2 − 𝑐2 |𝐻|), and coming back to
(5), we get

𝐹1 * 𝐹2(𝑥) = 𝑆1 (𝑥) + 𝑆2 (𝑥) = 𝑐2 (𝑞1 − 𝑐1 |𝐷|) + 𝑐1 (𝑞2 − 𝑐2 |𝐻|) = 𝑐2𝑞1 +
𝑐1𝑞2 − |𝐺| 𝑐1𝑐2.
For 𝑐 = 𝑐2𝑞1 + 𝑐1𝑞2 − |𝐺| 𝑐1𝑐2, equality (3) is identity, so point 1 of the
theorem is proved.



44 O. L. Vyshnevetskiy

2. Let 𝑥 ∈ 𝐻. Then 𝑆1 (𝑥) = (𝐹1 * 𝐹2)𝐻 (𝑥) . If 𝑔 ∈ 𝐷 , then 𝑔−1𝑥 ∈ 𝐷. So in
𝑆2 (𝑥) we have 𝐹1(𝑔) = 𝑐1, 𝐹2(𝑔

−1𝑥) = 𝑐2 and we get (4).

Since
∑︀

𝑔∈𝐺 𝑃 (𝑔) = 1 for a probability 𝑃 (𝑔) on a group 𝐺, than equalities
(3) and (4) prove

Corollary 3. Assume that conditions of Theorem 3 hold. If functions 𝐹1, 𝐹2 are
probabilities 𝑃1, 𝑃2 on group 𝐺, then

1. If 𝑥 ∈ 𝐷, then (𝑃1 * 𝑃2) (𝑥) = 𝑐, where

1− 𝑐 |𝐺| = (1− 𝑐1 |𝐺|)(1− 𝑐2 |𝐺| ). (7)

2. If 𝑥 ∈ 𝐻, then

(𝑃1 * 𝑃2) (𝑥) = (𝑃1 * 𝑃2)𝐻 (𝑥) + 𝑐1𝑐2 |𝐷| (8)

Indeed, 𝑞1 = 𝑞2 = 1 for probabilities 𝑃1, 𝑃2.

Corollary 4. The functions on group 𝐺 constant on 𝐷 form a semigroup on
convolution; the same is true for probabilities on group 𝐺 constant on 𝐷.

We denote these semigroups 𝑇 and 𝑇𝑃 .

Theorem 4. Let function 𝐹2 be constant on 𝐷: 𝐹2(𝑥) = 𝑐2 (𝑥 ∈ 𝐷). If 𝐹1 is
constant on 𝐻: 𝐹1(ℎ) = 𝑐1 (ℎ ∈ 𝐻), then 𝐹1*𝐹2 is constant on 𝐻: (𝐹1 * 𝐹2) (ℎ) =
𝑐, where

𝑞1𝑞2 − 𝑐 |𝐺| = (𝑞1 − 𝑐1 |𝐺|)(𝑞2 − 𝑐2 |𝐺| ) (9)

Proof. For any ℎ ∈ 𝐻 we have

𝐹1 * 𝐹2(ℎ) =
∑︁
𝑔∈𝐺

𝐹1(𝑔)𝐹2(𝑔
−1ℎ) =

∑︁
𝑔∈𝐻

𝐹1(𝑔)𝐹2(𝑔
−1ℎ) +

∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹1(𝑔)𝐹2(𝑔
−1ℎ)

(10)

In the first of two last sums 𝐹1(𝑔) = 𝑐1, and for ℎ ∈ 𝐻 fixed, 𝑔−1ℎ runs over 𝐻
when 𝑔 runs over 𝐻, so the sum equals to

𝑐1
∑︁
𝑔∈𝐻

𝐹2(𝑔
−1ℎ) = 𝑐1𝐹2 (𝐻) = 𝑐1 (𝐹2(𝐺)− 𝐹2(𝐷)) = 𝑐1𝑞2 − 𝑐1𝑐2 |𝐷| .

In the second sum 𝐹2(𝑔
−1ℎ) = 𝑐2, since 𝑔−1ℎ runs over 𝐷 when 𝑔 runs over 𝐷

(Lemma 1), so the sum is

𝑐2
∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹1(𝑔) = 𝑐2𝐹1 (𝐷) = 𝑐2 (𝐹1 (𝐺)− 𝐹1 (𝐻)) = 𝑐2𝑞1 − 𝑐1𝑐2 |𝐻|

So right-hand part of (10) equals to

𝑐1𝑞2 − 𝑐1𝑐2 |𝐷|+ 𝑐2𝑞1 − 𝑐1𝑐2 |𝐻| = 𝑐1𝑞2 + 𝑐2𝑞1 − |𝐺| 𝑐1𝑐2

It is equivalent to (9) at 𝑐 = 𝑐1𝑞2 + 𝑐2𝑞1 − |𝐺| 𝑐1𝑐2.
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Theorem 5. Previous theorem is true for 𝐹2 * 𝐹1.

First we note that this theorem is not a direct corollary of the previous one,
because:

1. in general 𝑄1 *𝑄2 ̸= 𝑄2 *𝑄1 for functions 𝑄1 and 𝑄2 on a group,

2. 𝐹1 and 𝐹2 are constant on different subsets of group 𝐺.

Proof. Interchanging 𝐹1 and 𝐹2 in (10), we obtain

𝐹2 * 𝐹1(ℎ) =
∑︁
𝑔∈𝐻

𝐹2(𝑔)𝐹1(𝑔
−1ℎ) +

∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹2(𝑔)𝐹1(𝑔
−1ℎ);

in the first sum 𝐹1(𝑔
−1ℎ) = 𝑐1 as 𝑔−1ℎ runs over 𝐻 when 𝑔 does the same and

ℎ ∈ 𝐻 is fixed; so the sum equals to

𝑐1
∑︁
𝑔∈𝐻

𝐹2 (𝑔) = 𝑐1𝐹2 (𝐻) = 𝑐1 (𝑞2 − 𝐹2 (𝐷)) = 𝑐1𝑞2 − 𝑐1𝑐2 |𝐷| , (11)

In the second sum 𝐹2(𝑔) = 𝑐2 and by the Lemma 1 𝑔−1ℎ runs over 𝐷 when 𝑔 does
the same and ℎ ∈ 𝐻 is fixed, so the sum equals to

𝑐2
∑︁
𝑔∈𝐷

𝐹1(𝑔
−1ℎ) = 𝑐2𝐹1 (𝐷) = 𝑐2 (𝐹1 (𝐺)− 𝐹1(𝐻)) = 𝑐2𝑞1 − 𝑐1𝑐2 |𝐻| . (12)

Sum of (11) and (12) is 𝑐1𝑞2 + 𝑐2𝑞1 − |𝐺| 𝑐1𝑐2.

Corollary 5. Let a probability 𝑃2 be constant on 𝐷: 𝑃2(𝑥) = 𝑐2 (𝑥 ∈ 𝐷). If 𝑃1 is
constant on 𝐻: 𝑃1(ℎ) = 𝑐1 (ℎ ∈ 𝐻), then 𝑃1 * 𝑃2 is too: (𝑃1 * 𝑃2) (ℎ) = 𝑐, where

1− 𝑐 |𝐺| = (1− 𝑐1 |𝐺|)(1− 𝑐2 |𝐺| ) (13)

The same is true for 𝑃2 * 𝑃1.

Indeed, 𝑞1 = 𝑞2 = 1 in (9) for probabilities 𝑃1, 𝑃2.
In Theorem 3 we proved that convolution 𝐹1 *𝐹2 is constant on 𝐷 = 𝐺∖𝐻 if

one of functions 𝐹1, 𝐹2 is constant on𝐷, another on𝐷 or on𝐻. But if both 𝐹1, 𝐹2

are constant on 𝐻, then 𝐹1 * 𝐹2 can be not constant on 𝐻. The corresponding
example is given below.

We use group algebra instead of functions on group 𝐺. Namely, let 𝑅𝐺 be
a group algebra of the group 𝐺 over the field 𝑅 of real numbers. Each function
𝐹 (𝑔) on the group 𝐺 corresponds to an element 𝑓 =

∑︀
𝑔∈𝐺 𝐹 (𝑔) 𝑔 ∈ 𝑅𝐺. We

denote a function (or a probability) on the group 𝐺 with a capital letter and the
corresponding element of 𝑅𝐺 with the same (but small) letter, and call the latter
a probability on 𝑅𝐺. Convolution of two functions 𝑃, 𝑄 on 𝐺 corresponds to
product 𝑝𝑞 of corresponding elements 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑅𝐺. In particular, 𝑃 *𝑃 corresponds
to 𝑝2 ∈ 𝑅𝐺.
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Let 𝐺 =
⟨︀
𝑎, 𝑏; 𝑎2 = 𝑏2 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎

⟩︀
be an elementary abelian 2-group of

order 4. We define a function (even a probability) 𝑃 on 𝐺 as follows: 𝑃 (𝑏) =
0, 𝑃 (1) = 𝑃 (𝑎) = 𝑃 (𝑎𝑏) = 1

3 . Corresponding to 𝑃 element of 𝑅𝐺 is 𝑝 =
1
3 (1 + 𝑎+ 𝑎𝑏). Then

𝑝2 =
1

9
(1 + 𝑎+ 𝑎𝑏)2 =

1

9
(3 + 2 (𝑎+ 𝑎𝑏+ 𝑏)) =

1

3
+

2

9
(𝑎+ 𝑎𝑏+ 𝑏)

Function 𝑃 is constant on subgroup 𝐻 = {1, 𝑎}, but function 𝑃 * 𝑃
corresponding to element 𝑝2 ∈ 𝑅𝐺 takes different values 1

3 and
2
9 on 𝐻. So 𝑃 *𝑃

is not a constant on 𝐻.
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Згортка ймовiрностей, сталих на пiдгрупi та поза пiдгрупою

Вишневецький О. Л.
кафедра вищої математики

Харкiвський нацiональний автомобiльно-дорожний унiверситет
25 Ярослава Мудрого вул., Харкiв, 61002, Україна

Нехай 𝑃 - ймовiрнiсть на скiнченнiй групi 𝐺, тобто функцiя 𝑃 (𝑔) приймає не-
вiд’ємнi значення i

∑︀
𝑔 𝑃 (𝑔) = 1 (𝑔 ∈ 𝐺). Для будь-яких двох функцiй 𝐹1 (𝑔) i 𝐹2 (𝑔)

на 𝐺 їх згортка
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(𝐹1 * 𝐹2) (𝑡) =
∑︁
ℎ∈𝐺

𝐹1 (ℎ)𝐹2

(︀
ℎ−1𝑡

)︀
, 𝑡 ∈ 𝐺

також є функцiєю на 𝐺.
За останнi роки тематика дослiдження випадкових блукань (i не тiльки на гру-

пах) стала дуже популярною. З аналiтичної точки зору, дослiдження випадкових
блукань є лише вивченням їх функцiї переходу, тобто n-кратної згортки ймовiрнi-
сних мiр. Добре вiдомо, що за нескладних умов, накладених на носiй ймовiрностi 𝑃
на групi 𝐺, 𝑛-кратна згортка 𝑃 (𝑛) = 𝑃 * ... * 𝑃 (𝑛 разiв) при 𝑛 → ∞ збiгається до
рiвномiрної ймовiрностi 𝑈 (𝑔) = 1

|𝐺| (𝑔 ∈ 𝐺), яка, очевидно, є сталою на 𝐺.

Ми вивчаємо згортку функцiй, якi можуть бути рiзними, але сталими на деякiй
пiдгрупi або поза нею. Коротко кажучи, ми вивчаємо випадки, коли згортка таких
функцiй має тi ж властивостi сталостi вiдносно деякої пiдгрупи.

У статтi розглядається згортка ймовiрностей (i, взагалi, дiйсних функцiй), ста-
лих поза (або всерединi) пiдгрупи 𝐻 скiнченної групи 𝐺. Нехай 𝐷 = 𝐺∖𝐻. Для даної
функцiї 𝐹 на 𝐺 пiдгрупа 𝐻, для якої 𝐹 є сталою на 𝐷, є єдиною в наступному сенсi:
iснує щонайбiльше одна таке число 𝑐 та одна найменша пiдгрупа 𝐻 групи 𝐺 такi,
що 𝐹 (𝑔) = 𝑐 для усiх елементiв 𝑔 ∈ 𝐷.

Доведено, що якщо функцiї 𝐹1, 𝐹2 є сталими на 𝐷, 𝐹1(𝑥) = 𝑐1, 𝐹2(𝑥) = 𝑐2 для
довiльного 𝑥 ∈ 𝐷, то їхня згортка 𝐹1 * 𝐹2 також є сталою (константою) на 𝐷. Зна-
йдено вираз для цiєї константи через числа 𝑐1, 𝑐2. Функцiї на групi 𝐺, якi є сталими
на 𝐷, утворюють пiвгрупу вiдносно згортки.

Якщо одна з функцiй 𝐹1, 𝐹2 є сталиою на пiдгрупi 𝐻, а iнша є сталою на 𝐷, то
доведено, що згортка 𝐹1 * 𝐹2 є сталою на 𝐻. Знайдено значення цiєї сталої.

У наведених твердженнях про згортку принаймнi один її множник був сталим
поза пiдгрупою. Але якщо обидва множники є сталими на деякiй пiдгрупi, то їхня
згортка не обов’язково має ту ж властивiсть. Наведений приклад двох функцiй, якi
є сталими на пiдгрупi 𝐻, але їхня згортка не є сталою на 𝐻.

Цей приклад викладений не мовою ймовiрностей (чи функцiй) на групi (як в
усiх iнших частинах статтi), а мовою групових алгебр. Групова алгебра 𝐾𝐺 групи
𝐺 над полем 𝐾 з’являється у питаннях, пов’язаних зi згортками функцiй на групi
𝐺, наступним чином: кожна функцiя 𝐹 (𝑔) на 𝐺 iз значеннями у довiльному полi 𝐾
визначає елемент

∑︀
𝑔 𝐹 (𝑔)𝑔 (𝑔 ∈ 𝐺) алгебри 𝐾𝐺; згортцi ймовiрностей вiдповiдає

добуток елементiв алгебри 𝐾𝐺. Отже використання групової алгебри є природним
при вивченнi згортки на групi. Якщо функцiя 𝐹 (𝑔) є ймовiрнiстю, то 𝐾 є полем
дiйсних чисел.
Ключовi слова: ймовiрнiсть; скiнченна група; згортка; групова алгебра.

Iсторiя статтi: отримана: 8 березня 2025; останнiй варiант: 1 червня 2025
прийнята: 5 червня 2025.
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