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Поведiнка узагальненого розв’язку
початково-крайової задачi для нелiнiйного

параболiчного рiвняння
В рамках даної роботи нами вивчається поведiнка узагальненого розв’язку (або так
званого енергетичного розв’язку) цiкавої початково-крайової задачi (а саме розгля-
дається задача Кошi-Дiрiхле) для параболiчного рiвняння, що є нелiнiйним. Дослi-
дження проводиться в цилiндричнiй областi. На параметри рiвняння накладається
структурна умова, яка вiдповiдає процесу повiльної дифузiї. Отже, в статтi маємо
справу з розподiлом концентрацiї речовини в просторi та часi з урахуванням по-
чаткових та крайових умов. Цей процес має прикладний аспект та знаходить своє
застосування в фiзицi та iнженерiї, наприклад, для вивчення дифузiї речовини в
середовищах зi змiнною концентрацiєю чи хiмiчним впливом. Розв’язання таких за-
дач дозволяє отримати важливi данi щодо еволюцiї системи та прогнозувати її по-
ведiнку в рiзних умовах. У роботi в результатi проведеного нами дослiдження було
встановлено декiлька iнтегральних спiввiдношень, рiзних оцiнок та нерiвностей, якi
приводять до необхiдностi аналiзу поведiнки диференцiальної системи нерiвностей,
яка, в свою чергу, дає змогу встановити наявнiсть властивостi локалiзацiї розв’язку.
Так, спираючись на добре вiдомi результати щодо поведiнки розв’язку отриманої
диференцiальної системи, вдається знайти умову, що гарантує локалiзацiю носiя
розв’язку для дослiджуваної задачi Кошi-Дiрiхле. Основним результатом роботи є
теорема, яка доведена при довiльнiй фiнiтнiй початковiй функцiї та при умовi ви-
конання певного обмеження на граничний режим. Стаття має досить стандартну
структуру та, окрiм анотацiй та лiтератури, мiстить наступнi структурнi елементи:
вступ; постановка задачi; основнi означення; формулювання основного результату;
допомiжнi нерiвностi для доведення основного результату; допомiжнi твердження
для доведення теореми; доведення основного результату; висновок.
Ключовi слова: поведiнка узагальненого розв’язку; початково-крайова за-

дача; граничний режим.
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1. Вступ

Задача, яка буде дослiджена в рамках цiєї роботи, моделює розподiл кон-
центрацiї речовини в просторi та часi з урахуванням початкових та крайових
умов. Цей процес має практичний аспект та знаходить своє застосування в
фiзицi та iнженерiї, наприклад, для вивчення дифузiї речовини в середови-
щах зi змiнною концентрацiєю чи хiмiчним впливом. Розв’язання таких задач
дозволяє отримати важливi данi щодо еволюцiї системи та прогнозувати її по-
ведiнку в рiзних умовах. Тут вивчається поведiнка узагальненого розв’язку
початково-крайової задачi для параболiчного рiвняння, в результатi якого
знайдено умову на граничний режим для наявностi властивостi локалiзацiї
розв’язку при довiльнiй фiнiтнiй початковiй функцiї.

В якостi простого представника дослiджуваної задачi розглянемо насту-
пне рiвняння:

𝑢𝑡 −Δ𝑝𝑢 = 0,

де
𝑥 ∈ R𝑛, t > 0

𝑝 – додатнє дiйсне число;

𝑛 – розмiрнiсть простору, 𝑛 ≥ 1.

Розглянемо окремо бiльш детально елiптичний оператор, що фiгурує в
рiвняннi:

Δ𝑝𝑢 = div
(︀
|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢

)︀
= |∇𝑢|𝑝−4|∇𝑢|2Δ𝑢+ (𝑝− 2)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
.

В критичних точках (∇𝑢 = 0) оператор є виродженим для 𝑝 > 2 i сингу-
лярним, коли 𝑝 < 2.

Розглянемо декiлька випадкiв:

� при 𝑝 = 1 Δ1𝑢 = div
(︁

∇𝑢
|∇𝑢|

)︁
= −𝐻, де 𝐻 – це оператор середньої

кривизни;

� при 𝑝 = 2 маємо звичайний оператор Лапласа:

Δ2𝑢 = Δ𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖

� при 𝑝 = 𝑛, де 𝑛 – це число незалежних змiнних, iнтеграл має наступний
вигляд:∫︁

Ω
|∇𝑢|𝑛𝑑𝑥 =

∫︁
. . .

∫︁ {︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

+ . . .+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛

)︂2
}︃𝑛

2

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛.
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� при 𝑝 = ∞:

Δ𝑝𝑢 ≡ |∇𝑢|𝑝−4
(︀
|∇𝑢|2Δ𝑢+ (𝑝− 2)Δ∞𝑢

)︀
= 0

є граничним рiвнянням при 𝑝→ ∞. Роздiливши його на |∇𝑢|𝑝−4 i (𝑝−2),
отримаємо

|∇𝑢|2Δ𝑢
𝑝− 2

+ Δ∞𝑢 = 0.

Нехай 𝑝→ ∞, тодi маємо

Δ∞𝑢 = 0.

Розв’язки цього рiвняння називаються ∞-гармонiчними функцiями, а
рiвняння ∞-Лапласа записується у виглядi

Δ∞ ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

де 𝑢 = 𝑢 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) для 𝑛 змiнних.

Як вiдомо, Δ𝑝 – це оператор 𝑝-Лапласа, який використовується в прикла-
дних задачах фiзики та широко представлений в рiзних галузях, наприклад, в
реологiї, у гляцiологiї або кригознавствi. Деякi нещодавнi дослiдження вка-
зують на те, що навiть у броунiвського руху є аналог i математична гра
«Перетягування каната» призводить до випадку 𝑝 = ∞.

2. Постановка задачi

В областi 𝑄 = (0, 𝑇 )× Ω,Ω = Ω𝑅 ≡ {𝑥 ∈ R𝑛 : 1 < |𝑥| < 𝑅}, 𝑛 ≥ 1,
0 < 𝑇 <∞, 𝑅 <∞, розглядається наступна задача Кошi-Дiрихле:

𝜕

𝜕𝑡

(︀
|𝑢|𝑞−1𝑢

)︀
− 𝜓(𝑡)Δ𝑝𝑢 = 0, 𝜓(𝑡) > 0, 𝑝 > 𝑞 (1)

𝑢|Γ(1) = 𝑓(𝑡, 𝑥); 𝑢|Γ(𝑅) = 0; (2)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω); (3)

supp 𝑢0 ∈ {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑑} , 1 < 𝑑 < 𝑅. (4)

Тут
Γ(s) ≡ (0, T)× 𝜕𝐵(𝑠),

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} .

Виконується основна структурна умова:

0 < 𝑞 < 𝑝, (5)
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тобто рiвняння (1) є рiвнянням типу «повiльної дифузii». Гранична функцiя
𝑓 є слiдом на Γ(1) деякої функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) такої, що

𝑓 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇0)× Ω) ∩ 𝐿𝑝+1

(︀
0, 𝑇0;𝑊

1
𝑝+1(Ω)

)︀
∀𝑇0 < 𝑇, (6)

supp 𝑓 ∈ [0, 𝑇 ]× B (𝑅0) , 𝑅0 < 𝑅, (7)

𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇0;𝐿𝑞+1(Ω)) ∩ 𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(︁
0, 𝑇0;𝐿 𝑝+1

𝑝−𝑞+1
(Ω)
)︁

∀𝑇0 < 𝑇. (8)

Характер загострення граничного режиму описується функцiєю

𝐹 (𝑡) ≡
∫︁
Ω
|𝑓(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0
𝜓(𝜏)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝜏+∫︁ 𝑡

0
𝜓(𝜏)

−𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝜏 (𝜏, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥𝑑𝜏+

+

(︃∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝜏 (𝜏, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝜏

)︃𝑞+1

∀𝑡 < 𝑇.

(9)

Задача (1) – (5) моделює розподiл концентрацiї речовини в просторi та часi
з урахуванням початкових та крайових умов. Модельнiсть областi Ω в зада-
чi (1) – (5) продиктована лише бажанням уникнути додаткових громiздких
(хоча при цьому й очевидних) побудов та обчислень. Всi результати залиша-
ються справедливими для областей вигляду 𝐵(𝑅) ∩ (R𝑛 ∖ Ω), 𝑅 < ∞. Тут Ω
– довiльна однозв’язна область з 𝐶1 – гладкою границею 𝜕Ω : Ω ⊂ 𝐵(𝑅).

У викладках статтi також будуть використовуватися наступнi областi:

Γ𝑏
𝑎(s) ≡ (𝑎, 𝑏)× 𝜕𝐵(𝑠),

𝑄𝑏
𝑎 = (𝑎, 𝑏)× Ω(𝑠),

Ω(𝑠) = Ω𝑅 ∖𝐵(𝑠), ∀𝑠 > 1,

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} .

3. Основнi означення

У даному роздiлi розглянемо ключовi та важливi oзначення, якi будуть
активно застосовуватися у подальшому.

Означення 1. Функцiя 𝑢(𝑡, 𝑥) є узагальненим (енергетичним) розв’язком

задачi (1) – (5), якщо для будь-якого 𝑇0 < 𝑇 виконується наступна iнте-

гральна тотожнiсть:∫︁ 𝑇0

0
⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)′𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡−

∫︁ 𝑇0

0

∫︁
Ω
𝜓(𝑡)Δ𝑝𝑢𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, (10)

де 𝜂(𝑡, 𝑥) – довiльна функцiя iз 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω)),

та виконанi наступнi умови, що гарантують збiжнiсть iнтегралiв:
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1. 𝑢− 𝑓 ∈ 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1 (Ω, 𝜕Ω)) ∩ 𝐿∞(0);𝑇0;𝐿𝑞+1(Ω));

2. (|𝑢|𝑞−1)′𝑡 ∈ 𝐿 𝑝+1
𝑝
(0, 𝑇0; (𝑊

1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω))

*)

та виконується початкова умова (3) в iнтегральному сенсi

𝑇0∫︁
0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)′𝑡, 𝜁⟩𝑑𝑡+
𝑇0∫︁
0

∫︁
Ω

(|𝑢|𝑞−1𝑢− |𝑢0|𝑞−1𝑢0)𝜁
′
𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльної пробної функцiї 𝜁(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω)) ∩

∩ 𝑊 1
1 (0, 𝑇0;𝐿∞(Ω)), яка обертається в нуль (тобто є зникаючою) в

околi 𝑡 = 𝑇0;

3. початкова та гранична функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) задовiльняють умовi узгодже-

ння:

𝑓(0, 𝑥)− 𝑢0(𝑥) ∈𝑊 1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω);

Через 𝑊 1
𝑟 (Ω, 𝑆), як це загальноприйнято, ми позначаємо в статтi замика-

ння за нормою 𝑊 1
𝑟 (Ω) множини функцiй iз класу 𝐶∞(Ω), якi обертаються

в нуль в околi 𝑆 ⊂ 𝜕Ω,𝑊 1
𝑟 (Ω) ≡𝑊 1

𝑟 (Ω,∅).

В [1] було встановлено та доведено факт iснування енергетичного (уза-
гальненого) розв’язку для задачi Кошi-Дiрихле з бiльш загальним елiпти-
чним оператором, що для дослiджуваного тут рiвняння (1) забезпечується
першою та другою умовами Означення 1. Згiдно з результатами роботи [2]
остання (третя) умова в означеннi узагальненого (енергетичного) розв’язку
гарантує єдинiсть розв’язку для задачi (1) – (5) в сенсi Означення 1.

Означення 2. Носiєм розв’язку 𝑢(𝑡, 𝑥) є замикання множини supp𝑢(𝑡, ·),
тобто

supp𝑢(𝑡, ·) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢(𝑡, 𝑥) ̸= 0}.

Доречним буде зазначити тут, що для рiвняння з градiєнтною нелiнiйнi-
стю, яке було розглянуто у вступi:

𝑢𝑡 −Δ𝑝𝑢 = 0,

було знайдено автомодельний розв’язок, що вiдповiдає граничнiй функцiї

𝑓(𝑡) = 𝑘(𝑇 − 𝑡)−𝑛, 𝑛 – розмiрнiсть простору.

З аналiзу структури знайденого розв’язку випливає, що граничний режим не
руйнує властивiсть локалiзацiї, що вiдповiдає значенню 𝑛 = (𝑝− 1)−1, 𝑝 > 1.

Слiд зазначити, що цi та подiбнi результати були отриманi шляхом
бар’єрної технiки та пов’язанi зi знаходженням рiвзноманiтних автомодель-
них розв’язкiв. А такий пiдхiд у принципi не може бути застосований до
рiвнянь, якi не допускають вiдповiдних теорем порiвняння. Тому важливим



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 9

є пошук альтернативних методiв дослiдження та їх успiшне застосування до
вивчення поведiнки узагальненого розв’язку початково-крайової задачi для
рiвняння (1), для якого неможливо побудувати автомодельний розв’язок, що
i було зроблено в рамках представленого дослiдження.

Означення 3. Задача (1) – (5) має властивiсть локалiзацiї, якщо її енер-

гетичний розв’язок 𝑢(𝑡, 𝑥) має наступну властивiсть:

𝜁(𝑡) ≡ inf{𝑟 : supp𝑢(𝑡, ·) ⊂ 𝐵(𝑟)} < 𝑅 ∀𝑡 < 𝑇. (11)

4. Основний результат

Основний результат цiєї роботи сформульовано в наступнiй теоремi.

Теорема 1. Нехай граничний режим дослiджуваної задачi Кошi-Дiрихлє

для нелiнiйного параболiчного рiвняння (1) – (5) задовiльняє нерiвностi:

𝐹 (𝑡) ⩽ 𝑐

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝜓(𝜏)𝑑𝜏

)︂− 𝑞+1
𝑝−𝑞

∀𝑡 < 𝑇. (12)

Тодi iснують такi константи 𝑐𝑖 < ∞, якi «пам’ятають та акумулюють»

константи з вiдомих нерiвностей (нерiвностi Пуанкаре, iнтерполяцiйної

нерiвностi i т.п.), що були застосованi в результатi оцiнювання та аналiзу

iнтегралiв, та константи 𝑑 < ∞, якi не залежать вiд зовнiшнього радiусу

𝑅 областi Ω i такi, що початково-гранична задача (1) – (5) має властивiсть

локалiзацiї.

5. Допомiжнi нерiвностi для доведення основного результату

Для доведення основного результату протягом роботи будуть застосову-
ватися добре вiдомi нижченаведенi нерiвностi.

Iнтерполяцiйна нерiвнiсть (див. [3]):

‖𝑣‖𝐿𝑝+1(𝜕Ω(𝑠)) < 𝐶1 ‖𝐷𝑥𝑣‖𝜃𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))
‖𝑣‖1−𝜃

𝐿𝑞+1(Ω(𝑠))
, (13)

де
𝑣 ∈𝑊 1

𝑝+1(Ω(𝑠), 𝜕𝐵(𝑅)),

Ω(𝑠) = Ω𝑅 ∖𝐵(𝑠), ∀𝑠 > 1,

Ω𝑅 ≡ {𝑥 ∈ R𝑛 : 1 < |𝑥| < 𝑅},

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} ∀𝑠 > 1,

0 < 𝜃 :=
(𝑞 + 1) + 𝑛(𝑝− 𝑞)

(𝑝+ 1)(𝑞 + 1) + 𝑛(𝑝− 𝑞)
< 1.

Нерiвнiсть Юнга з 𝜀 див., наприклад [4]:

𝑎𝑏 ≤ 𝜀𝑎𝑝 + 𝑐(𝜀)𝑏𝑞, (14)
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де

𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝜀 > 0,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1;

Нерiвнiсть Пуанкаре [5]:

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝐶‖∇𝑢‖𝐿𝑝(Ω), ∀𝑢 ∈𝑊 1,𝑝
0 (Ω), (15)

де
1 ≤ 𝑝 < 𝑛;

Нерiвнiсть Фрiдрiхса [6]:

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝑑𝑘

⎛⎝∑︁
|𝛼|=𝑘

‖𝐷𝛼𝑢‖𝑝𝐿𝑝(Ω)

⎞⎠1/𝑝

, (16)

де

𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) , |𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛; 𝐷𝛼𝑢 =
𝜕|𝛼|𝑢

𝜕𝛼1
𝑥1 . . . 𝜕

𝛼𝑛
𝑥𝑛

.

Нерiвнiсть Соболєва (p > 1) та Гальярдо (p = 1) [7]:

‖𝑢‖2𝐿𝑟(Ω) ≤ 𝐶‖∇𝑢‖2𝐿𝑝(Ω), ∀𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) ,

для
1 ≤ 𝑝 < 𝑛.

6. Допомiжнi твердження для доведення теореми

Лема 1. Нехай 𝑢(𝑡, 𝑥) – узагальнений розв’язок початково-граничної задачi

(1) – (5), тодi справедливою є оцiнка∫︁
Ω
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑎, 𝑏),

де

𝐹1(𝑎, 𝑏) =

∫︁
Ω
|𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

(︂∫︁ 𝑏

𝑎
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖𝐿𝑞+1(Ω)𝑑𝑡

)︂𝑞+1

+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖

𝑝+1
𝑝−𝑞+1

𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(Ω)𝑑𝑡,

𝐹1(0, 𝑏) = 𝐹 (𝑏).
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Доведення.

Для 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 згiдно з формулою iнтегрування частинами [1], маємо
рiвнiсть: ∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
⟨
(︀
|𝑢|𝑞−1𝑢

)︀
𝑡
, (𝑢− 𝑓)⟩𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 − |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1

)︀
𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑡, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑏, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓(𝑏, 𝑥)𝑑𝑥. (17)

Пiдставимо пробну функцiю 𝜂 = (𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑓(𝑡, 𝑥)) в другий доданок iнте-
гральної тотожнiстi (10):

−
∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1(︂ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑢− 𝑓)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢− 𝑓)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝+1

𝑑𝑥𝑑𝑡−
∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡,

де область 𝑄 = (0, 𝑇 )× Ω.
Даний перехiд дає можливiсть розглядати внесок часткових похiдних

розв’язку 𝑢(𝑡, 𝑥) та його вiдхилення вiд граничної умови у рамках iнтеграль-
них виразiв, спрощуючи аналiз властивостей розв’язку.

Отже, пiдставляємо пробну функцiю в iнтегральну тотожнiсть (10) з ура-
хуванням рiвностi (17) та останньої викладки, отримуємо:

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω
|𝑢 (𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝+1

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω
|𝑢 (𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

(︁
|𝑢 (𝑡, 𝑥)|𝑞−1 𝑢 (𝑡, 𝑥)− |𝑢 (𝑎, 𝑥)|𝑞−1 𝑢 (𝑎, 𝑥)

)︁
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑏, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓(𝑏, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡. (18)

Тепер оцiнимо зверху стандартним чином за допомогою нерiвностей (13) –
(16) доданки, що знаходяться в правiй частинi нерiвностi (18). Таким чином,
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𝐼1 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝜀1‖𝑢(𝑎, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω)+

+ 𝑐1 (𝜀1)

(︃∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝑡

)︃𝑞+1

;

𝐼2 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑞
𝑝+1

×

×
(︂∫︁

Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑝−𝑞+1
𝑝+1

𝑑𝑡 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

𝑞
𝑝+1 𝜁(𝑡)𝑞

(︂∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑞
𝑝+1

×

× 𝜓(𝑡)
− 𝑞

𝑝+1

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑝−𝑞+1
𝑝+1

𝑑𝑡 ≤ 𝜀2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝑐 (𝜀2) 𝜁1(𝑏)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥𝑑𝑡,

де 𝜁1(𝑠) = sup0≤𝑡<𝑠 𝜁(𝑡), 𝜁(𝑡) з Означення 3;

𝐼3 =

∫︁
Ω
(|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞 + |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞) |𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀1

[︁
‖𝑢(𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω) + ‖𝑢(𝑎, 𝑥)‖𝑞+1
𝐿𝑞+1(Ω)

]︁
+ 𝑐2(𝜀1)‖𝑓(𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω);

𝐼4 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝 |𝐷𝑥𝑓 | 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

(︃∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

(︁
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡

)︁ 𝑝
𝑝+1

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂ 1
𝑝+1

≤

≤ 𝜀3

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
+ 𝑐3 (𝜀3)

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
.

З урахуванням (18), об’єднуючи всi отриманi для iнтегралiв 𝐼1−𝐼4 оцiнки,
приходимо до глобальної апрiорної оцiнки:(︂

𝑞

𝑞 + 1
− 𝜀1

)︂
‖𝑢 (𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1
+ (1− 𝜀1 − 𝜀2)

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
(︂

𝑞

𝑞 + 1
+ 2𝜀1

)︂
‖𝑢 (𝑎, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1
+ 𝑐(𝜀2)𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1×

×
∫︁
Ω
|𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)|

𝑝+1
𝑝−𝑞+1𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝑐1(𝜀1)

(︃∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝑡

)︃𝑞+1

+

+ 𝑐2 (𝜀1) ‖𝑓 (𝑏, 𝑥)‖𝑞+1
𝐿𝑞+1(Ω) + 𝑐3 (𝜀3)

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
.

Зафiксуємо в останiй нерiвностi 𝜀1 та 𝜀2 таким чином, що

𝑞

𝑞 + 1
− 𝜀1 ≥

𝑞

2(𝑞 + 1)
; (1− 𝜀1 − 𝜀2) ≥

1

2
,
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тодi отримаємо:∫︁
Ω
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑎, 𝑏), де

𝐹1(𝑎, 𝑏) =

∫︁
Ω
|𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

(︂∫︁ 𝑏

𝑎
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖𝐿𝑞+1(Ω)𝑑𝑡

)︂𝑞+1

+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖

𝑝+1
𝑝−𝑞+1

𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(Ω)𝑑𝑡,

𝐹1(0, 𝑏) = 𝐹 (𝑏).

Лема 2. Нехай 𝑢(𝑡, 𝑥) – узагальнений розв’язок початково-граничної задачi

(1) – (5), тодi справедливою є нерiвнiсть

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1

×

×

(︃∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 𝜃
𝑝+1

⎛⎝∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

(︃∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢|𝑞+1𝑑𝑥

)︃ 𝑝+1
𝑞+1

𝑑𝑡

⎞⎠
1−𝜃
𝑝+1

.

Доведення.

Зафiксуємо 𝑠 > 1 та 𝛿 > 0;

𝜂𝑠,𝛿(𝜏) =

⎧⎨⎩
0, 𝜏 < 𝑠;

𝜏−𝑠
𝛿 , 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑠+ 𝛿;
1, 𝜏 > 𝑠+ 𝛿.

Рис.1. Профiль функцiї 𝜂𝑠,𝛿(𝜏).
Pic.1. Function profile 𝜂𝑠,𝛿(𝜏).
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В якостi пробної функцiї в iнтегральнiй тотожностi покладаємо: 𝜂(𝑡, 𝑥) =
𝑢(𝑡, 𝑥)𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|).

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥−

−
∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)∖𝑄𝑏
𝑎(𝑠+𝛿)

𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑢(𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡.

Переходячи до границi при 𝛿 → 0 як це було зроблено в [3] маємо:

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡)
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑢𝜈𝑖𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1

×

×

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡)|𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 1
𝑝+1

.

Покладемо тепер:

[𝑎, 𝑏] = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ] , [0, 𝑇 ) =
∞⋃︁
𝑗=1

[𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ] , 𝑡0 = 0.

та зробимо оцiнку доданку в правiй частинi попередньої нерiвностi за допо-
могою iнтерполяцiйного спiввiдношення (13):

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

∫︁
Ω(𝑠)

𝜓𝜃(𝑡)‖𝑢‖𝑝+1
𝐿(𝑝+1)𝜃(Ω(𝑠))𝜓(𝑡)

1−𝜃‖𝑢‖(𝑝+1)(1−𝜃)
𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

(︃∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)‖𝐷𝑥𝑢‖𝑝+1
𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))𝑑𝑡

)︃𝜃(︃∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)‖𝑢‖𝑝+1
𝐿𝑞+1(Ω(𝑠))𝑑𝑡

)︃1−𝜃

,
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тодi нерiвнiсть набуває вигляду∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡𝑗−1, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+ 𝑐

(︃∫︁
Γ
𝑡𝑗
𝑡𝑗−1

(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1
(︃∫︁

𝑄
𝑡𝑗
𝑡𝑗−1

(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 𝜃
𝑝+1

×

×

⎛⎝∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

(︃∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢|𝑞+1𝑑𝑥

)︃ 𝑝+1
𝑞+1

𝑑𝑡

⎞⎠
1−𝜃
𝑝+1

, (19)

що пiсля iнтегрування по 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) дає в точностi результат Леми 2.

7. Доведення основного результату

Визначаємо два сiмейства функцiй, що пов’язанi з 𝑢(𝑡, 𝑥):

ℎ𝑗(𝑠) = ess sup𝑡∈[𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 ]

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥;

𝐸𝑗(𝑠) =

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
Ω(𝑠)

|𝐷𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡;

i монотонну послiдовнiсть:

𝑡𝑗 → 𝑇, 𝑡0 = 0; 𝑡𝑗−1 < 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, 2 . . . .

Оскiльки ∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
𝜕𝐵(𝑠)

|𝐷𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡 = − 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠),

то (19) пiсля застосування нерiвностi Юнга з 𝜀 (14) в нових термiнах ℎ𝑗(𝑠) та
𝐸𝑗(𝑠) дає диференцiальну систему:

𝐸𝑗(𝑠) ≤ 𝑟1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝑟2𝛼
𝜈
𝑗

(︂
−𝑑𝐸𝑗(𝑠)

𝑑𝑠

)︂1+𝜇

, (20)

ℎ𝑗(𝑠) ≤ (1 + 𝛿𝑗)ℎ𝑗(𝑠) + 𝑟3𝛿
−(𝑝+1)𝜈

𝑞+1

𝑗 𝛼𝜈
𝑗

(︂
−𝑑𝐸𝑗

𝑑𝑠

)︂1+𝜇

, (21)

∀𝑠 > 1, 𝑗 ∈ N, ∀𝛿𝑗 > 0,

де константи 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 <∞ залежать лише вiд вiдомих параметрiв

𝜈 =
(1− 𝜃)(𝑞 + 1)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
< 1; 𝜇 =

(1− 𝜃)(𝑝− 𝑞)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
; 𝛼𝑗 =

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡.
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Для зручностi домножимо обидвi частини введених на початку параграфу

функцiй на 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 :

𝐴𝑗(𝑠) = 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 𝐸𝑗(𝑠); 𝐻𝑗(𝑠) = 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 ℎ𝑗(𝑠) ⇒

тодi очевидно, що нерiвностi (20) та (21) набувають вигляду:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

,

𝐻𝑗(𝑠) ≤ (1 + 𝛿𝑗)𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗−1ℎ𝑗−1(𝑠) + +𝑟′3𝛿
− (𝑝+1)𝜈

𝑞+1

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

.

Розбиття {𝑡𝑗} та послiдовнiсть {𝛿𝑗} будемо обирати таким чином, щоб
виконувалась строга нерiвнiсть:

(1 + 𝛿𝑗) < 𝜆 = const < 1.

Тодi отримаємо:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

(22)

𝐻𝑗(𝑠) ≤ 𝜆𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

(23)

Iтеруючи спiввiдношення (22), оцiнюючи послiдовно в правiй частинi усi𝐻𝑖(𝑠)
з урахуванням (23), маємо низку послiдовних нерiвностей:

𝐴𝑗(𝑠) ⩽𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑟4𝜆𝐻𝑗−2(𝑠) + 𝑟4𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑟4𝜆
2𝐻𝑗−3(𝑠) + 𝑟4𝑟3𝜆

(︀
−𝐴′

𝑗−2(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟4𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑠 ⩽ 𝑟4𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝑟4𝑟3

[︁
𝜆𝑗−2

(︀
−𝐴′

1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝜆𝑗−3
(︀
−𝐴′

2(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑠+ 𝜆2
(︀
−𝐴′

𝑗−3(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝜆
(︀
−𝐴′

𝑗−2(𝑠)
)︀1+𝜇

+
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+
𝑟2
𝑟3𝑟4

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

]︂
⩽

⩽𝑟4𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝑟5

𝑗∑︁
𝑖=1

(︁
−𝜆

𝑗−𝑖
1+𝜇𝐴′

𝑖(𝑠)
)︁1+𝜇

i остаточно отримуємо:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠) + 𝑟5

[︃
𝑗∑︁

𝑖=1

(︁
−𝜆

𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴′

𝑖(𝑠)
)︁]︃1+𝜇

. (24)

Якщо ввести сiмейство невiд’ємних функцiй:

𝑈𝑗(𝑠) ≡
𝑗∑︁

𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴𝑖(𝑠), 𝑗 = 1, 2 . . . .
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i зауважити при цьому, що справедливою є наступна рiвнiсть

𝐴𝑗(𝑠) = 𝑈𝑗(𝑠)− 𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠),

то очевидно, що спiввiдношення (24) можна переписати наступним чином:

𝑈𝑗(𝑠)−𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠) ≤ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠)+ 𝑟5
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇 ∀𝑗 ∈ N,

тобто

𝑈𝑗(𝑠) ≤ 𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠)+ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠)+ 𝑟5
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇 ∀𝑗 ∈ N,

𝑈𝑗(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴𝑖(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝛼

𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑖 𝐸𝑖(1) ∀𝑗 ∈ N.

Для оцiнки зверху 𝐸𝑖(1) скористаємося нерiвнiстю з Леми 1 при 𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑡𝑗
маємо:∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡𝑗

0

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡

⩽ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(0, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(0, 𝑡𝑗);∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑡𝑗);∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐶;∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐶.

Отже,

𝐸𝑗(1) ⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐3

(︂
1 + 𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
.

Тодi

𝑈𝑗(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝛼

𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑖

[︂
𝑐1ℎ0(1) + 𝑐3

(︂
1 + 𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂]︂
≤

≤ ℎ0(1)

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇

(︃∫︁ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︃ 𝑞+1
𝑝−𝑞 [︂

𝑐1 + 𝑐3

(︁
1− 𝜆

1
1+𝜇

)︁−1
(︂
1 + 𝜁(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂]︂
.



18 К. В. Стєпанова, Д. Р. Шевчук

Таким чином, за умови, що

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
1+𝜇

(︃∫︁ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︃ 𝑞+1
𝑝−𝑞

≤ const

має мiсце оцiнка:

𝑈𝑗(1) ≤ 𝑐4 + 𝑐5𝜁(𝑡𝑗)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1 .

В свою чергу це приводить до системи диференцiальних нерiвностей

𝑈𝑗(𝑠) ≤ 𝑐6𝑈𝑗−1(𝑠) + 𝑐7
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

, ∀𝑠 > 𝑑;

𝑈𝑗(𝑑) ≤ 𝑐4 + 𝑐5𝜁(𝑡𝑗)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1 , ∀𝑗 ∈ N.

А з цiєї системи в силу Леми 6.3 статтi [8] випливає наступна рiвномiрна
оцiнка для носiїв функцiй 𝑈𝑗(𝑠) :

𝜁 (𝑡𝑗) ⩽ sup {𝑠 : 𝑠 ∈ supp𝑈𝑗} ⩽ 𝑐8

[︂
𝑐4 + 𝑐5 + 𝑐5𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

]︂ 𝜇
1+𝜇

+ 𝑑,

де 𝑐8 =
(︁

𝑐7
1−6

)︁ 1
1+𝜇 1+𝜇

𝜇 .

З останньої нерiвностi випливає

𝜁 (𝑡𝑗) ⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐8𝑐
𝜇

1+𝜇

5 𝜁1 (𝑡𝑗)
κ ∀𝑗 ∈ N, (25)

де

κ =
𝑞(𝑝+ 1)(𝑝− 𝑞)

(𝑝− 𝑞 + 1)[𝑛(𝑝− 𝑞) + (𝑞 + 1)(𝑝+ 1)]
< 1 ∀𝑛 ⩾ 1, 𝑝 > 𝑞.

Для завершення доведення залишилося лише встановити оцiнку зверху для
функцiї 𝜁(𝑡) на множинi

𝑆 = {𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) : 𝜁(𝑡) = 𝜁1(𝑡)} . (26)

Вiзьмемо довiльну точку 𝑡 :

𝑡 ∈ [𝑇0, 𝑇 ) ∩ 𝑆, 𝑡 = 𝑡𝑗0 , 𝑗0 ∈ N.

З огляду на спiввiдношення (25) i означення (26) маємо:

𝜁(𝑡) = 𝜁 (𝑡𝑗0) ⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐8𝑐
𝜇

1+𝜇

5 𝜁(𝑡)κ

⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝜀𝜁(𝑡) + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ

,
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Це, у свою чергу, приводить до оцiнки

𝜁(𝑡) ⩽ (1− 𝜀)−1

[︃
𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)

𝜇
1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ
]︃
≡ 𝐷(𝜀).

Розглянемо

𝐷(𝜀) = (1− 𝜀)−1

[︃
𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)

𝜇
1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ
]︃
=

𝐷0

1− 𝜀
∀𝜀 > 0.

(27)
Усi постiйнi 𝑐𝑖, якi фiгурували у вищенаведених обчисленнях, не залежать
вiд зовнiшнього радiуса 𝑅 областi Ω. Тому при виконаннi умови

𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ

< 𝑅 (28)

можна знайти 𝜀0 > 0 таке, що

𝜁(𝑡) < 𝐷(𝜀) < 𝑅 ∀𝑡 ∈ [𝑇0, 𝑇 ) . (29)

Ця оцiнка є еквiвалентною наявностi властивостi локалiзацiї граничної за-
дачi, що розглядається, при 𝑅, що задовольняє спiввiдношенням (28), (29).
Таким чином, Теорему 1, яка є основним результатом роботи, доведено.

Висновок

Основний результат даної роботи має важливе значення в теорiї рiвнянь у
частинних похiдних i може бути застосований в рiзних галузях, таких як, на-
приклад, моделювання теплопровiдностi, дифузiї та динамiки рiдин. Резуль-
тати, отриманi в статi, можуть бути використанi в подальших дослiдженнях
у галузi нелiнiйних параболiчних рiвнянь.

Iсторiя статтi: отримана: 20 квiтня 2024; останнiй варiант: 19 травня 2024
прийнята: 21 травня 2024.
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The behavior of the generalized solution of the initial-boundary value

problem for the nonlinear parabolic equation
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4 Svobody Sq., Kharkiv, Ukraine, 61022

Within the framework of this work, we study the behavior of the generalized
solution (or the so-called energy solution) of an interesting initial-boundary
value problem (namely, the Cauchy-Dirichlet problem is considered) for
nonlinear parabolic equation. The research is carried out in a cylindrical
area. A structural condition is imposed on the parameters of the equation
corresponding to the slow diffusion process. So, in the article we are deali-
ng with the distribution of the substance concentration in space and time,
taking into account the initial and boundary conditions. This process has
a practical aspect and is used in physics and engineering, for example, to
study the diffusion of matter in environments with variable concentration or
chemical influence. Solving such problems allows obtaining important data
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on the evolution of the system and predicting its behavior in various condi-
tions. In the work, as a result of our research, several integral ratios, various
estimates and inequalities were established, which lead to the need to analyze
the behavior of the differential system, which in turn makes it possible to
establish the presence of the solution localization property. So, relying on
the well-known results regarding the behavior of the solution of the resulti-
ng differential system, it is possible to find a condition that guarantees the
localization of the solution carrier for the Cauchy-Dirichlet problem under
study. The main result of the work is a theorem that is proved for an arbitrary
finite initial function and under the condition of fulfilling a certain restriction
on the limit mode. The article has a fairly standard structure and, in additi-
on to annotations and literature, contains the following structural elements:
introduction; Formulation of the problem; basic definitions; formulation of
the main result; auxiliary inequalities for proving the main result; auxiliary
statements for proving the theorem; proving the main result; conclusions.
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Методи адаптивно динамiчного програмування для
визначення оптимальної стратегiї регенерацiї

печiнки
Кожен живий органiзм взаємодiє з навколишнiм середовищем i використовує

цю взаємодiю для вдосконалення власних дiй, щоб вижити та розвиватися. Процес
еволюцiї показав, що види змiнюють свої дiї на основi взаємодiї з навколишнiм сере-
довищем протягом тривалого часу, що призводить до природного вiдбору та вижи-
вання найбiльш пристосованих. Це навчання, яке засноване на дiях, або навчання з
пiдкрiпленням може охопити уявлення про оптимальну поведiнку, що вiдбувається в
природних системах. Ми описуємо математичнi формулювання для навчання з пiд-
крiпленням i метод практичного впровадження, вiдомий як адаптивне динамiчне
програмування. Це дає нам уявлення про вигляд керування для штучних бiологi-
чних систем, якi навчаються та демонструють оптимальну поведiнку.

У данiй роботi розглядається постановка задачi верхньої оцiнки оптимально-
стi, для якої оптимальна стратегiя регуляцiї гарантовано краща чи еквiвалентна
об’єктивним правилам регуляцiї, якi ми можемо спостерiгати в реальних бiологi-
чних системах.

У випадку оптимальних алгоритмiв навчання з пiдкрiпленням процес навчан-
ня перемiщується на вищий рiвень, об’єктом iнтересу якого є не деталi динамiки
системи, а iндекс продуктивностi, який кiлькiсно визначає, наскiльки близько до
оптимальностi працює система керування. У такiй схемi навчання з пiдкрiпленням
є засобом навчання оптимальнiй поведiнцi шляхом спостереження за реакцiєю ото-
чення на неоптимальнi стратегiї керування.

Мета цiєї статтi полягає в тому, щоб показати кориснiсть методiв навчання з
пiдкрiпленням, зокрема сiмейства методiв, вiдомих як адаптивне динамiчне програ-
мування (АДП), для керування бiологiчними системами за допомогою зворотного
зв’язку. У цiй роботi викладено «он-лайн» методи вирiшення задачi визначення верх-
ньої оцiнки оптимальностi у постановцi адаптивного динамiчного програмування.
Ключовi слова: динамiчне програмування; оптимальне керування; навчан-

ня з пiдкрiпленням.
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1. Вступ

Розробка математичних моделей динамiки складних клiтинних систем, що
володiють задовiльною пояснювальною та передбачувальною силою, є однiєю
з фундаментальних проблем математичної бiологiї.

Без явного уявлення принципiв, правил i механiзмiв цiлеспрямованої ре-
гуляцiї (керування) у «клiтинних системах» будь-яка їхня математична мо-
дель дасть нам лише неосяжний набiр потенцiйних стратегiй, серед яких є
справжня динамiка, що спостерiгається в бiологiчному експериментi.

Iдентифiкацiя об’єктивних принципiв i правил регуляцiї «клiтинної систе-
ми», що визначає серед усiх можливостей саме справжню динамiку, є необхi-
дною умовою розробки математичних моделей iз достатньою пояснювальною
та передбачуваною силою.

Перспективним пiдходом до розв’язання цiєї задачi є гiпотеза, що прави-
ла регуляцiї бiологiчних процесiв пiдпорядкованi деяким об’єктивним прин-
ципам, критерiям оптимальностi[1]. Ця гiпотеза виникла з природнього при-
пущення, що принципи, яким пiдкоряються правила регуляцiї процесiв вiд-
новлення динамiчного гомеостазу органiв та тканин органiзму, вiдповiдають
процесу природного вiдбору пiд час його попередньої еволюцiї щодо деякого
критерiю оптимальностi [2, 3].

Наразi розв’язати цю задачу, навiть у її спрощенiй постановцi, досить
важко через безлiч невизначеностей пiд час попередньої еволюцiї органiзму,
динамiки змiни зовнiшнiх умов, в яких вона вiдбувалася, а також високої
обчислювальної складностi розв’язання такої задачi.

Розглядається значно простiша постановка задачi верхньої оцiнки опти-
мальностi, для якої оптимальна стратегiя регуляцiї гарантовано краща чи
еквiвалентна об’єктивним правилам регуляцiї, якi ми можемо спостерiгати в
реальних бiологiчних системах.

Задача пошуку верхньої оцiнки оптимальностi може оцiнити особливостi
регуляцiї регенерацiйних процесiв в сценарiях, якi не охопленi у бiологiчних
експериментах, та проаналiзувати можливi процеси регуляцiї, спостереження
яких є поки що технологiчно недосяжнi. Ця задача дозволяє на якiсному
рiвнi попередньо перевiрити гiпотези щодо того, як вiдбувається регуляцiя
процесiв регенерацiї печiнки з метою їх подальшої перевiрки в бiологiчному
експериментi.

Як було зазначено у роботах [4, 5] у регенерацiї печiнки беруть участь
процеси рiзного часового масштабу. При цьому швидкi процеси можуть вiдi-
гравати важливу роль. При цьому часовий горизонт розгляду процесiв реге-
нерацiї органiзму може становити вiд тижня до кiлькох мiсяцiв.

Тому задача пошуку стратегiї регенерацiї печiнки є експоненцiйно скла-
дною щодо вiдлiкiв часової шкали координат, що кодують переходи з попе-
реднього стану безпосередньо у наступний стан. Природньо постає питання
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про знаходження ефективних методiв наближеного розв’язання цiєї задачi за
наявностi тих чи iнших обмежень.

Одним iз найуспiшнiших методiв є адаптивне динамiчне програмування
(АДП) та навчання з пiдкрiпленням. Модифiкацiю дiй на основi взаємодiї з
навколишнiм середовищем навчанням з пiдкрiпленням (reinforcement learni-
ng, RL) [6]. Iснує багато типiв навчання, включаючи контрольоване навча-
ння, неконтрольоване навчання тощо. Навчання з пiдкрiпленням стосується
агента, який взаємодiє зi своїм середовищем i змiнює свої дiї або стратегiю
керування на основi стимулiв, отриманих у вiдповiдь на його дiї. Це базується
на оцiночнiй iнформацiї з навколишнього середовища i може називатися на-
вчанням, заснованим на дiях. RL передбачає причинно-наслiдковий зв’язок
мiж дiями та винагородою чи покаранням.

Алгоритми RL побудованi на iдеї, що успiшнi контрольнi рiшення слiд за-
пам’ятовувати за допомогою сигналу пiдкрiплення, щоб вони з бiльшою ймо-
вiрнiстю були використанi вдруге. RL тiсно пов’язаний з теоретичної точки
зору з прямими та непрямими адаптивними методами оптимального керува-
ння. Адаптивне динамiчне програмування та навчання з пiдкрiпленням, крiм
«офлайн» методiв передбачає «он-лайн» методи, що працюють у реальному
режимi часу i якi, зрештою, не вимагають знання рiвнянь динамiки системи
– методи, що базуються на даних, у тому числi методiв, якi обробляють данi,
що надходять у реальному масштабi часу [12].

У цiй роботi ми розглянемо «он-лайн» методи вирiшення задачi визна-
чення верхньої оцiнки оптимальностi у постановцi адаптивного динамiчного
програмування.

2. Постановка задачi АДП визначення стратегiї верхньої

оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки органiзму.

Попередньо було розроблено дискретну, детермiновану, автономну, керо-
вану динамiчну систему 𝑆(𝑋,𝑈, 𝑓) у термiнах iндексiв дискретних часiв t [7]:

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡), 0 ≤ 𝜆𝑡 ≤ 1, 𝑥0 = 𝑥0, 𝑥𝑡 ∈ 𝑋,𝜆𝑡 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ N, (1)

де 𝑥𝑡 - типи функцiональних клiтин печiнки в момент часу 𝑡; 𝑋 ⊆ R𝑛 -
простiр допустимих станiв системи; 𝑥0 ∈ 𝑋 - заданий початковий розподiл
функцiональних клiтин печiнки; 𝑈 ⊆ R𝑚 - простiр допустимих керуючих дiй;
𝜏𝑡 - задана функцiя зовнiшньої токсичностi.

Функцiя 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡) задана у явному виглядi для моделi регенерацiї пе-
чiнки, яку ми розробили [4, 7]. Запропонована модель процесiв регенерацiї
печiнки включає такi моделi популяцiйної динамiки, як узагальненi рiвняння
Лотки-Вольтерра, рiвняння Лотки-Вольтерра з переходами, рiвняння Лотки-
Вольтерра iз запiзненням.

Така система задовольняє однокроковiй властивiстi Маркова, оскiльки її
стан у момент часу 𝑡 + 1 залежить лише вiд стану та вхiдних даних у попе-
реднiй момент часу 𝑡.
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Для полегшення аналiзу часто розглядають клас систем з дискретним
часом, що описуються нелiнiйною динамiкою у формi рiзницевого рiвняння
афiнного простору станiв:

𝑥𝑡+1 = 𝑔1(𝑥𝑡) + 𝑔2(𝑥𝑡)𝜆𝑡. (2)

Аналiз таких форм зручний i може бути узагальнений на загальну вибiрку
даних форми (1).

Стратегiя керування визначається як функцiя вiд простору станiв до про-
стору керування 𝜆 : 𝑋 → 𝑈 . Тобто для кожного стану 𝑥𝑡 стратегiя визначає
керуючу дiю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡).

Кожному дискретному переходу системи з поточного стану 𝑥𝑡 у наступний

стан 𝑥𝑡+1 пiд дiєю керування 𝑥𝑡
𝜆𝑡−→ 𝑥𝑡+1 приписується його вартiсть:

𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡),

де 𝑟 : 𝑋 × 𝑈 → R є мiрою вартостi керування за один крок (utility).
Далi припускатимемо, що функцiя 𝑟 обмежена. Принаймнi для бiологi-

чних систем припущення, що вартiсть, ефективнiсть, кориснiсть стану не мо-
же бути необмежено великим, природно.

2.1. Оптимальна вартiсть.

На вiдмiну вiд розглянутої в [7] постановки задачi визначення оптимальної
стратегiї, у задачi АДП розглядають дисконтовану сумарну вартiсть вперед
або собiвартiсть:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) =

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖), (3)

0 < 𝛾 ≤ 1 - коефiцiєнт дисконтування. Коефiцiєнт дисконтування вiдображає
той факт, що ми менше турбуємося про обставини, якi виникнуть в майбу-
тньому.

Ми припускаємо, що система є стабiлiзованою на деякiй множинi Ω ⊂ R𝑛,
тобто iснує стратегiя керування 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) така, що замкнута система (2) є
асимптотично стiйкою на Ω. Стратегiя керування 𝜆𝑡 називається допустимою,
якщо вона є стабiлiзуючою i дає кiнцеву вартiсть 𝑉𝜆(𝑥𝑡).

Метою теорiї оптимального керування є вибiр стратегiї, яка мiнiмiзує со-
бiвартiсть:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
, (4)

яка вiдома як оптимальна вартiсть. Тодi оптимальна стратегiя керування
визначається як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
. (5)
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Ранiше, наприклад, ми визначали оптимальну стратегiю керування як [7]:

𝜆*𝑡 = argmin
𝜆(.)

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑣𝑡𝑖(𝐾 − Φ𝑡𝑖)
2 (6)

Φ𝑡 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑐𝑖𝑥
𝑖
𝑡 – узагальнений показник функцiональностi печiнки в мо-

мент часу 𝑡.
𝑡𝑖 = 𝑖Δ𝑡,Δ𝑡 – крок дискретизацiї, [0, 𝑇 ] = Δ𝑡𝑁 – iнтервал життєвого

циклу органiзму.
𝐾 – оптимальна функцiональна активнiсть органiзму.
0 ≤ 𝑣𝑡𝑖 ≤ 1 – вiдносна вага моменту життєвого циклу.

Зауваження. Задача знаходження стратегiї регенерацiї печiнки має фi-

зичний змiст кiнцевого iнтервалу часу (життєвий цикл органiзму кiнце-

вий). Але формально систему рiвнянь, що описують процеси регенерацiї пе-

чiнки, можна продовжити на нескiнченну вiсь 𝑡 ∈ N.

2.2. Рiвняння Ляпунова i принцип оптимальностi Беллмана.

Запишемо вираз (3) у виглядi:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾

∞∑︁
𝑖=𝑡+1

𝛾𝑖−𝑡−1𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖). (7)

Вираз (7) еквiвалентний наступному:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1), 𝑉𝜆(𝑥0) = 0. (8)

Вираз (8) є дискретним нелiнiйним рiвнянням Ляпунова.
На пiдставi рiвнянь (7) визначимо дискретний Гамiльтонiан.

𝐻(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡),△𝑉𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) +△𝑉𝑡, (9)

де △𝑉𝑡 = 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)− 𝑉𝜆(𝑥𝑡) - рiзницевий оператор, який виражає змiни дис-
контованої вартостi вперед пiд час переходу зi стану 𝑥𝑘 у стан 𝑥𝑘+1, у ре-
зультатi керуючої дiї 𝜆(𝑥𝑘). З рiвняння Ляпунова випливає, що дискретний
Гамiльтонiан для будь-якого керування та будь-якого поточного стану дорiв-
нює нулю.

Оптимальне значення можна записати за допомогою рiвняння Беллмана
як

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)) . (10)

Цю задачу оптимiзацiї все ще важко вирiшити.
Принцип Беллмана [8] є основою оптимального керування, i вiн ствер-

джує, що "незважаючи на те, якими були попереднi рiшення (тобто керува-
ння), необхiдно вибрати такий варiант керування, щоб собiвартiсть на цьому
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та всiх послiдуючих кроках були мiнiмальними". З точки зору рiвнянь, це
означає, що:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (11)

Рiвняння (11) вiдоме як рiвняння оптимальностi Беллмана або рiвнян-
ня Гамiльтона-Якобi-Белмана (HJB) з дискретним часом. Тодi оптимальна
стратегiя виглядає як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (12)

Оскiльки необхiдно знати оптимальну стратегiю в момент часу 𝑡 + 1 до
(11) для визначення оптимальної стратегiї в момент часу 𝑡, принцип Белл-
мана дає зворотну в часi процедуру для вирiшення проблеми оптимального
керування. Це основа для алгоритмiв динамiчного програмування, якi широ-
ко використовуються в теорiї систем керування, дослiдженнi операцiй тощо.

Позначимо символами 𝐿𝑆 i 𝐿*
𝑆 безлiч функцiй Ляпунова i безлiч опти-

мальних функцiй Ляпунова шляхiв динамiчної системи 𝑆 (1), вiдповiдно:

𝐿𝑆 = {𝑉𝜆(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ 𝑈}

𝐿𝑆 = {𝑉 *(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ 𝑈}

Розглянемо безлiч функцiй Ляпунова та оптимальних функцiй Ляпунова
динамiчної системи 𝑆 (1) як пiдмножини Банахова простору 𝑙∞(N) обмеже-
них функцiй 𝑣 : N → R, 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), з нормою ||𝑣(.)||∞ = sup𝑖∈N |𝑣(𝑖)|.

З огляду на рiвняння Ляпунова (8) визначимо пару вiдображень 𝑇 i 𝑇 *

Банахова простору у себе:

𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N)

𝑇 (𝑣(𝑡)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑣(𝑡+ 1), 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), 𝑡 ∈ N

𝑇 * : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N)

𝑇 (𝑣(𝑡)) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑣(𝑡+ 1)) , 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), 𝑡 ∈ N

Твердження 1. Вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) i 𝑇 * : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) є
стискаючими вiдображеннями в Банаховому просторi 𝑙∞(N).

∃𝛼, 0 < 𝛼 < 1 :
||𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)||∞ ≥ 𝛼||𝑇 (𝑣1(𝑡))− 𝑇 (𝑣2(𝑡))||∞,∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑙∞(N),
||𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)||∞ ≥ 𝛼||𝑇 *(𝑣1(𝑡))− 𝑇 *(𝑣2(𝑡))||∞, ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑙∞(N).
Твердження 2. Стискаючi вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) i 𝑇 * :

𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) мають єдину «нерухому точку» i, якщо нерухома точка вiд-
ображення 𝑇 i нерухома точка вiдображення 𝑇 * належать безлiчi функцiй
Ляпунова та безлiчi оптимальних функцiй Ляпунова динамiчної системи 𝑆,
то цi нерухомi точки є функцiї Ляпунова та оптимальнi функцiї Ляпунова.

∃!𝑣 ∈ 𝑙∞(N) : 𝑇 (𝑣) = 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐿𝑆 ⇒ 𝑣 = 𝑉𝜆(𝑥𝑡).
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∃!𝑣 ∈ 𝑙∞(N) : 𝑇 *(𝑣) = 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐿*
𝑆 ⇒ 𝑣 = 𝑉 *(𝑥𝑡).

Як вiдомо доказ теореми Банаха про нерухому точку заснований на по-
слiдовнiй iтерацiйнiй процедурi використання стискаючих вiдображень, в на-
шому випадку 𝑇 i 𝑇 *. Це є математичним обгрунтуванням iтерацiйних алго-
ритмiв АДП, якi будуть наведенi у наступному роздiлi.

3. Навчання з пiдкрiпленням, АДП та адаптивне керування.

Оптимальним рiшенням керування з використанням динамiчного програ-
мування є процедура зворотного руху в часi. У цьому роздiлi сформулюємо
методи он-лайн навчання з пiдкрiпленням у реальному часi для вирiшення
задачi оптимального керування [9, 12]. Цi методи широко називаються набли-
женим динамiчним програмуванням (АДП) або нейродинамiчним програму-
ванням (НДП) [10]. Є два ключових компоненти: похибка часової рiзницi i
апроксимацiя функцiї вартостi.

Похибка часової рiзницi. На основi рiвняння Беллмана (8) визначимо рiв-
няння похибки часової рiзницi:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)− 𝑉𝜆(𝑥𝑡). (13)

Слiд зазначити, що права частина цього виразу є гамiльтоновою функцiєю
(9). Якщо виконується рiвняння Беллмана, похибка часової рiзницi дорiвнює
нулю.

Похибка часової рiзницi може розглядатися як похибка передбачення мiж
прогнозованою вартiстю та спостережуваною вартiстю у вiдповiдь на керу-
вання, застосоване до системи.

Ключовою особливiстю рiвняння похибки часової рiзницi є те, що вона
не вимагає знання явних рiвнянь динамiки системи. Справдi, якщо ми має-
мо такi данi: траекторiя системи, що спостерiгається, на основi вимiрювань
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ...; функцiя вартостi кроку 𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡); деяке передбачуване керу-
вання 𝜆(.) або деяка передбачувана оцiнка вартостi 𝑉 (𝑥𝑡), тодi, вiдповiдно до
рiвняння (1), ми можемо послiдовно обчислити її похибку часової рiзницi.

Апроксимацiя функцiї вартостi. Для апроксимацiї функцiї вартостi мо-
жуть бути використанi такi методи: лiнiйна регресiя, нейроннi мережi, де-
рева прийняття рiшень, найближчi сусiди, тощо. Припустимо, що функцiя
вартостi може бути досить добре апроксимована найпростiшою нейронною
мережею (лiнiйною регресiєю):

̂︀𝑉𝜆(𝑥) =𝑊 𝑇𝜑(𝑥). (14)

де 𝑊 - вектор коефiцiєнтiв (параметрiв) нейронної мережi, 𝜑(.) – базисна
функцiя активацiї.

Апроксимацiя функцiї нейронною мережею означає обчислення параме-
трiв (синаптичних ваг i змiщень, якщо такi є) мережi. Цей процес називається
навчанням.



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 29

Для деякого керування 𝜆(.) похибка часової рiзницi набуває лiнiйного за
параметрами 𝑊 вигляду:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡+1)−𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡). (15)

Рiвняння 𝑒𝑡 = 0 є рiвнянням з фiксованою точкою. Це рiвняння узгодже-
ностi, яке задовольняється в кожен момент часу 𝑡 для значення 𝑉𝜆(.), що
вiдповiдає поточнiй стратегiї 𝜆(𝑥𝑡). Таким чином, можна використовувати
iтерацiйнi процедури для вирiшення рiвняння часових рiзниць, включаючи
iтерацiю за стратегiями та iтерацiю за значеннями.

Алгоритм iтерацiї за стратегiями он-лайн (On-line policy iterati-

on, PI).

Iнiцiалiзацiя. Виберiть будь-яку допустиму стратегiю керування 𝜆0(𝑥𝑡).
Етап оцiнки стратегiї. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1(𝜑(𝑥𝑡)− 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)). (16)

Зауважимо, що рiвняння форми (16) - це саме тi рiвняння, якi розв’язуються
методом найменших квадратiв (least squares method, LS). Таким чином, ме-
тод найменших квадратiв можна запускати в режимi он-лайн до збiжностi.
Запишемо (16) як:

𝑊 𝑇
𝑖+1Φ(𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)). (17)

Φ(𝑡) = 𝜑(𝑥𝑡) − 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1) – вектор регресiї. Звернiть увагу, що для збiжностi
методу найменших квадратiв вектор регресiї повинен обертатися.

Тодi:
𝑊 𝑇

𝑖+1 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)
−1. (18)

𝐿𝑆(𝑊 ) =

𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− ̂︀𝑉𝜆(𝑥𝑡))︁2 . (19)

𝐿𝑆(𝑊 ) =

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)

−1𝜑(𝑥𝑡)
)︀2
. (20)

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)

−1𝜑(𝑥𝑡)
)︀2
. (21)

Як альтернативу методу найменших квадратiв, коли нейронна мережа
апроксимацiї бiльш складна, можна використовувати метод градiєнтного спу-
ску i його модифiкацiї.

Етап удосконалення стратегiї. Визначте покращену стратегiю за допо-
могою:

𝜆𝑖+1(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (22)

Подiбним чином можна надати он-лайн алгоритм навчання пiдкрiплення
на основi iтерацiї за значеннями.
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Алгоритм iтерацiї за значеннями он-лайн (On-line value iteration,

VI).

Iнiцiалiзацiя. Виберiть будь-яку стратегiю керування 𝜆0(𝑥𝑡), не обов’язково
допустиму або стабiлiзуючу.

Етап оновлення значення. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1𝜑(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1). (23)

Для знаходження параметрiв 𝑊𝑖+1 можна використовувати метод най-
менших квадратiв так само як i в PI алгоритмi. Звернiть увагу, що старi
параметри вагiв знаходяться в правiй частинi (23). Таким чином, вектор ре-
гресiї тепер 𝜑(𝑥𝑡), який повинен обертатися для збiжностi методу найменших
квадратiв.

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− (𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1))𝜑(𝑥𝑡)
−1𝜑(𝑥𝑡)

)︀2
.

Для розв’язання в режимi реального часу можна також використовувати
пакетнi методи найменших квадратiв, рекурсивних найменших квадратiв або
градiєнтнi методи.

Етап удосконалення стратегiї. Визначте покращену стратегiю за допо-
могою:

𝜆𝑖+1(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (24)

Алгоритм навчання з пiдкрiпленням PI (або VI) розв’язує нелiнiйне рiв-
няння Ляпунова на етапi оновлення значення кожного кроку 𝑖, спостерiгаючи
лише набiр даних 𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1, 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) кожного разу вздовж траєкторiй систе-
ми.

Таким чином, навчання з пiдкрiпленням вирiшує базове нелiнiйне рiв-
няння Ляпунова (рiвняння Беллмана) на кожному кроцi в режимi он-лайн,
використовуючи лише данi, що спостерiгаються вздовж траєкторiй системи.

Зауважимо, що втiлення (16) не може бути легко реалiзоване в нелiнiйно-
му випадку, оскiльки воно є неявно в керуваннi, оскiльки 𝑥𝑡+1 залежить вiд
𝜆(.) i є аргументом нелiнiйної функцiї активацiї.

Цi проблеми вирiшуються введенням другої нейронної мережi для страте-
гiї керування, вiдомої як нейронна мережа дiяча [11]. Тому введемо структуру
параметричного апроксиматора дiяча:

𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) = 𝑈𝑇𝜎(𝑥𝑡). (25)

𝜎(𝑥) : R𝑛 × 𝑈 → R𝑀 – вектор M функцiй активацiї i 𝑈 ∈ R𝑀×𝑚 – матриця
вагових коефiцiєнтiв або невiдомих параметрiв.

Реалiзацiя навчання з пiдкрiпленням з використанням двох нейронних ме-
реж, однiєї як критика, а iншої як дiяча, дає структуру, показану на рис. 1. У
цiй системi керування критик i дiяч налаштовуються послiдовно як в PI, так



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 31

Рис. 1. Навчання з пiдкрiпленням зi структурою актор/критик.
Pic.1. Reinforcement learning with an actor/critic framework.

i в VI. Тобто ваги однiєї нейронної мережi зберiгаються постiйними, а ваги
iншої налаштовуються до збiжностi. Ця процедура повторюється до тих пiр,
поки обидвi нейронннi мережi не зiйдуться. Таким чином, це адаптивна си-
стема оптимального керування он-лайн, у якiй параметри функцiї значення
налаштовуються в режимi он-лайн, а збiжнiсть вiдбувається до оптималь-
ного значення та керування. Збiжнiсть нелiнiйної iтерацiї за значеннями з
використанням двох нейронних була доведена в [13].

4. Q-навчання.

Щоб уникнути будь-якої iнформацiї про динамiку системи, потрiбно на-
дати альтернативний шлях для отримання часткових похiдних вiдносно вхi-
дних даних керування, якi не проходять через систему. Для цього Пол Вербос
використав концепцiю зворотного поширення, а Крiс Воткiнс ввiв подiбнi по-
няття для марковського процесу вирiшування у дискретному просторi, який
вiн назвав Q-навчанням [14].

Розглянемо рiвняння Беллмана (8), яке дозволяє обчислити цiннiсть будь-
якої заданої допустимої стратегiї 𝜆(.). Оптимальне керування визначається
за допомогою (5) або (12). Отже, давайте визначимо функцiю 𝑄 (quality),
пов’язану зi стратегiєю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡):

𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1). (26)

Зауважте, що функцiя 𝑄 є функцiєю як стану 𝑥𝑡, так i керування 𝜆𝑡 у
момент часу 𝑡. Вона вiдповiдає «якостi» дiї, обраної в поточному станi. Ви-
значимо оптимальну функцiю Q:

𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1). (27)
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З точки зору 𝑄*, можна записати рiвняння оптимальностi Беллмана i
оптимальне керування в дуже простiй формi:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆

(𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆)) , 𝜆
*(𝑥𝑡) = argmin

𝜆
(𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆)) . (28)

Пiд час вивчення функцiї вартостi необхiдно навчити та зберегти опти-
мальне значення для всiх можливих станiв 𝑥𝑡. На вiдмiну вiд цього при Q-
навчаннi потрiбно зберiгати оптимальну функцiю 𝑄 для всiх значень (𝑥𝑡, 𝜆𝑡),
тобто для всiх можливих керуючих дiй, що виконуються в кожному можли-
вому станi. Це набагато бiльше iнформацiї.

Щоб застосувати методи пiдкрiплення он-лайн для вивчення функцiї Q,
потрiбно визначити: рiвняння з фiксованою точкою для Q i вiдповiдну стру-
ктуру параметричного апроксиматора для Q.

«Рiвняння Беллмана» для Q є

𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑄𝜆(𝑥𝑡+1, 𝜆(𝑥𝑡+1)). (29)

Оптимальне значення Q задовольняє:

𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑄*(𝑥𝑡+1, 𝜆
*(𝑥𝑡+1)). (30)

Рiвняння (29) є рiвнянням з фiксованою точкою або «рiвнянням Беллма-
на» для Q. Тепер можна використовувати будь-який он-лайн метод навчання
з пiдкрiпленням вище як основу для АДП, включаючи PI та VI.

Для нелiнiйних систем допускається параметричний апроксиматор або
нейронна мережа вигляду:

̂︀𝑄𝜆(𝑥, 𝜆) =𝑊 𝑇𝜑(𝑥, 𝜆). (31)

де 𝜑(𝑥, 𝜆) – множина базисних функцiй активацiї. Тодi похибка часової рi-
зницi набуває вигляду:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡+1, 𝜆𝑡+1)−𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡, 𝜆𝑡). (32)

Для методiв навчання з пiдкрiпленням, включаючи PI або VI, етап онов-
лення стратегiї буде базуватися на:

𝜕

𝜕𝜆
𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆) =

𝜕

𝜕𝜆
𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡, 𝜆) = 0. (33)

Оскiльки ця нейронна мережа явно залежить вiд керуючої дiї 𝜆, похiднi
можуть бути обчисленi без знання динамiки системи. Щоб вирiшити рiвняння
для 𝜆 i отримати явну стратегiю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡), потрiбно застосувати теорему про
неявну функцiю до цiєї структури нейронної мережi.

Алгоритми PI i VI можна використовувати для Q-навчання.
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5. Висновки

У цiй статтi представлено основнi iдеї та алгоритми навчання з пiдкрi-
пленням, зокрема сiмейства методiв, вiдомих як адаптивне динамiчне про-
грамування (ADP), а також продемонстрована кориснiсть цих методiв для
визначення оптимальної стратегiї керування бiологiчної системи процесiв ре-
генерацiї печiнки людини.

Таким чином, в подальшому викладенi методи будуть використанi для
розв’язання задачi знаходження верхньої оцiнки оптимальностi процесiв ре-
генерацiї печiнки. Також отриманi розв’язки планується верифiкувати з да-
ними, якi отриманi в бiологiчних експериментах.

Iсторiя статтi: отримана: 8 травня 2024; останнiй варiант: 22 травня 2024
прийнята: 8 червня 2024.
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Every living organism interacts with an environment and uses that interacti-
on for an improvement of its own adaptability, and, as a result, one’s survival
and overall development. The process of evolution shows us that different
species change methods of interaction with an environment with passage
of time, which leads to natural selection and survival of the most adaptive
ones. This learning, which based on actions, or reinforcement learning may
embrace the idea of optimal behavior occurring in environmental systems.
We describe mathematical formulas for reinforcement learning and the
practical integration method also known as adaptive dynamic programmi-
ng. That gives us the overall concept of controllers for artificial biological
systems that both learn and show the optimal behavior.

This paper reviews the formulation of the upper optimality problem, for whi-
ch the optimal regulation strategy is guaranteed to be better or equivalent to
objective regulation rules that can be observed in natural biological systems.
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In cases of optimal reinforcement learning algorithms the learning process
itself moves from the analysis of the item take on system dynamics to the
much higher level. The object of interest now is not the details of the system
dynamics, but the quantity efficiency index, which clearly represents how
optimally the control system works. Such scheme of reinforcement learning
is learning technique of optimal behavior in order to monitor the response
to non-optimal control strategies.

The purpose of this article is to show the possibility of using of reinforcement
learning methods, the adaptive dynamic programming (ADP) in particular,
to control biological systems using feedback. This article shows the on-line
methods for solving the problem of searching the upper optimality estimate
with adaptive dynamic programming.

Keywords: Dynamic programming; Optimal control; Reinforcement

learning.
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Homogeneous approximations of nonlinear control
systems with output and weak algebraic equivalence

In the paper, we consider nonlinear control systems that are linear with
respect to controls with output; vector fields defining the system and the
output are supposed to be real analytic. Following the algebraic approach,
we consider series 𝑆 of iterated integrals corresponding to such systems.
Iterated integrals form a free associative algebra, and all our constructions
use its properties. First, we consider the set of all (formal) functions of such
series 𝑓(𝑆) and define the set 𝑁𝑆 of terms of minimal order for all such
functions. We introduce the definition of the maximal graded Lie generated
left ideal 𝒥max

𝑆 which is orthogonal to the set 𝑁𝑆 . We describe the relati-
on between this maximal left ideal and the left ideal 𝒥𝑆 generated by the
core Lie subalgebra of the system which realizes the series. Namely, we show
that 𝒥𝑆 ⊂ 𝒥max

𝑆 . In particular, this implies that the graded Lie subalgebra
that generates the left ideal 𝒥max

𝑆 has a finite codimension. Also, we give
the algorithm which reduces the series 𝑆 to the triangular form and propose
the definition of the homogeneous approximation for the series 𝑆. Namely,
homogeneous approximation is a homogeneous series with components that
are terms of minimal order in each component of this triangular form. We
prove that the set 𝑁𝑆 coincides with the set of all shuffle polynomials of
components of a homogeneous approximation. Unlike the case when the
output is identical, the homogeneous approximation is not completely defi-
ned by the ideal 𝒥max

𝑆 . In order to describe this property, we introduce two
different concepts of equivalence of series: algebraic equivalence (when two
series have the same homogeneous approximation) and weak algebraic equi-
valence (when two series have the same maximal left ideal and therefore
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have the same minimal realizing system). We prove that if two series are
algebraically equivalent, then they are weakly algebraically equivalent. The
examples show that in general the converse is not true.

Keywords: homogeneous approximation; nonlinear control system;

series of iterated integrals; core Lie subalgebra; maximal left ideal.

2020 Mathematics Subject Classification: 93B15; 93B25; 93C10.

1. Introduction

In the paper, we consider nonlinear control systems with output of the form

�̇� =
𝑚∑︁
𝑖=1

𝑋𝑖(𝑥)𝑢𝑖, 𝑥(0) = 0, 𝑦 = ℎ(𝑥), (1)

where 𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥) are real analytic vector fields in a neighborhood of the
origin in R𝑛 and ℎ(𝑥) is a real analytic nonzero map from a neighborhood of the
origin in R𝑛 to R𝑝 such that ℎ(0) = 0.

Various problems for such systems including controllability, observability,
stability, optimal control were deeply studied during many decades [6]. In parti-
cular, differential geometric methods were intensively developed which allowed
applying the deep theory related to Lie algebras of vector fields [7]. Another
approach based on algebraic and combinatorial tools was proposed by M. Fliess [4]
and turned out to be perspective [8]. As the first step, instead of the system (1),
the series of iterated integrals is considered. In particular, the algebraic approach
was successfully used for studying the problem of homogeneous approximation of
nonlinear control systems (1) in the case of identity output ℎ(𝑥) = 𝑥 [12]. One
of the advantages is that the obtained algorithms can be efficiently implemented
as computer programs [11]. We recall the main ideas in Section 2. Later, the
approach was developed to study homogeneous approximations of systems (1) in
the case of one-dimensional output, i.e., when 𝑝 = 1 [1], [2].

In the present paper we consider the general case, when the output can be
of arbitrary dimension. The main results are given in Section 3. We propose
the definition of a homogeneous approximation of a series of iterated integrals
corresponding to the system (1) (Definition 4) and describe the method to
construct it (Lemma 2). Further, we introduce two definitions of equivalence for
series, namely, algebraic equivalence and weak algebraic equivalence (Definitions 5
and 6), and study their properties (Theorem 1 and Corollary 1). In the case of
identity output ℎ(𝑥) = 𝑥 these two kinds of equivalence coincide.

2. Background

Series of iterated integrals. Let us consider the system (1). The form of
the right hand side of the system, namely, linearity in 𝑢𝑖, allows us to express
explicitly the output 𝑦 via controls

𝑦(𝑇 ) =

∞∑︁
𝑘=1

∑︁
1≤𝑖1,...,𝑖𝑘≤𝑚

𝑐𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢), (2)
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where

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢) =

∫︁ 𝑇

0

∫︁ 𝜏1

0
· · ·
∫︁ 𝜏𝑘−1

0
𝑢𝑖1(𝜏1)𝑢𝑖2(𝜏2) · · ·𝑢𝑖𝑘(𝜏𝑘)𝑑𝜏𝑘 · · · 𝑑𝜏2𝑑𝜏1 (3)

are iterated integrals and 𝑐𝑖1...𝑖𝑘 ∈ R𝑝 are constant coefficients that can be found
via values of vector fields 𝑋𝑖(𝑥) and the map ℎ(𝑥) and their derivatives at the
origin,

𝑐𝑖1...𝑖𝑘 = 𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1ℎ(0). (4)

Here 𝑋𝑖 act as differential operators of the first order, 𝑋𝑖𝜓(𝑥) = 𝜓′(𝑥)𝑋𝑖(𝑥).
Suppose we consider admissible controls from a sufficiently wide class, for example,
from the unit ball of the space 𝐿∞([0, 𝑇 ];R𝑚)

𝐵𝑇 = {𝑢(𝑡) = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑚(𝑡)) ∈ 𝐿∞([0, 𝑇 ];R𝑚) : 𝑢21(𝑡) + · · ·+ 𝑢2𝑚(𝑡) ≤ 1 a. e.}.
(5)

Then one can show [4] that iterated integrals are linearly independent functionals.
Hence, they form a basis of the linear space over R

ℱ𝑇 = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢) : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}.

The form of these basis functionals suggest introducing a concatenation operation,

𝜂𝑖1...𝑖𝑘(𝑇, 𝑢) ∨ 𝜂𝑗1...𝑗𝑞(𝑇, 𝑢) = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞(𝑇, 𝑢),

which turns ℱ𝑇 into a free associative algebra. This interpretation allows applying
algebraic and combinatorial tools for control systems (1). We briefly recall several
results used in this paper below.

Abstract free associative algebra. First, let us notice that all algebras ℱ𝑇

for 𝑇 > 0 are isomorphic. Hence, we can consider the unique abstract algebra
ℱ isomorphic to all ℱ𝑇 , and then interpret the series in the right hand side of
(2) as a series of elements from ℱ . More specifically, let us introduce 𝑚 abstract
independent elements denoted by 𝜂1, . . . 𝜂𝑚, and consider all finite sequences of
these elements

𝜂𝑖1...𝑖𝑘 = 𝜂𝑖1 · · · 𝜂𝑖𝑘 .

Then the linear span of 𝜂𝑖1...𝑖𝑘 (over R)

ℱ = Lin{𝜂𝑖1...𝑖𝑘 : 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}. (6)

with the concatenation operation

𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝜂𝑗1...𝑗𝑞 = 𝜂𝑖1...𝑖𝑘𝑗1...𝑗𝑞

is a free associative algebra isomorphic to any ℱ𝑇 , 𝑇 > 0.
For convenience, we use the notation for the set of multi-indices

𝑀 =
⋃︁
𝑘≥1

𝑀𝑘, 𝑀𝑘 = {𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) : 1 ≤ 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≤ 𝑚}.



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 39

Then, instead of the series of iterated integrals, we consider the formal series

𝑆 =
∑︁
𝐼∈𝑀

𝑐𝐼𝜂𝐼 (7)

with coefficients (4). Let us introduce the linear map 𝑐 : ℱ → R𝑝 defined on basis
elements by

𝑐(𝜂𝐼) = 𝑐𝐼 , 𝐼 ∈𝑀.

Free Lie algebra and realizability conditions. Let us consider the free
Lie algebra ℒ generated by the same elements 𝜂1, . . . 𝜂𝑚 as ℱ and by the Lie
bracket operation [ℓ1, ℓ2] = ℓ1ℓ2 − ℓ2ℓ1, ℓ1, ℓ2 ∈ ℒ. There exists a close relation
between the Lie algebra ℒ and the Lie algebra of vector fields 𝐿 generated by
𝑋1(𝑥), . . . , 𝑋𝑚(𝑥). More specifically, let us consider the anti-homomorphism of
Lie algebras 𝜙 : ℒ → 𝐿 defined by 𝜙(𝜂𝑖) = 𝑋𝑖(𝑥) and such that 𝜙([ℓ1, ℓ2]) =
[𝜙(ℓ2), 𝜙(ℓ1)]. Then for any (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) and any ℓ ∈ ℒ

𝑐(𝜂𝑖1...𝑖𝑘ℓ) = 𝜙(ℓ)𝑋𝑖𝑘 · · ·𝑋𝑖1ℎ(0).

This property explains why a series of the form (7) defined by system (1) satisfies
some additional conditions that require relations between coefficients. We recall
the result [6]. The series (7) is called realizable if there exist real analytic vector
fields 𝑋1, . . . , 𝑋𝑚 and a real analytic map ℎ such that equalities (4) are satisfied
for any 𝐼 = (𝑖1, . . . , 𝑖𝑘) ∈ 𝑀 . Obviously, a realizable series should satisfy the
following growth condition: there exist 𝐶,𝐶1 > 0 such that

‖𝑐𝐼‖ ≤ 𝐶1|𝐼|!𝐶 |𝐼| for any 𝐼 ∈𝑀 (8)

where |𝐼| denotes the length of the multi-index 𝐼. For any ℓ ∈ ℒ, let us denote by
𝐹𝑐(ℓ) the series

𝐹𝑐(ℓ) =
∑︁

𝐼∈𝑀∪{∅}

𝑐(𝜂𝐼ℓ)𝜂𝐼

assuming 𝜂∅ = 1 and introduce the Lie rank of the series 𝑆 as

𝜌𝐿(𝑐) = dim {𝐹𝑐(ℓ) : ℓ ∈ ℒ} .

The following realizability theorem [6] holds: the series (7) satisfying the growth
condition (8) is realizable if and only if its Lie rank is finite, 𝜌𝐿(𝑐) < ∞. In this
case, 𝑛 = 𝜌𝐿(𝑐) is the minimal dimension of the system that realizes the series;
we call such a system a minimal realization of the series.

Iterated integrals and grading in abstract algebras. Let us turn to
iterated integrals (3). If the control belongs to the set (5), then obviously
|𝜂𝐼(𝑇, 𝑢)| ≤ 1

𝑘!𝑇
𝑘, where 𝑘 = |𝐼|. Hence, locally, when 𝑇 is small, the main

role is played by terms of the series 𝑆 containing integrals of minimal length.
Algebraically, we express this property introducing the grading in the algebra ℱ

ℱ =

∞∑︁
𝑘=1

ℱ𝑘, ℱ𝑘 = Lin{𝜂𝐼 : |𝐼| = 𝑘},
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and the corresponding grading in the Lie algebra ℒ

ℒ =

∞∑︁
𝑘=1

ℒ𝑘, ℒ𝑘 = ℒ ∩ ℱ𝑘.

If 𝑎 ∈ ℱ𝑘, we say that 𝑎 is homogeneous and has the order 𝑘 and write ord(𝑎) = 𝑘.
In [5], [11], [12], [13], [14], the particular case of systems (1) was considered

where ℎ(𝑥) = 𝑥 was an identity output. In this case, the output coincides with the
trajectory of the system. For such systems, the concept of homogeneous approxi-
mation was studied by use of algebraic approach. We recall the main constructions.

Core Lie subalgebra of the system and its graded left ideal. Suppose
the series (7) with 𝑛-dimensional coefficients satisfies the growth condition (8),
the Rashevsky-Chow condition

𝑐(ℒ) = R𝑛, (9)

and the realizability condition of the following form:

if 𝑐(ℓ) = 0 for some ℓ ∈ ℒ, then 𝑐(𝑎ℓ) = 0 for any 𝑎 ∈ ℱ . (10)

Then it is realizable and the minimal realizing system (1) such that ℎ(𝑥) = 𝑥 has
the dimension 𝑛. Let us introduce the subspaces

𝒫𝑘 = {ℓ ∈ ℒ𝑘 : 𝑐(ℓ) ∈ 𝑐(ℒ1 + · · ·+ ℒ𝑘−1)}, 𝑘 ≥ 0,

and the Lie subalgebra [5]

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚 =
∞∑︁
𝑘=1

𝒫𝑘,

which is called the core Lie subalgebra of the system (1). One can show that its
codimension in ℒ equals 𝑛.

Now, we choose any homogeneous elements ℓ1, . . . , ℓ𝑛 ∈ ℒ such that

ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚 + Lin{ℓ1, . . . , ℓ𝑛} = ℒ;

for convenience we assume that ord(ℓ𝑖) ≤ ord(ℓ𝑗) if 𝑖 < 𝑗. Besides, we choose any
homogeneous basis of ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚 and denote it by {ℓ𝑖}∞𝑖=𝑛+1. Thus, {ℓ𝑖}∞𝑖=1 is a
homogeneous basis of the Lie algebra ℒ.

This allows us to use the Poincaré-Birkhoff-Witt Theorem [10] which says that
a basis of the associative algebra ℱ can be obtained by use of the basis of the Lie
algebra ℒ. Namely, the set

{ℓ𝑞1𝑖1 · · · ℓ
𝑞𝑘
𝑖𝑘

: 𝑘 ≥ 1, 1 ≤ 𝑖1 < · · · < 𝑖𝑘, 𝑞1, . . . , 𝑞𝑘 ≥ 1} (11)

is a homogeneous basis of ℱ , where we denote ℓ𝑞 = ℓ · · · ℓ (𝑞 times). Having in
mind the realizability condition (10), we introduce the graded left ideal generated
by the core Lie subalgebra,

𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚 = Lin{𝑎ℓ : 𝑎 ∈ ℱ + R, ℓ ∈ ℒ𝑋1,...,𝑋𝑚}.



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 41

It can be shown that if 𝑎 ∈ 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚 ∩ ℱ𝑘, then 𝑐(𝑎) ∈ 𝑐(ℱ1 + · · · + ℱ𝑘−1).
Roughly speaking, this means that elements from the left ideal 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚 cannot
be leading terms in the series (7) corresponding to the system with respect to the
grading in ℱ .

Dual basis and homogeneous approximation of the system. It turns
out that the left ideal 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚 can be described in another way. Let us introduce
the inner product in ℱ assuming that the basis consisting of elements 𝜂𝐼 is
orthonormal. Also, introduce the shuffle product in ℱ by the recursive rule

𝜂𝑖ш 𝜂𝑗 = 𝜂𝑖𝑗 + 𝜂𝑗𝑖,
𝜂𝑖ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑘 = 𝜂𝑗1...𝑗𝑘 ш 𝜂𝑖 = 𝜂𝑖𝜂𝑗1...𝑗𝑘 + 𝜂𝑗1(𝜂𝑖ш 𝜂𝑗2...𝑗𝑘), 𝑘 ≥ 2,

𝜂𝑖1...𝑖𝑠 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑘 = 𝜂𝑖1(𝜂𝑖2...𝑖𝑠 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑘) + 𝜂𝑗1(𝜂𝑖1...𝑖𝑠 ш 𝜂𝑗2...𝑗𝑘), 𝑠, 𝑘 ≥ 2.

This operation is justified by the following relation with multiplication of iterated
integrals,

𝜂𝑖1...𝑖𝑠(𝑇, 𝑢) 𝜂𝑗1...𝑗𝑘(𝑇, 𝑢) = (𝜂𝑖1...𝑖𝑠 ш 𝜂𝑗1...𝑗𝑘)(𝑇, 𝑢),

where in the left hand side there is the (usual) product of two functionals and in
the right hand side we find the shuffle product in ℱ and then substitute iterated
integrals instead of the corresponding elements of ℱ .

Then, the dual (with respect to the inner product) basis for the basis (11) has
the form [9]

𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
𝑑ш𝑞1
𝑖1

ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑘
𝑖𝑘

,

where 𝑑ш𝑞 = 𝑑ш · · · ш 𝑑 (𝑞 times); for brevity we use the notation 𝑑𝑖 = 𝑑1𝑖 . More
specifically, 𝑑𝑖 are orthogonal to all elements of the basis (11) except ℓ𝑖 and the
inner product of 𝑑𝑖 and ℓ𝑖 equals 1. Moreover, due to the special choice of the
basis {ℓ𝑖}∞𝑖=1, the set

{𝑑ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑑ш𝑞𝑛

𝑛 : 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑛 ≥ 1}

forms a basis of the orthogonal complement 𝒥 ⊥
𝑋1,...,𝑋𝑚

to the left ideal 𝒥𝑋1,...,𝑋𝑚

[12].
Finally, one can prove that there exists a change of variables 𝑧 = 𝐹 (𝑥) in the

system (1) which reduces its series to the form

𝐹 (𝑆) =

⎛⎝𝑑1 + 𝜌1
· · ·

𝑑𝑛 + 𝜌𝑛

⎞⎠ ,

where 𝜌𝑖 contain terms of order greater than ord(𝑑𝑖). Taking into account the
sense of grading, we can consider the series

̂︀𝑆 =

⎛⎝𝑑1· · ·
𝑑𝑛

⎞⎠
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as a homogeneous approximation of the series 𝑆. Moreover, it can be shown that
there exists a system with the series ̂︀𝑆; this system is naturally considered as
a homogeneous approximation of the system (1). We emphasize that the serieŝ︀𝑆, the system corresponding to this series, and the change of variables can be
explicitly found and the algebraic framework allows efficient use of numerical
computation [11], [13].

3. Main result

Let us consider a series 𝑆 of the form (7). We assume that it is realizable and
𝜌𝐿(𝑆) = 𝑛. Without loss of generality we assume that each component 𝑆𝑖 of the
series 𝑆 is nonzero.

Definition 1. Denote by 𝑟𝑗 the minimal order of terms included to the component
𝑆𝑗 of the series (7),

𝑟𝑗 = min{𝑘 : (𝑐𝐼)𝑗 ̸= 0 for some 𝐼 ∈𝑀𝑘}, 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Define the minimal part of the series 𝑆 as

𝑆min =

⎛⎝(𝑆1)min

· · ·
(𝑆𝑝)min

⎞⎠ ,

where

(𝑆𝑗)min =
∑︁
|𝐼|=𝑟𝑗

(𝑐𝐼)𝑗𝜂𝐼 , 𝑗 = 1, . . . , 𝑝.

Remark. In the paper [2] we considered one-dimensional series, i.e., the case
𝑝 = 1, where we used the notation ̂︀𝑆 instead of 𝑆min and called it “a homogeneous
approximation” of the series 𝑆. However, for 𝑝 > 1, such a definition of a
homogeneous approximation is not natural, which is shown by the following
example.

Example. Consider the series

𝑆 =

(︂
𝜂1

𝜂1 + 𝜂21 + 𝜂211

)︂
.

In this case 𝑆min = (𝜂1, 𝜂1)
⊤. However, the transformation 𝐹 (𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑥1)

⊤

reduces 𝑆 to the form 𝐹 (𝑆) = (𝜂1, 𝜂21 + 𝜂211)
⊤, and (𝐹 (𝑆))min = (𝜂1, 𝜂21)

⊤ has
more reasons to be considered as a homogeneous approximation of the series 𝑆.
Actually, in this case 𝑆 is realized by the system

�̇�1 = 𝑢1
�̇�2 = 𝑢1 + 𝑥1𝑢2 +

1
2𝑥

2
1𝑢2

(12)

with the output 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥 while (𝐹 (𝑆))min is realized by the homogeneous
approximation [12] of the system (12)

�̇�1 = 𝑢1
�̇�2 = 𝑥1𝑢2
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with the output 𝑦 = ℎ(𝑥) = 𝑥.

Below, by a formal 𝑟-dimensional mapping we mean any formal series of the
form

𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝) =
∑︁

𝑞1+···+𝑞𝑝≥1

𝑓𝑞1...𝑞𝑝𝑎
ш𝑞1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑞𝑝

𝑝 ,

where 𝑓𝑞1...𝑞𝑝 ∈ R𝑟. In particular, if 𝑟 = 1, we call 𝑓 a formal function.
If 𝑓 is a formal function, then 𝑓(𝑆) is a series of elements of ℱ with one-

dimensional coefficients. Then (𝑓(𝑆))min is the sum of elements of the minimal
order from this series.

We adopt the following notation. Given a realizable series (7), we denote by
ℒ𝑆 the core Lie subalgebra of a system which is the minimal realization of the
series 𝑆; by 𝒥𝑆 we denote the graded left ideal generated by ℒ𝑆 .

Lemma 1. Let 𝑆 be a realizable series of the form (7). Then for any formal

function 𝑓(𝑎1, . . . , 𝑎𝑝)
𝒥𝑆 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min.

Proof. Let codim(ℒ𝑆) = 𝜌𝐿(𝑐) = 𝑛. Let us consider a realization of 𝑆 and
its (𝑛-dimensional) series ̃︀𝑆. Then, without loss of generality, we can choose the
series ̃︀𝑆 in the form ̃︀𝑆𝑘 = 𝑑𝑘 +𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛,

where 𝑑𝑘 are elements of the dual basis constructed as described in the previous
section, 𝑅𝑘 contains terms of order greater than ord(𝑑𝑘), and 𝑆 = ℎ(̃︀𝑆), where
ℎ is a formal 𝑝-dimensional mapping. It is clear that (𝑓(𝑆))min = (𝑓(ℎ(̃︀𝑆)))min

equals a shuffle polynomial of 𝑑𝑘. Hence, as was shown in [12], (𝑓(𝑆))min ∈ 𝒥 ⊥
𝑆 ,

which proves the lemma.

Now, following the idea of the paper [2], we introduce the maximal left ideal
which is orthogonal to any element (𝑓(𝑆))min. First, recall the following definition.

Definition 2. [2] We say that a linear subspace 𝒥 ′ ⊂ ℱ is a graded Lie generated

left ideal if there exists a graded Lie subalgebra ℒ′ ⊂ ℒ such that

𝒥 ′ = Lin{𝑎ℓ : 𝑎 ∈ ℱ + R, ℓ ∈ ℒ′}.

If this is the case, we say that 𝒥 ′ is generated by ℒ′. We denote the set of all

graded Lie generated left ideals by 𝐷.

In particular, 𝒥𝑆 ∈ 𝐷; it is generated by ℒ𝑆 .
Now we introduce the following subset of graded Lie generated left ideals:

𝐷𝑆 = {𝒥 ∈ 𝐷 : 𝒥 ⊂ (𝑓(𝑆))⊥min for any formal function 𝑓}.

Lemma 1 implies that 𝒥𝑆 ∈ 𝐷𝑆 , therefore, 𝐷𝑆 ̸= ∅.
Obviously, there exists the unique maximal (in the sense of inclusion) left ideal

in the set 𝐷𝑆 . We denote it by 𝒥max
𝑆 and denote the Lie subalgebra that generates

𝒥max
𝑆 by ℒmax

𝑆 . Let 𝑟 = codim(ℒmax
𝑆 ). Since ℒ𝑆 ⊂ ℒmax

𝑆 , we have 𝑟 ≤ 𝑛.
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Now we apply the construction of a dual basis described in the previous section
to the Lie subalgebra ℒmax

𝑆 . Namely, we choose homogeneous elements ̂︀ℓ1, . . . , ̂︀ℓ𝑟 ∈
ℒ such that ord(̂︀ℓ𝑖) ≤ ord(̂︀ℓ𝑗) if 𝑖 < 𝑗 and

ℒmax
𝑆 + Lin{̂︀ℓ1, . . . , ̂︀ℓ𝑟} = ℒ.

Also, we choose a homogeneous basis {̂︀ℓ𝑖}∞𝑖=𝑟+1 of ℒmax
𝑆 . Finally, we apply the

Poincaré-Birkhoff-Witt Theorem and construct a dual basis

̂︀𝑑𝑞1...𝑞𝑘𝑖1...𝑖𝑘
=

1

𝑞1! · · · 𝑞𝑘!
̂︀𝑑ш𝑞1
𝑖1

ш · · · ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑘
𝑖𝑘

,

where the notation ̂︀𝑑𝑖 = ̂︀𝑑1𝑖 is used. Analogously to [12] it can be shown that the
set

{̂︀𝑑ш𝑞1
1 ш · · · ш ̂︀𝑑ш𝑞𝑟

𝑟 : 𝑞1 + · · ·+ 𝑞𝑟 ≥ 1}

forms a basis of (𝒥max
𝑆 )⊥. Since (𝑓(𝑆))min ⊂ (𝒥max

𝑆 )⊥, then (𝑓(𝑆))min is a shuffle
polynomial of ̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟 for any formal function 𝑓 .
Definition 3. For a given set 𝐴 ⊂ ℱ , we define a shuffle span of the set 𝐴 as

𝐴𝑠ℎ = Lin{𝑎ш𝑖1
1 ш · · · ш 𝑎ш𝑖𝑘

𝑘 : 𝑘 ≥ 1, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐴, 𝑖1, . . . , 𝑖𝑘 ≥ 0}.

Let us consider the subspace

𝑁𝑆 = {(𝑓(𝑆))min : 𝑓 is a formal function}. (13)

As is shown above, any element of 𝑁𝑆 is a shuffle polynomial of ̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟, that
is,

𝑁𝑆 ⊂ {̂︀𝑑1, . . . , ̂︀𝑑𝑟}𝑠ℎ.
Thus, any element of 𝑁𝑆 is a shuffle polynomial of 𝑟 elements, where 𝑟 ≤ 𝑛 =
𝜌𝐿(𝑐). However, elements ̂︀𝑑𝑖 may not belong to the set 𝑁𝑆 . We show how one
can find a “shuffle basis” of the set 𝑁𝑆 , that is, elements of 𝑁𝑆 that generate
the set 𝑁𝑆 by using shuffles. Below we say that several elements are polynomially
independent if any of them does not equal a shuffle polynomial of the others.

Lemma 2. There exist 𝑞 ≤ 𝑝 homogeneous polynomially independent elementŝ︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 ∈ 𝑁𝑆 such that

𝑁𝑆 = {̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞}𝑠ℎ. (14)

Proof. We describe the algorithm for finding such elements ̂︀𝑎𝑖. It is a generali-
zation of the algorithm [3], [14] for finding a homogeneous approximation of a
series of Lie rank 𝑛 satisfying the Rashevsky-Chow condition (9).

Step 1. Assume that the components of 𝑆 are nonzero. Find the minimal order
of all components,

𝛼1 = min{ord((𝑆𝑖)min) : 𝑖 = 1, . . . , 𝑝}.
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Find a linear nonsingular mapping 𝐹 such that the elements ((𝐹 (𝑆))𝑖)min ∈
ℱ𝛼1 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑛1 are linearly independent and (𝐹 (𝑆))𝑖 contain only elements
of order greater than 𝛼1, 𝑖 = 𝑛1 + 1, . . . , 𝑝. Denote 𝑆1 = 𝐹 (𝑆).

Step 𝑘 ≥ 2. If 𝑛𝑘−1 = 𝑝, then stop. If not, suppose that after the (𝑘 − 1)-th

step we obtain the series 𝑆𝑘−1 for which the elements (𝑆𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑛𝑘−1

)min

of order no greater than 𝛼𝑘−1 are polynomially independent and 𝑆
𝑘−1
𝑖 equal zero

or contain only elements of order greater than 𝛼𝑘−1 for 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑝. Here
𝛼1 < · · · < 𝛼𝑘−1 and 𝑛1 < · · · < 𝑛𝑘−1. On the current step we find the mapping
that does not change the components 𝑆𝑘−1

1 , . . . , 𝑆𝑘−1
𝑛𝑘−1

.

Consider components 𝑆𝑘−1
𝑖 , 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑝. If all of them are zero, then

stop. Otherwise, find the minimal order of all nonzero components,

𝛼𝑘 = min{ord((𝑆𝑘−1
𝑖 )min) : 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑝, 𝑆𝑘−1

𝑖 ̸= 0} > 𝛼𝑘−1.

Without loss of generality assume that (𝑆𝑘−1
𝑖 )min ∈ ℱ𝛼𝑘 , 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑛′𝑘,

and 𝑆𝑘−1
𝑖 contain only elements of order greater than 𝛼𝑘 or 𝑆

𝑘−1
𝑖 = 0 for 𝑖 > 𝑛′𝑘.

(This can be achieved by swapping components of the series.)
Now consider the components 𝑆𝑘−1

𝑖 successively, for 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑛′𝑘.
Case 1. If (𝑆𝑘−1

𝑖 )min belongs to the shuffle span of (𝑆𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑖−1 )min,

then there exists a polynomial 𝐹𝑖(𝑥) = 𝑥𝑖 + 𝑝𝑖(𝑥1, . . . , 𝑥𝑖−1) such that 𝐹𝑖(𝑆
𝑘−1)

equals zero or contains only elements of order greater than 𝛼𝑘. Then replace the
𝑖-th component of the series by 𝐹𝑖(𝑆

𝑘−1) leaving the other components unchanged
and pass to the next 𝑖.

Case 2. If (𝑆𝑘−1
𝑖 )min is polynomially independent of (𝑆

𝑘−1
1 )min, . . . , (𝑆

𝑘−1
𝑖−1 )min,

then pass to the next 𝑖.
If for all 𝑖 only Case 1 occurs, we obtain a mapping 𝐹 such that (𝐹 (𝑆𝑘−1))𝑖

for all 𝑖 = 𝑛𝑘−1 + 1, . . . , 𝑛′𝑘 equals zero or contains only elements of order greater
than 𝛼𝑘. Then repeat the 𝑘-th step with the series 𝐹 (𝑆𝑘−1).

If not, then we obtain the series 𝑆𝑘 = 𝐹 (𝑆𝑘−1) such that 𝑆𝑘
𝑖 = 𝑆𝑘−1

𝑖 for
𝑖 = 1, . . . , 𝑛𝑘−1, and (𝑆𝑘

1 )min, . . . , (𝑆
𝑘
𝑛𝑘
)min have the order no greater than 𝛼𝑘 and

are polynomially independent, 𝑛𝑘 ≥ 𝑛𝑘−1 + 1, and 𝑆𝑘
𝑖 equal zero or contain only

elements of order greater than 𝛼𝑘 for 𝑖 = 𝑛𝑘 + 1, . . . , 𝑝. In this case, pass to the
(𝑘 + 1)-th step.

We emphasize that the case when the algorithm needs an infinite number of
steps is not excluded. In this case, after an infinite number of steps one or several
components of the series become zero.

As a result, we obtain the series

𝐹 (𝑆) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

̂︀𝑎1 +𝑅1

· · ·̂︀𝑎𝑞 +𝑅𝑞

0
· · ·
0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (15)
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where ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞 are polynomially independent, that is, any of them does not equal
a shuffle polynomial of the others, and 𝑅𝑖 contain elements of order greater than
ord(̂︀𝑎𝑖). We notice that the mapping 𝐹 constructed by this algorithm is invertible.
Hence, for any formal function 𝑓 we obtain that (𝑓(𝑆))min = (𝑓(𝐹−1(𝐹 (𝑆))))min

is a shuffle polynomial of ̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞. Moreover, the elements ̂︀𝑎𝑖 and any shuffle
polynomial of them can be obtained as (𝑓(𝑆))min by some formal function 𝑓 ,
which proves the lemma.

As follows from the proof, elements ̂︀𝑎𝑖 are defined uniquely up to shuffle
polynomials. Moreover, all elements ̂︀𝑎𝑖 belong to 𝑁𝑆 and are polynomially
independent. Taking into account the equality (14), we say that the set
{̂︀𝑎1, . . . ,̂︀𝑎𝑞} given by the algorithm is a shuffle basis of the set 𝑁𝑆 .

Remark. We notice that the number 𝑞 can be less than, equal, or greater than
𝑟. For example, for the one-dimensional series 𝑆 = 𝜂21, we have 𝑆min = 𝑆, that
is, 𝑞 = 𝑝 = 1. In this case, 𝑟 = 𝑛 = 2, and the dual basis can be chosen as
𝑑1 = ̂︀𝑑1 = 𝜂1, 𝑑2 = ̂︀𝑑2 = 𝜂21. However, for the series

𝑆 =

⎛⎝ 𝜂1
𝜂12 + 𝜂21

𝜂122 + 𝜂212 + 𝜂221

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝜂1
𝜂1ш 𝜂2

𝜂1ш 𝜂2ш 𝜂2

⎞⎠ (16)

with 𝑞 = 𝑝 = 3, we obviously get 𝑟 = 𝑛 = 2.
Example. For the following series, the algorithm described above requires infi-

nite number of steps:

𝑆 =

(︂
𝜂1

𝜂1 +
1
2!𝜂

ш2
1 + · · ·+ 1

𝑘!𝜂
ш𝑘
1 + · · ·

)︂
Actually, the map 𝐹 (𝑥) = (𝑥1, 𝑥2 − 𝑒𝑥1)⊤ reduces 𝑆 to the form 𝐹 (𝑆) = (𝜂1, 0)

⊤.
Finally, we notice that elements ̂︀𝑎𝑖, which are polynomially independent, can

satisfy shuffle-polynomial equalities. For example, for the series (16), we can
choose ̂︀𝑎𝑖 = 𝑆𝑖 and we have ̂︀𝑎1ш̂︀𝑎3 = ̂︀𝑎2ш̂︀𝑎2.

Taking into account Lemma 2, we propose the following definition of a
homogeneous approximation of a series of the form (7).

Definition 4. We say that the series

̂︀𝑆 =

⎛⎝̂︀𝑎1· · ·̂︀𝑎𝑞
⎞⎠ ,

where ̂︀𝑎𝑖 are homogeneous polynomially independent elements, is a homogeneous

approximation of the series (7) if there exists an invertible formal mapping 𝐹 such

that the series 𝐹 (𝑆) has the form (15).

Remark. If a series is such that 𝑝 = 𝜌𝐿(𝑐) = 𝑛 and satisfies the Rashevsky-
Chow condition (9), then this definition coincides with the usual definition of
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homogeneous approximation [12], [3]; in this case 𝑞 = 𝑝 = 𝑛 and ̂︀𝑎𝑖 can be chosen
as ̂︀𝑎𝑖 = 𝑑𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑛. On the other hand, if 𝑝 = 1, then this definition coincides
with the definition of homogeneous approximation proposed in [2]; in this case ̂︀𝑎1
can be chosen as ̂︀𝑎1 = ̂︀𝑆 = 𝑆min.

Definition 5. We say that two series are algebraically equivalent if they have the

same homogeneous approximation.

Lemma 2 implies the following result.

Theorem 1. Two series 𝑆1 and 𝑆2 are algebraically equivalent if and only if

𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2, where the sets 𝑁𝑆𝑖 are defined for series 𝑆𝑖 as in (13), i.e.,

𝑁𝑆𝑖 = {(𝑓(𝑆𝑖))min : 𝑓 is a formal function}, 𝑖 = 1, 2.

As elements ̂︀𝑎𝑖 of a homogeneous approximation, any shuffle basis of the set 𝑁𝑆𝑖

can be chosen.

We emphasize that two algebraically equivalent series can have unequal di-
mensions.

Definition 5 generalizes the definition of A-equivalence for series with 𝑝 =
𝜌𝐿(𝑐) = 𝑛 satisfying the Rashevsky-Chow condition [5]. However, this definition
is not so natural for general series (7). For example, the series (16) and the series

𝑆′ =

(︂
𝜂1
𝜂2

)︂
are very similar since they can be reconstructed from the same two-dimensional
system though they are not algebraically equivalent: obviously, 𝑁𝑆 ̸= 𝑁𝑆′ . This is
because in the general case the set 𝑁𝑆 is not completely defined by the maximal
left ideal. In order to formulate this property, we propose the following definition.

Definition 6. We say that two series 𝑆1 and 𝑆2 are weakly algebraically equivalent

if their maximal left ideals coincide, i.e., 𝒥max
𝑆1 = 𝒥max

𝑆2 .

Obviously, if 𝑁𝑆1 = 𝑁𝑆2 , then 𝒥max
𝑆1 = 𝒥max

𝑆2 . Therefore, we get the following
corollary.

Corollary 1. If two series 𝑆1 and 𝑆2 are algebraically equivalent, then they are

weakly algebraically equivalent.

Example. Let us consider two one-dimensional series

𝑆1 = 𝜂1 and 𝑆2 = 𝜂11.

Recall that 𝜂11 = 1
2𝜂1ш 𝜂1, therefore, both series have the same maximal left

ideal; their one-dimensional realization is �̇�1 = 𝑢1. Hence, 𝑆1 and 𝑆2 are weakly
algebraically equivalent. However, the sets 𝑁𝑆1 and 𝑁𝑆2 do not coincide since
𝜂1 ∈ 𝑁𝑆1 but 𝜂1 /∈ 𝑁𝑆2 . Thus, 𝑆1 and 𝑆2 are not algebraically equivalent.
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Example. Consider the series

𝑆 =

(︂
𝜂2 + 𝜂21
𝜂22 + 𝜂221

)︂
.

Applying the algorithm described in the proof of Lemma 2, we use the mapping
𝐹 (𝑥) = (𝑥1,−𝑥2 + 1

2𝑥
2
1)

⊤. Since

−𝜂22 − 𝜂221 +
1
2(𝜂2 + 𝜂21)ш (𝜂2 + 𝜂21) = −𝜂221 + 𝜂2ш 𝜂21 +𝑅 = 𝜂221 + 𝜂212 +𝑅,

where ord(𝑅) = 4, we obtain

𝐹 (𝑆) =

(︂
𝜂2 + 𝜂21

𝜂221 + 𝜂212 +𝑅

)︂
.

Hence, as a homogeneous approximation of the series 𝑆 we can take (𝐹 (𝑆))min,
i.e., ̂︀𝑆 =

(︂̂︀𝑎1̂︀𝑎2
)︂

=

(︂
𝜂2

𝜂221 + 𝜂212

)︂
.

Therefore, 𝑁𝑆 = {𝜂2, 𝜂221 + 𝜂212}𝑠ℎ. Hence, ℒmax
𝑆 cannot contain 𝜂2 and

[𝜂2, [𝜂2, 𝜂1]] since these elements are not orthogonal to the elements ̂︀𝑎1, ̂︀𝑎2
respectively and cannot contain 𝜂1 since 𝜂22𝜂1 is not orthogonal to ̂︀𝑎2. Actually,
ℒmax
𝑆 = Lin{[𝜂1, 𝜂2], [𝜂1, [𝜂1, 𝜂2]]}+

∑︀∞
𝑘=4 ℒ𝑘 and therefore the minimal realization

of ̂︀𝑆 can be chosen as
�̇�1 = 𝑢1
�̇�2 = 𝑢2
�̇�3 = 𝑥1𝑥2𝑢2

with the dual basis elements 𝑑1 = 𝜂1, 𝑑2 = 𝜂2, 𝑑3 = 𝜂221 + 𝜂212. Obviously,
𝑁𝑆 ⊂ {𝑑1, 𝑑2, 𝑑3}𝑠ℎ. Let us consider the series

𝑆′ =

(︂
𝜂1

𝜂221 + 𝜂212

)︂
.

Obviously, it is weakly algebraically equivalent but not algebraically equivalent
to 𝑆.
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Однорiднi апроксимацiї нелiнiйних керованих систем з виходом

i слабка алгебраїчна еквiвалентнiсть

Д. М. Андреєва, С. Ю. Iгнатович
Кафедра прикладної математики,

Харкiвський нацiональний унiверситет iменi В.Н.Каразiна

майдан Свободи, 4, м. Харкiв, 61022, Україна
У роботi ми розглядаємо нелiнiйнi керованi системи, якi є лiнiйними за керува-

нням, з виходом; векторнi поля, що визначають систему, i вихiд вважаються дiйсно
аналiтичними. Слiдуючи алгебраїчному пiдходу, ми розглядаємо ряди 𝑆 iтерованих
iнтегралiв, що вiдповiдають таким системам. Iтерованi iнтеграли утворюють вiльну
асоцiативну алгебру, i всi нашi конструкцiї використовують її властивостi. Спочатку
ми розглядаємо множину всiх (формальних) функцiй таких рядiв 𝑓(𝑆) i визначає-
мо множину 𝑁𝑆 членiв мiнiмального порядку для всiх таких функцiй. Ми вводимо
означення максимального градуйованого Лi-породженого лiвого iдеалу 𝒥max

𝑆 , який
є ортогональним до множини 𝑁𝑆 . Ми описуємо зв’язки мiж цим максимальним лi-
вим iдеалом i лiвим iдеалом 𝒥𝑆 , що породжений кореневою пiдалгеброю Лi системи,
яка реалiзує ряд. А саме, ми показуємо, що 𝒥𝑆 ⊂ 𝒥max

𝑆 . Зокрема, з цього випли-
ває, що градуйована пiдалгебра Лi, яка породжує лiвий iдеал 𝒥max

𝑆 , має скiнченну
ковимiрнiсть. Також ми даємо алгоритм, який приводить ряд 𝑆 до трикутної фор-
ми, i пропонуємо означення однорiдної апроксимацiї ряду 𝑆. А саме, однорiдною
апроксимацiєю є однорiдний ряд, компоненти якого – доданки мiнiмального поряд-
ку в кожнiй компонентi цiєї трикутної форми. Ми доводимо, що 𝑁𝑆 збiгається з
множиною тасуючих полiномiв компонентiв однорiдної апроксимацiї. На вiдмiну вiд
випадку, коли вихiд є тотожним, однорiдна апроксимацiя не визначається повнi-
стю iдеалом 𝒥max

𝑆 . Для того, щоб описати цю властивiсть, ми вводимо два рiзних
означення еквiвалентностi рядiв: алгебраїчну еквiвалентнiсть (коли два ряди мають
одну й ту саму однорiдну апроксимацiю) i слабку алгебраїчну еквiвалентнiсть (коли
два ряди мають один i той самий максимальний лiвий iдеал i, отже, мають одну
й ту саму мiнiмальну реалiзуючу систему). Ми доводимо, що якщо два ряди є ал-
гебраїчно еквiвалентними, то вони є слабко алгебраїчно еквiвалентними. Приклади
показують, що обернене твердження не є правильним.
Ключовi слова: Однорiдна апроксимацiя; нелiнiйна керована система; ряд

iтерованих iнтегралiв; коренева пiдалгебра Лi; максимальний лiвий iдеал.
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Коректнiсть та параболiчнiсть крайової задачi для
систем диференцiальних рiвнянь у частинних

похiдних
У роботi дослiджується крайова двоточкова задача для систем лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Не для будь-якої системи iснує коректна
двоточкова крайова задача. Так, для рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥2

не iснує крайових умов вигляду 𝑎𝑢(𝑥1, 𝑥1, 0) + 𝑏𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥1, 𝑥2), при яких ця
крайова задача буде буде коректна в просторi Л.Шварца.
У роботi з’ясовано умови для матрицi системи, за яких iснують коректнi крайо-
вi задачi в просторi Л.Шварца, а також вказано вигляд цiх крайових умов. Так
для систем з ермiтовою матрицею крайова задача з умовами наступного вигляду
𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) завжди буде коректною в просторi Л.Шварца, а також в
просторах функцiй кiнцевої гладкостi степеневого зростання. Для систем з однiєю
просторовою змiнною доведено, що завжди iснують коректнi крайовi задачi з умо-
вою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) з додатньою 𝑏. Крiм того дослiджуються параболiчнi
крайовi задачi, властивостью яких є збiльшування гладкостi розв’язкiв.
З’ясовано, що при умовi степеневого зростання модуля власних значень матрицi си-
стеми (тобто |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑐|𝑠|ℎ − 𝑏 з додатними 𝑐 i ℎ) iснують параболiчнi крайовi
задачi. Наведено приклади коректних та параболiчних крайових задач.
Аналогiчнi результати мають мiсце для лiнiйних диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. В якостi прикладу розглянуто рiвняння Гельмгольця

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡),
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яке не є коректним за Петровським, але для нього iснує крайова задача, яка є пара-
болiчною. Для рiвняння з однiєю просторовою змiнною наведено достатнi умови на
рiвняння другого порядку за часом, при яких iснують параболiчнi крайовi задачi.
Ключовi слова: крайова задача; коректнiсть; параболiчнiсть; перетворення

Фур’є; простiр Л.Шварца.

2020 Mathematics Subject Classification: 35S15.

Вступ

Крайова двоточкова задача для системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних вiдiграє важливу роль, як у самiй математицi, так i в
фiзiцi й iнших застосуваннях [1, 2]. Ця задача неодноразово дослiджувала-
ся харкiвськими математиками Борок В.М., Макаровим О.А., Фардиголою
Л.В. [3, 4, 5, 6]. Ними були отриманi класи єдиностi та умови коректностi
в класах функцiй степеневого та експоненцiального зростання. Не для будь-
якої ситеми iснує коректна двоточкова крайова задача [5].

У цiй роботi дослiджуються випадки систем, для яких iснує коректна дво-
точкова крайова задача в просторi Л.Шварца, а також за яких умов ця зада-
ча буде параболiчною, тобто за яких умов збiльшується гладкiсть розв’язкiв.
Доведено, що якщо власнi значення матрицi системи зростають степеневим
чином, то iснують параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати справедливi також для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних другого порядку за часом.

Показано, що iснує параболiчна крайова задача для рiвняння Гельмголь-
ця. Детально розглянуто випадок рiвняння другого порядку з однiєю просто-
ровою змiнною i вказано умови iснування параболiчної крайової задачi.

1. Постановка задачi

Розглянемо наступну крайову задачу

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡), (1)

𝐴𝑢(𝑥, 0) +𝐵𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥), (2)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— квадратна матриця, елементами якої є

диференцiальнi оператори зi сталими коефiцiентами; 𝐴 i 𝐵 є постiйними ква-
дратними матрицями.

Важливу роль у дослiдження цiєї задачi вiдiграє визначник крайової за-
дачi Δ(𝑠) = det

(︀
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀
.

Означення 1. Задача (1)–(2) називається коректно розв’язною iз про-
стору Φ1 у простiр Φ2, якщо для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) iз простору Φ1 iснує
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единий розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) iз простору Φ2 (𝑡 ∈ [0; 𝑡]); i цей розв’язок неперевно
залежить вiд 𝜙(𝑥) у топологiї вiдповiдних просторiв.

У якостi просторiв Φ1 i Φ2 будемо розглядати простiр Л.Шварца 𝑆 =⋂︀
𝑠,𝑙

𝐶𝑠
𝑙 , який складається з нескiнченно диференцiйовних функцiй, що спада-

ють швидше нiж будь-який ступiнь, де 𝐶𝑠
𝑙 – нормований простiр з нормою

‖𝜙(𝑥)‖ = sup
|𝑘|≤𝑠; 𝑥∈R𝑛

(︀
|𝐷𝑘 𝜙(𝑥)| · (1 + |𝑥|)𝑙

)︀
.

Означення 2. Задача (1)–(2) називається параболiчною, якщо 𝑄(𝑠, 𝑡) =

𝑒𝑡𝑃 (𝑠)
(︀
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1
задовольняє оцiнку ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1+|𝑠|)𝑝 exp

(︀
−𝑏𝜌(𝑡)|𝑠|ℎ

)︀
з деякими додатними 𝐶, 𝑝, ℎ, де 𝜌(𝑡) = min{𝑡, 𝑇 − 𝑡}.

У роботi [6] доведено, що коректна крайова задача буде параболiчною,
якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задовольняють умову min

𝑗
|Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥

𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 при деяких додатних 𝐶, ℎ та 𝑏 ∈ R.
З’ясуємо — для яких систем (1) iснують коректнi крайовi задачi з крайо-

вими умовами (2), i в яких випадках цi задачi будуть параболiчними.

2. Випадок ермiтової матрицi

Розглянемо випадок, коли матриця є ермiтовою

𝑃 (𝑠) =

⎛⎝𝑃11(𝑠) . . . 𝑃1𝑛(𝑠)
. . . . . . . . .

𝑃𝑛1(𝑠) . . . 𝑃𝑛𝑛(𝑠)

⎞⎠ ,

тобто 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃 𝑗𝑖 — комплексно спряженi.

Теорема 1. Якщо матриця 𝑃 (𝑠) — єрмiтова, то крайова задача з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥), (3)

кооректна у просторi 𝑆.

Доведення. Оскiльки власнi значення ермiтової матрицi є дiйсними, то
визначник крайової задачi Δ(𝑠) =

(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆1(𝑠)

)︀
. . .
(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆𝑛(𝑠)

)︀
̸= 0.

Покажемо, що розв’язувальна матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)
(︀
𝐸 + 𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1
за-

давольняє степеневу оцiнку. Розглянемо функцiю 𝑓(𝜆) = 𝑒𝑡𝜆
(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆

)︀−1
. Да-

на функцiя визначена на дiйснiй осi.
Тому матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑃 (𝜆)) також визначена та задовольняє степеневу
оцiнку ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝 (див. [5]).
Тому крайова задача (1)—(3) коректна в просторi 𝑆, а також у просторах 𝐶𝑠

𝑙

(див. [7]).
Приклад 1. Розглянемо матрицю

𝑃 (𝑠) =

(︂
𝑠2 𝑖𝑠
−𝑖𝑠 −𝑠2

)︂
.
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Це ермiтова матриця, власнi значення якої 𝜆1,2 = ±
√
𝑠4 + 𝑠2. Тодi крайова

задача ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕

2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
.{︂

𝑢1(𝑥, 0) + 𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥).

коректна у просторi 𝑆, а також у просторi 𝐶𝑠
𝑙 .

Теорема 2. Якщо власнi значення ермiтової матрицi 𝑃 (𝑠) задовольняють
умову |𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 iз деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то крайо-
ва задача (1)—(3) буде параболiчною. Це означає що, якщо 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶𝑠

𝑙 , то

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞
𝑙2
, тобто будуть нескiнченно диференцiйовними по 𝑥.

Доведення. Це випливає з [6].
Зауваження. За цiєю теоремою задача, що розглядається у Прикладi 1,

є параболiчною.

3. Випадок загальної матрицi

Розглянемо довiльну полiномiальну матрицю 𝑃 (𝑠).

Теорема 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼 таке, що на множинах 𝑁𝑗 = {𝑠 ∈

R𝑛 : Re𝜆𝑗 = 𝛼} 𝑗 = 1, 2 виконується нерiвнiсть Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 1)

𝑇
, 𝑘 ∈ Z

то при 𝑏 = 𝑒−𝛼𝑇 крайова задача для системи (1) з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) (4)

коректна в просторi 𝑆.

Доведення. Оскiльки визначник крайової задачi

Δ(𝑠) =
(︁
1 + 𝑒𝑇 (𝜆1(𝑠)−𝛼)

)︁
. . .
(︁
1 + 𝑒𝑇 (𝜆𝑛(𝑠)−𝛼)

)︁
,

то вiн набуває значення 0 при 𝜆𝑗 = 𝛼+
(2𝑘 + 1)𝜋𝑖

𝑇
з деяким 𝑗. Це рiвносильно

умовi ⎧⎨⎩ Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
.

з деякими 𝑠.
Але, у силу умови теореми, це не виконується.
Доведемо тепер, що розв’язувальна матриця𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)+

(︀
1 + 𝑏𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1

задовольняє степеневу оцiнку. Ця матриця визначена на спектрi матриць
𝑃 (𝑠), оскiльки Δ(𝑠) ̸= 0.
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Якщо Re𝜆 < 𝛼, то |𝑓(𝜆)| =
⃒⃒⃒
𝑒𝑡𝜆
(︀
1 + 𝑒𝑇 (𝜆−𝛼)

)︀−1
⃒⃒⃒
< 𝐶1, так як |𝑒𝑡𝜆| =

𝑒𝑡Re(𝜆) ≤ 𝑒𝑇𝛼.

Якщо Re𝜆 > 𝛼, то |𝑓(𝜆)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑒(𝑡−𝑇 )(Re(𝜆)−𝛼)

(︁
1 + 𝑒−𝑇 (𝜆−𝛼)−1

)︁−1
⃒⃒⃒⃒
< 𝐶2, так

як 𝑒(𝑡−𝑇 )(Re(𝜆)−𝛼) ≤ 1.

Тому значення функцiї 𝑓(𝜆) на спектрi матрицi 𝑃 (𝑠) обмеженi, а це озна-
чає, що й ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝, так як 𝑓(𝑃 (𝑠)) =

∑︀
𝑗 𝑓(𝜆𝑗(𝑠))𝐻𝑗(𝑃 (𝑠)).

Отже, крайова задача коректна у просторi 𝑆, а також iз простору 𝐶𝑠1
𝑙1

в
простiр 𝐶𝑠2

𝑙2
з деякими 𝑠𝑗 , 𝑙𝑗 (див. [8]).

Приклад 2.⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +

𝜕2𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
,

𝜕𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
1 −𝑠21 + 𝑠22
1 1

)︂
.

Iї характеристичне рiвняння (𝜆−1)2+𝑠21−𝑠22 = 0, а власнi значення 𝜆1,2(𝑠) =
1±

√︀
𝑠22 − 𝑠21.

Це означає, що 𝜆1,2(𝑠) =

{︂
1±

√︀
𝑠22 − 𝑠21, при |𝑠2| ≥ |𝑠1|,

1± 𝑖
√︀
𝑠21 − 𝑠22, при |𝑠2| < |𝑠1|.

Тодi для будь-яких додатнiх 𝛼 ̸= 1 виконуються умови теореми 3, а це
означає, що вiдповiдна крайова задача коректна в просторi 𝑆.

Теорема 4. Якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задавольняють умовi

min
𝑗

|Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то iснує

параболiчна задача.

Доведення. Покажемо, що з умов теореми 4 випливає виконання умов
теореми 3.
Iз умов теореми 4 випливає, що iснує таке додатне 𝑟, при якому для будь
яких 𝑠 : |𝑠| > 𝑟 виконується нерiвнiсть |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑚 > 0.

Тодi множина 𝐺𝑘 =

{︂
𝑠 ∈ �̄�𝑟(0) : Im𝜆𝑗(𝑠) =

(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇

}︂
є компакт такий що

dim𝐺𝑘 < 𝑛.
Тодi

⋃︀
𝑘∈Z

𝐺𝑘 ̸= �̄�𝑟(0), а значить iснує 𝑠0 : Re𝜆𝑗(𝑠0) = 𝛼 таке, що Im𝜆𝑗(𝑠0) ̸=

(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
, тобто виконана умова теореми 3. Таким чином, iснує коректна

крайова задача з умови (4), яка також буде параболiчною.
Теорему доведено.

Зауваження. В Прикладi 2 крайова задача була коректною, але не па-
раболiчною. Наведемо приклад параболiчної задачi.
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Приклад 3.⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡)−

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥22
,

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
1 𝑠21 + 𝑠22
1 1

)︂
.

Власнi значення цiєї матрицi 𝜆1,2(𝑠) = 1 ±
√︀
𝑠22 + 𝑠21. Вони задавольняють

умовам теореми 4 i тому крайова задача з крайовими умовами{︂
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥),

при будь-яких додатних 𝑏 буде параболiчною.

4. Система з однiєю просторовою змiнною

Розглянемо систему з однiєю просторовою змiнною, тобто 𝑥 ∈ R. Тодi з
теореми 3 випливає наступний результат.

Наслiдок 1. Для системи (1) у випадку 𝑥 ∈ R завжди iснує коректна кра-
йова задача в просторi 𝑆.
Доведення. Якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) дiйснi, то Im𝜆𝑗(𝑠) = 0 i ви-

конуються умови теореми 3, тобто Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 2)𝜋

𝑇
; i це означає, що кра-

йова задача з умовою 𝑢(𝑥, 0)+ 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙 з будь-якими 𝑏 > 0 буде коректна
в просторi 𝑆.

Якщо Im𝜆𝑗(𝑠) — не тотожнiй 0, то рiвняння 𝜆𝑗(𝑠)−𝛼 =
(2𝑘 + 2)𝜋𝑖

𝑇
рiвно-

сильно умовi ⎧⎨⎩ Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 2)𝜋

𝑇
.

Друге рiвняння при фiксованому 𝑘 має скiнченну кiлькiсть коренiв, а при
𝑘 ∈ Z таких коренiв — злiченна множина 𝑠𝑘. Тодi множина значень Re𝜆𝑗(𝑠𝑘)
теж злiченна, тобто iснує 𝛼 таке, що Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼. Отже, виконується умова
теореми 3 й iснує коректна крайова задача з умовою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑒−𝛼𝑇𝑢(𝑥, 𝑇 ) =
𝜙(𝑥).

З Наслiдка 1 випливає:
Наслiдок 2. Якщо умова |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 виконується з додатними 𝐶 i
ℎ, то iснує параболiчна крайова задача.

Приклад 4. ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡).

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑘2𝑢1(𝑥, 𝑡).
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Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

(−𝑠2 + 𝑘2) 0

)︂
, iї власнi значення 𝜆1,2(𝑠) = ±

√
𝑠2 − 𝑘2.

При |𝑠| ≥ 𝑘 коренi 𝜆𝑗(𝑠) дiйснi, а при |𝑠| < 𝑘 — коренi уявнi 𝜆𝑗(𝑠) =
±𝑖

√
𝑘2 − 𝑠2.

Тому крайова задача з умовою{︂
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

при 𝑏 ∈ (0; 1) буде параболiчною.

5. Крайова задача для диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними другого порядку за часом.

Застосуємо отриманi результати до рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (5)

Це рiвняння зводиться до системи⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡).

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1 −𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢2(𝑥, 𝑡).

Тодi матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

−𝑄(𝑠) −𝑅(𝑠)

)︂
, а характеристичне рiвняння для неї

𝜆2 +𝑅(𝑠)𝜆+𝑄(𝑠) = 0.
Позначимо коренi цього рiвняння 𝜆1,2(𝑠). Тодi з теореми (3) випливає ре-

зультат:
Наслiдок 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼 таке, що на множинi 𝑁𝑗 =

{𝑠 ∈ R𝑛 : Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼} (𝑗 = 1, 2) виконується нерiвнiсть Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
при 𝑘 ∈ Z, то при 𝑏 = 𝑒−𝛼𝑇 крайова задача для рiвняння (5) з умовою{︂

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(6)

буде коректна у просторi 𝑆.
Наслiдок 4. Якщо min𝑗 |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з додатними 𝐶 i ℎ i дiй-

сним 𝑏 , тодi крайова задача для рiвнянь (4) з крайовими умовами (5) буде
парболiчною.

В якостi прикладу розглянемо рiвняння Гельмгольця:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [𝑜, 𝑇 ], 𝑘 ∈ R.

з крайової умовою (6), де 𝑏 > 0.
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Пiсля перетворення Фур’є за просторовими змiнними отримаємо крайову
задачу ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕2�̃�(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
− |𝑠|2Δ�̃�(𝑠, 𝑡) = 𝑘�̃�(𝑠, 𝑡),

�̃�(𝑠, 0) + 𝑏�̃�(𝑠, 𝑇 ) = ̃︀𝜙1(𝑠),
�̃�′𝑡(𝑠, 0) + 𝑏�̃�′𝑡(𝑠, 𝑇 ) = ̃︀𝜙2(𝑠).

Розв’язок має вигляд �̃�(𝑠, 𝑡) = 𝐶1(𝑠)𝑒
𝜆(𝑠)𝑡 + 𝐶2(𝑠)𝑒

−𝜆(𝑠)𝑡, де 𝜆(𝑠) =
√︀
𝑘 + |𝑠|2.

Враховуючi крайовi умови, знайдемо розв’язок крайової задачi:

�̃�(𝑥𝑠, 𝑡) =

=

(ch𝜆𝑡+ 𝑏 ch𝜆(𝑇 − 𝑡))̃︀𝜙1(𝑠) +

(︂
sh𝜆𝑡

𝜆
+ 𝑏 · sh𝜆(𝑇 − 𝑡)

𝜆

)︂ ̃︀𝜙2(𝑠)

(1 + 𝑏𝑒𝜆𝑇 ) (1 + 𝑏𝑒−𝜆𝑇 )

при |𝑠|2 + 𝑘 ≥ 0.

(7)

Якщо |𝑠|2 + 𝑘 < 0, то розв’язок має вигляд

�̃�(𝑠, 𝑡) =

=

(︁
cos 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘 + 𝑏 cos(𝑇 − 𝑡)

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

)︁ ̃︀𝜙1(𝑠)

1 + 𝑏2 + 2𝑏 · cos𝑇
√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

+

+
(︁
sin 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘 + 𝑏 sin(𝑇 − 𝑡)

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

)︁
· ̃︀𝜙2(𝑠)√︀

−|𝑠|2 − 𝑘
.

(8)

Таким чином, розв’язок належiть простору 𝑆, якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) належать
цьому простору.

Крiм того, оскiльки при великих 𝑠, �̃�(𝑠, 𝑡) має вигляд (7) i виконується
нерiвнiсть �̃�(𝑠, 𝑡) ≤ 𝐶 exp(−𝜌(𝑡)|𝑠|), то 𝑢(𝑥, 𝑡) — нескiнченно диференцiйовна
(якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) належать простору 𝐿2(R𝑛)), тобто ця крайова задача
параболiчна.

6. Диференцiальнi рiвняння з однiєю просторовою змiнною.

Розглянемо рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (9)

З’ясуємо при яких 𝑅 i 𝑄 iснують параболiчнi крайовi задачi.
1. Нехай 𝑅(𝑠) = 0, а 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠

2𝑘 + 𝑏1𝑠
2𝑘−1 + . . .+ 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0.

Тодi коренi характеристичного рiвняння

𝜆𝑗(𝑠) = ±
√︀
−𝑏0𝑠2𝑘 − 𝑏1𝑠2𝑘−1 − . . .− 𝑏2𝑘 ∼ ±

√︀
|𝑏0| · |𝑠𝑘|, при 𝑠→ ∞

i виконанi умови Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(10)
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буде параболiчною з деяким додатним 𝑏.
2. Якщо 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠

2𝑘 + 𝑏1𝑠
2𝑘−1+ . . .+ 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0, а степiнь полiнома 𝑅(𝑠)

менше 𝑘, то

𝜆𝑗(𝑠) =
1

2

(︁
−𝑅(𝑠)±

√︀
𝑅(𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
∼ ±

√︀
|𝑏0| · |𝑠|𝑘, при 𝑠→ ∞

i теж виконанi умови Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами (10) буде
параболiчною.

3. Якщо 𝑅(𝑠) = 𝑎0𝑠
𝑚 + 𝑎1𝑠

𝑚−1 + . . . + 𝑎𝑚 з 𝑎0 ∈ R, а 𝐷(𝑠) = 𝑅(𝑠2) −
4𝑄(𝑠) = 𝑐0𝑠

𝑚 + 𝑐1𝑠
𝑚−1 + . . . + 𝑐2𝑚 з додатним 𝑐0 ̸= 𝑎20, тодi 𝜆𝑗(𝑠) =

1

2

(︁
−𝑅(𝑠)±

√︀
𝑅(𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
.

При таких умовах min
𝑗

|Re𝜆𝑗(𝑠)| ∼ 1

2

⃒⃒⃒√
𝑐0 − |𝑎0|

⃒⃒⃒
· |𝑠|𝑚 при 𝑠 → ∞ i теж

виконанi умови Наслiдку 4, тобто iснує параболiчна крайова задача.
Приклад 5.

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+

(︂
𝑎0

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑎1

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑎2)

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
= 0.

𝑅(𝑠) = −𝑎0𝑠2 − 𝑖𝑎1𝑠+ 𝑎2, 𝑄(𝑠) = −𝑠4.

При 𝑎0 ̸= ±1 виконанi умови попереднього пункту 3 i тому iснує параболiчна
крайова задача з умовами (10) з деяким додоатним 𝑏.

Висновки.

У цiй роботi дослiджуються випадки систем диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, для яких iснує коректна двоточкова крайова задача в
просторi Л.Шварца; а також з’ясовується при яких додаткових умовах на
власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) ця задача буде параболiчною, тобто збiльшує-
ться гладкiсть розв’язкiв.
Доведено що при степеневому зростаннi власних значень матрицi iснують
параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати справедливi також для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь в частинних похiдних другого порядку за часом.
Крiм того, показано що iснує параболiчна крайова задача для рiвняння
Гельмгольця.

Докладно розглянутий випадок рiвнянь другого порядку за часом з однi-
єю просторовою змiнною, i вказанi умови, при яких iснує параболiчна крайова
задача.

Iсторiя статтi: отримана: 29 сiчня 2024; останнiй варiант: 29 травня 2024
прийнята: 31 травня 2024.
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Well-posedness and parabolicity of the boundary-value problem
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The two-point boundary value problem for systems of linear partial di-
fferential equations is studied in the paper. A correct two-point boundary
value problem exists not for any arbitrary system. Thus, for example, for
equation

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥2
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there are no boundary conditions of the form 𝑎𝑢(𝑥1, 𝑥1, 0) + 𝑏𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑇 ) =
𝜙(𝑥1, 𝑥2), under which this boundary value problem will be correct in the
Schwartz space.
In the paper found the conditions for the matrix of the system under which
exist well posed boundary-value problem are found in the Schwartz space,
and also indicates the form of these boundary conditions. So, for systems
with a Hermitian matrix, the boundary value problem with conditions of
form

𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥)

will always be of a well posed in the Schwartz spaces, as well as in the
spaces of functions of finite smoothness of power growth. For systems with
one space variable, it is proved that always exist well posed boundary value
problems with the condition 𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) if b is positive. In
addition, parabolic boundary value problems with property of increasing
smoothness of the solutions are investigated.
It was found that there are parabolic boundary value problems under the
condition of power-law growth of the modulus of the eigenvalues of the
matrix of the system (that is, |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑐|𝑠|ℎ − 𝑏 with positive 𝑐 and ℎ).
Examples of correct and parabolic boundary value problems are given.

Similar results hold for linear partial differential equations. The Helmholtz
equation

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡),

is considered as an example. It is not well posed according to Petrovsky,
but for it exist a boundary value problem that is parabolic. For equation
with one space variable, sufficient conditions for the second-order equation
in time are given, under which parabolic boundary value problems exist.

Keywords: boundary-value problem; well-posedness; parabolicity;

Fourier transformation; the space of L. Schwartz.
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АНАТОЛIЙ ВАСИЛЬОВИЧ ЛУЦЕНКО (некролог)
29.03.1936 – 14.08.2023

14 серпня 2023 року пiшов з життя доцент, заслужений викладач Харкiв-
ського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна Анатолiй Васильович
Луценко.

Народився Анатолiй Васильович 29 березня 1936 року в Харковi. Пiсля
закiнчення школи, у 1953 роцi вступив до фiзико-математичного факультету
Харкiвського державного унiверситету, який закiнчив у 1958 роцi за спецi-
альнiстю математика. Потiм навчався в аспiрантурi i захистив кандидатську
дисертацiю. Його науковим керiвником був Гершон Iхелевич Дрiнфельд.

Усе подальше життя Анатолiя Васильовича було пов’язано з механiко-
математичним факультетом, на якому вiн працював з вересня 1962 до квiтня
2015 року. Останнi роки працював на посадi доцента кафедри диференцiаль-
них рiвнянь та керування. Викладав дисциплiни «Диференцiальнi рiвняння»
(для студентiв усiх спецiальностей факультету), «Функцiональний аналiз»,
«Теорiя стiйкостi», «Стiйкiсть розв’язкiв диференцiальних рiвнянь у банахо-
вих просторах» та багато iнших. Лекцiї та практичнi заняття, якi проводив
Анатолiй Васильович, запам’ятовувалися студентам за бездоганну органiза-
цiю та найвищий математичний рiвень викладання матерiалу. За невтомну
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працю та значнi досягнення у викладаннi, 25 сiчня 2002 року рiшенням Вченої
ради Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна Анатолiю
Васильовичу було присвоєно звання «Заслужений викладач».

Науковi дослiдження Анатолiя Васильовича були пов’язанi з теорiєю стiй-
костi розв’язкiв диференцiальних та рiзницевих рiвнянь та систем, теорiєю
керованостi та стабiлiзовностi динамiчних систем. Вiн є автором кiлькох де-
сяткiв наукових та науково-методичних праць. Тривалий час Анатолiй Васи-
льович був вiдповiдальним виконавцем науково-дослiдних робiт, якi викону-
вались на кафедрi диференцiальних рiвнянь та керування.

Деякий час Анатолiй Васильович виконував обов’язки вченого секре-
таря спецiалiзованої ради iз захисту дисертацiй, яка дiяла при механiко-
математичному факультетi.

Свiтла пам’ять про Анатолiя Васильовича назавжди залишиться в серцях
його колег, учнiв, друзiв.
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