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On exact controllability and complete
stabilizability for linear systems

Rabah Rabah
IRCCyN, École des mines de Nantes

1 Rue de la Noë, 44300 Nantes, France
rabah3.14159@gmail.com

This paper concerns the relation between exact controllability and stabilizabi-
lity with arbitrary decay rate in infinite dimensional spaces. It appears that in
several cases the notions are equivalent, but there are a lot of situations when
additional conditions are needed, for example in Banach spaces. This is a short
and non exhaustive review of some research on control theory for infinite di-
mensional spaces initiated by V. I. Korobov during the 70th of the past century
in Kharkov State University.
Keywords: Exact controllability; complete stabilizability; infinite dimensional
systems; neutral type.

Рабах Рабах. Про точну керованiсть та повну стабiлiзацiю для лi-
нiйних систем. У цiй статтi йдеться про зв’язок мiж точною керованiстю
та стабiлiзацiєю з довiльною швидкiстю спаду в нескiнченномiрних про-
сторах. У кiлькох випадках поняття є еквiвалентними, але є багато ситу-
ацiй, коли потрiбнi додатковi умови, наприклад у просторах Банаха. Це
короткий i невичерпний огляд деяких дослiджень теорiї керування для не-
скiнченновимiрних просторiв, iнiцiйованих В. I. Коробовим в 70-х роках
минулого сторiччя у Харкiвському державному унiверситетi.
Ключовi слова: Точна керованiсть; повна стабiлiзацiя; нескiнченновимiрнi
системи; нейтральний тип.

Рабах Рабах.О точной управляемости и полной стабилизируемости
линейных систем. В статье рассматривается связь между точной управ-
ляемостью и стабилизируемостью с произвольной скоростью убывания в
бесконечномерных пространствах. В некоторых случаях понятия эквива-
лентны, но существует множество ситуаций, когда требуются дополнитель-
ные условия, например, в банаховых пространствах. Это краткий и непол-
ный обзор некоторых исследований по теории управления для бесконечно-
мерных пространств, начатых В. И. Коробовым в 70-е годы прошлого века
в Харьковском государственном университете.
Ключевые слова: Точная управляемость; полная стабилизируемость; беско-
нечномерные системы; нейтральный тип.
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1. Introduction

We consider linear systems in the general form

ẋ = Ax+ Bu, (1)

where the state x(t) and the control u(t) take values in Banach spaces X and U .
The linear operator A is the infinitesimal generator of a C0-semigroup S(t) = eAt

and B is a linear bounded operator. We consider also the cases of Hilbert spaces
and some situation when B is an unbounded but admissible operator. The function
u(t) is supposed, at least, Bochner integrable.

By exact (null) controllability we mean controllability from any state to any
state (or zero state). By complete stabilizability we mean exponential stabilizabi-
lity with arbitrary decay rate by linear state feedback u = Fx. Sometimes the
problem is called pole or spectrum assignment.

The well known relation between complete controllability and pole assignment
in finite dimensional spaces X and U may be formulated in the following form.

Theorem 1. Let A and B be (real or complex) matrices of dimension n× n and
n×m respectively, x and u vector functions of suitable dimension. The system

ẋ = Ax+Bu (2)

is completely controllable, i.e. rank [B AB · · ·An−1B] = n, if and only if the
system is completely stabilizable, i.e. for all λ1, . . . , λn ∈ C, there exists a feedback
u = Fx such that the spectrum of the closed loop system verifies:

σ(A+BF ) = {λ1, . . . , λn},

i.e. the problem of pole assignment by linear feedback is solvable.

A nice proof in the general case can be found in [33]. If the system is assumed
to be real (matrices are all real), the spectrum is formed by real or complex
conjugate numbers.

Another formulation of the same statement is that all the poles are controllable
(Hautus criteria):

∀λ ∈ σ(A), rank[λI −A B] = n.

Our purpose is to discuss some important results on the same problems in
infinite dimensional Hilbert or Banach spaces. Since the spectrum is more compli-
cated and the behavior of infinite dimensional systems is not completely determi-
ned by the spectrum, solutions of such problems, when they exist, are not so
simple.

We recall some classical results concerning the relation between exact
controllability and complete stabilizability.
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The first important result in this context was given by Slemrod: if eAt is a
group, then exact controllability implies complete stabilizability. The converse, for
a group, was proved by Zabczyk (see for example [34]). The result was generalized
and precised by several authors for the case of a bounded operator A in Banach
spaces, for the case of a semigroup eAt and for some classes of systems, governed
by partial differential equations or functional-differential equations.

We discuss more precisely the relations between exact (null) controllability
and complete stabilizability. In general, for linear systems in Hilbert spaces, exact
null controllability implies complete stabilizability, but the converse is not true.
We give more recent results on functional-differential systems of neutral type.

2. Preliminaries

In this section we give some definitions and well known basic results on exact
controllability and stabilizability for System (1). The mild solution (strong for
x0 ∈ D(A) and some restrictions on the class of controls u) is given by

x(t) = x(t, u(·), x0) = eAtx0 +

t∫
0

eA(t−τ)Bu(τ)dτ. (3)

Definition 1. System (1) is exactly controllable if for all x0, x1 ∈ X, there
exists a time T and a control u ∈ Lp(0, T ;U), p ≥ 1 (shortly Lp) such that
x(T, u(·), x0) = x1. If the same holds for x1 = 0, we talk about exact null
controllability. If eAt is a group, or if it is formed by surjective operators, then
both notions are equivalent. If necessary, the class of controls Lp will be specified.

The notion of stabilizability is based on one concept of asymptotic stability.
In infinite dimensional spaces there are several ones. In this paper we consider
only exponential stability.

Definition 2. The semigroup eAt, or the uncontrollable system, is said to be
exponentially stable if for some real M ≥ 1, ω > 0, and for all t ≥ 0, we have
‖eAt‖ ≤Me−ωt.

In finite dimensional space exponential stability is characterized by the fact
that the spectrum of matrix A is in the left half complex plane. The situation in
infinite dimensional spaces is much more complicated, see for example [32] and
references therein.

Definition 3. System (1) is said exponentially stabilizable if there exists a linear
feedback control u(t) = Fx(t) such that the closed loop system becomes exponenti-
ally stable, i.e. for some ω > 0

‖e(A+BF)t‖ ≤Mωe−ωt, Mω ≥ 1.

The system is said to be completely stabilizable if it is exponentially stabilizable
for all ω > 0.
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In some cases the feedback F is allowed to be not bounded but admissible in
some sense.

Complete stabilizability replaces the notion of spectrum assignment which is
difficult to be expressed in infinite dimensional spaces. The first reason is that the
structure of the spectrum may be complicated and the second one is that, what
is noted before, the behavior of the solutions of the systems is not determined by
the spectrum only. However, in some cases it is possible to consider this concept
also, as we will see later.

Let us now give some general characterizations of the given concepts. We
denote by RT the "reachability"operator

RTu(·) =

T∫
0

eA(T−τ)Bu(τ)dτ.

It is easy to see that this is a linear bounded operator from Lp to X. System (1)
is exactly controllable if and only if ImRT = X, it is exactly null controllable if
and only if ImRT ⊂ Im eAT , for some T > 0.

The surjectivity of the operator RT in Banach spaces can be characterized by
the following property of the adjoint operator R∗T (see, for instance, [27])

∃δ > 0 : ∀x∗ ∈ X∗, ‖R∗Tx∗‖ ≥ δ‖x∗‖, (4)

where norms are operator or vector norms in the adjoint space. To obtain a more
or less explicit condition of exact controllability we need the expression of adjoint
operator and the norm ‖R∗Tx∗‖. We have the following expressions [19]:

‖R∗Tx∗‖ =

(
T∫
0

‖B∗S∗(t)x∗‖qdt

) 1
q

, if u ∈ Lp, p > 1,

‖R∗Tx∗‖ = ess sup{‖B∗S∗(t)x∗‖, t ∈ [0, T ]}, if u ∈ L1,

(5)

where ess sup denotes the essential supremum of a set. In fact, it is possible to show
that the conditions of exact controllability in the class of controls Lp for p > 1 are
equivalent and exact controllability in the class L1 is essentially different. This
can be summarized by the following formulation.

Theorem 2 ([19]). System (1) is exactly controllable in the class Lp if and only
if

1. For p = 1, if lim
n→∞

B∗S∗(t)x∗n = 0 uniformly almost everywhere on [0, T ]

implies lim
n→∞

x∗n = 0.

2. For p > 1, if lim
n→∞

B∗S∗(t)x∗n = 0 almost everywhere on [0, T ] implies

lim
n→∞

x∗n = 0.
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This implies a necessary condition of exact controllability in the class Lp for p > 1:
operators S(t) = eAt are surjective for all t ≥ 0.

This gives, in particular, the lack of exact controllability in the class Lp for
p > 1 for compact or analytic semigroups (see [30, 31, 11]). The following example
shows that there exist systems which are exactly controllable in the class L1, but
not exactly controllable in classes Lp, p > 1.

Example 1 ([19]). Let X = U = `2, {ei, i = 1, 2, . . . } be the canonical basis in
`2. Let B be defined as the identity operator B = I, and

Ax =
∞∑
i=1

−i〈x, ei〉ei, x =
∞∑
i=1

〈x, ei〉ei,
∞∑
i=1

i2|〈x, ei〉|2 <∞.

It is easy to see that A is the infinitesimal generator of a C0-semigroup

S(t)x =
∞∑
i=1

e−it〈x, ei〉ei, t ≥ 0

of compact operators for t > 0. The system is exactly controllable in the class L1,
because ‖R∗Tx∗‖L∞ = ‖x∗‖, but not in the class Lp, p > 1, the operators S(t)
being not surjective for t > 0. 2

Let us now consider the problem of null exact controllability. The characteri-
zation of this concept is not so clear in general Banach spaces. It is more simple
when X and U are Hilbert spaces. This is due to the following classical result.

Theorem 3 (Douglas (1966), [4]). Let C and D be linear bounded operators in
Hilbert spaces: C ∈ L (H1, H2), D ∈ L (H3, H2). The following conditions are
equivalent:

1. ImC ⊂ ImD.

2. There is a linear bounded operator E such that C = DE.

3. ∃µ ≥ 0 : ∀x ∈ H2 we have ‖C∗x‖2 ≤ µ2‖D∗x‖2.

This means that in Hilbert spaces the condition of exact null controllability
ImRT ⊂ eAT may be characterized as follows.

Theorem 4. Let us suppose that X and U are Hilbert spaces. Then the system
(1) is exactly null controllable in the class L2 if and only if

∃δ > 0 : ∀x ∈ X,
T∫
0

‖B∗S∗(t)x‖2dt ≥ δ2‖S∗(T )x‖2.
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As it was pointed out by several authors (including Douglas, see for example
[6]), Theorem 3 is not true in this form in general Banach spaces. Some other
formulations are possible (see, for instance, [6, 1]). We cannot develop this question
here, but we will return to the application of Douglas theorem in Section 4.1.

3. Exact controllability implies complete stabilizability

In the section we will see how exact controllability can imply complete stabi-
lizability. The main framework here is the Hilbert spaces setting.

Consider System (1) in the case of Hilbert spaces X and U . Under the conditi-
on that the operator A is the infinitesimal generator of a group eAt, B ∈ L (U,X),
Slemrod [29] obtained the first result in this way:

The condition

∃δ > 0, ∀x ∈ X :

T∫
0

‖B∗e−A∗τx‖2 dτ ≥ δ‖x‖2 (6)

implies complete stabilizability

∀ω > 0,∃F ∈ L (X,U), ‖e(A+BF)t‖ ≤Mωe−ωt, Mω ≥ 1,

with a linear bounded feedback F given by F = −B∗K−1ω (T ), where

Kω(T ) =

T∫
0

e−2ωte−AτBB∗e−A∗τ dτ.

This operator Kω(T ) is, in fact, the Gramian of the system

ẋ = Ax+ ωx+ Bu,

and the group Sω(t) = eωteAt has the infinitesimal generator (A+ ωI).
The inequality in (6) is the condition of exact controllability at time T in

the case of a group, and in Hilbert spaces. It corresponds to the Kalman integral
criterion:

K0(T ) =

T∫
0

e−AτBB∗e−A∗τ dτ

is bounded invertible. The fact that this is a necessary and sufficient condition
of exact controllability in Hilbert spaces was published first (to the best of our
knowledge) in [14] for the case of a bounded operator A, but the proof, based
on Theorem 3 (see [4]), can easily be rewritten in the case of a group eAt with
unbounded operator A, or directly from (4).

We can formulate this result as follows.
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Theorem 5. For System (1), where A is the infinitesimal generator of a group,
U and X being Hilbert spaces, exact controllability implies complete stabilizability.

Доведення. This a short proof, see [29] for more details. Let ω > 0 be given. Let
us take the feedback control

u(t) = Fx(t) = −B∗K−1ω (T )x(t).

We obtain then the closed loop system

ẋ(t) = (A+ ωI − BB∗K−1ω (T ))x(t),

where I is the identity operator, and the solution is given by the group S∗ωF (t)
generated by the operator

A+ ωI − BB∗K−1ω (T ).

Let x0 ∈ D(A∗), then a simple calculation gives (see Appendix in [29]):

d

dt

〈
S∗ωF (t)x0,Kω(T )−1S∗ωF (t)x0

〉
=

−‖e−ωTB∗e−A∗TS∗ωF (t)x0‖ − ‖B∗S∗ωF (t)x0‖.

By density of D(A∗), this implies the uniform boundedness of SωF (t)

∃M ≥ 1, ‖SωF (t)‖ ≤M, t ≥ 0.

This means that for all ω > 0, there exists a feedback law F , such that

‖SF (t)‖ = ‖e(A+BF)t‖ ≤Me−ωt, t ≥ 0.

This means that the system is completely stabilizable. 2

Following Slemrod and using some results by Lions, Komornik [9] proved an
analogous result for the case when B is unbounded. This was applied to systems
governed by PDE with boundary control.

Shortly, with some conditions on the operator B, complete stabilizability is
obtained from exact controllability and the feedback is

F = −JB∗K−1ω , Kω =

T∫
0

e−2ωte−AτBJB∗e−A∗τ dτ,

where J is the canonical Riesz isomorphism.
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Example 2. This allows to obtain the complete stabilization of systems like

ẅ(t, ξ)−∇w(t, ξ) = 0, (t, ξ) ∈ R+ × Ω

w(0, ξ) = f(ξ), ξ ∈ Ω

ẇ(0, ξ) = g(ξ), ξ ∈ Ω

w(t, ξ) = u(t, ξ) ξ ∈ ∂Ω.

The boundary control is given by the formula

u(t, ξ) = Fw(t, ξ) = −JB∗K−1ω (w(t, ξ), ẇ(t, ξ))

defined in the space H−1(Ω)× L2(Ω):

u(t, ξ) = ∂ν(Pw(t, ξ) +Qẇ(t, ξ)),

where P and Q are linear and bounded. 2

In the general case of a semigroup, we have the following implication:

Theorem 6. For System (1) in Hilbert spaces, with bounded operator B, exact
controllability to zero implies complete stabilizability by bounded feedback F .

This is a consequence of the following result implicitly contained in the paper
by Datko [3] (see also [34, Ch. III. 4]).

Theorem 7. Exactly null controllable systems are exponentially stabilizable.

The latter and the following remark give Theorem 6.

Remark 1. Controllability of System (1) is equivalent to controllability of the
shifted system:

ẋ = Ax+ ωx+ Bu.

This result may be extended to the case of an unbounded control operator.
We consider the same system (1) in Hilbert spaces, with possible unbounded

B and F , they are supposed to be admissible in a certain sense:

B bounded from U to the space X−1 which is the completion of X with the
norm ‖(λI −A)−1x‖.

Theorem 8 ([24]). If system (1), in Hilbert spaces, with admissible operator B is
exactly null controllable in X−1, then it is completely stabilizable by an admissible
feedback and then, finally, by a bounded feedback F .

The converse is not true, and there are different situations [24].
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Example 3. In the space L2(0,+∞), consider the semigroup

S(t)f(ξ) = e−
t2

2
−ξtf(ξ + t), t ≥ 0, ξ ≥ 0.

It is not difficult to see that for this semigroup:

∀ω > 0, ∃Mω ≥ 1, ‖S(t)‖ ≤Mωe−ωt.

We have σ(S(t)) = {0} and then σ(A) = ∅.
It is easy to see that, for some f 6= 0 we have S(t)f 6= 0 for any t ≥ 0. The

system is completely stabilizable (B = 0) but not controllable. 2

Example 4. In the space L2(0, 1), consider the semigroup

S(t)f(ξ) =

{
f(ξ + t) 0 ≤ t+ ξ ≤ 1,

0 t+ ξ > 1.

It is not difficult to see that for this semigroup

∀ω > 0, ∃Mω ≥ 1, ‖S(t)‖ ≤Mωe−ωt.

We have σ(S(t)) = {0} and then σ(A) = ∅.
For any initial function f ∈ L2(0, 1), we have S(t)f(x) = 0 for t > 2. This

means that S(t) = 0, for all t > 2. Then, for any control operator B, the system
is exactly null controllable at time T > 2 with the trivial control u = 0. 2

4. Complete stabilizability implies exact controllability

In this Section we consider how complete stabilizability may imply exact (null)
controllability, and is there an equivalence in some situation as in finite dimensi-
onal spaces.

4.1. Banach space, bounded case
Consider System (1) where operators A and B are linear, bounded: A ∈ L (X)

and B ∈ L (U,X). This means that it is not the case of partial differential
or functional-differential equations (with delay). Anyway, it is of historical and
theoretical interest.

An important result on complete stabilizability was obtained in [28]. First we
formulate result about exact controllability.

Theorem 9 (Korobov-Rabah (1979), [10]). System (1) is exactly controllable if
and only if there exists k ∈ N such that

Im [B AB · · · AkB] = X, (7)

where [B AB · · · AkB] is acting from U × · · · × U to X and the condition is
independent on the class of controls.
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In fact the exact controllability holds in the class of piece-wise controls, when
the condition of the theorem is verified.

Theorem 10 (Sklyar (1982), [28]). System (1) with bounded operators is
completely stabilizable if and only if the block operator [B AB · · · AkB] is
right invertible for some k:

∃Pi ∈ L (X,U), i = 0, 1, . . . , k : BP0 +ABP1 + · · ·+AkBPk = I. (8)

There is a spectral formulation, which is a consequence of the following result.

Theorem 11 (Kaashoek and al. (1983), [7]). The operator [B AB · · · AkB] is
right invertible for some k if and only if operators [λI − A B], from X × U to
X are right invertible for all λ ∈ C, i.e.

∀λ ∈ C, ∃Qλ ∈ L (X), ∃Pλ ∈ L (X,U) : (λI − A)Qλ + BPλ = I. (9)

This gives a spectral formulation of the characterization of complete stabili-
zation.

Theorem 12. System (1) is completely stabilizable if and only if operators
[λI − A B] are right invertible for all λ ∈ C.

If U,X are Banach spaces, not isomorphic to Hilbert spaces, the condition (8)
(or the spectral formulation (9)) is more than exact controllability, it is equivalent
to the following two conditions:

1. Im [B AB · · · AkB] = X, i.e. exact controllability by Theorem 9.

2. Ker [B AB · · · AkB] is complemented.

This means that in Banach spaces (not isomorphic to Hilbert spaces) there are
exactly controllable systems, generated by a group, which are not completely
stabilizable.

Example 5 (Sklyar (1982)). Consider the Banach space U which has at least a
subspace L which cannot be complemented in U . Let X be the factor space U/L
and B be the canonical projection of U onto X = U/L. The operator B is then
onto (surjective). This means that the system

ẋ = x+ Bu,

is exactly controllable because ImB = X (here A = I). If we suppose that it is
completely stabilizable, then, according to Theorem 8, there exists P ∈ L (X,U)
such that FP = I, and KerP = L can be complemented. This is in contradiction
with the construction of L. 2
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The result of Theorem 10 was proved in [13] without citing the original result
[28].

The situation is different in Hilbert spaces: every closed subspace can be
complemented and the equivalence between range condition (7) and right inverti-
bility (8) can be given by Douglas theorem.

Remark 2. When this paper was under review, appeared a conference paper [12]
on exact controllability and complete stabilizability (in fact arbitrary assignabi-
lity of the Bohl exponent) of a class of linear non-stationary discrete systems
in Banach spaces. The main result concerns a case when the state operator is
constant, the control operator is periodic, the space X is a reflexive Banach space
and U is a separable Hilbert space: it is claimed that exact controllability implies
arbitrary assignability of Bohl exponents. No proofs are given in this paper.

4.2. Hilbert spaces, bounded case, spectrum assignment
In Hilbert spaces, exact controllability is equivalent to complete stabilizability,

but more precisely we have a pole assignment result which may be interesting, at
least in operator theory.

Theorem 13 (Eckstein (1981) [5]). The system (1) is exactly controllable if and
only if for every nonempty compact set Λ ⊂ C, there is a bounded linear feedback
F , such that

σ(A+ BF) = Λ,

i.e. the problem of spectrum assignment is solvable.

The proof uses explicitly the Hilbert space structure, in particular the fact that
the subspace Ker[B AB · · · AkB] can always be complemented. There is also a
dual formulation of this result in [7] and a constructive approach of the dual
operator corresponding to F : let C be an operator from X to the Hilbert space
Y , find K such that σ(A+KC) = Λ. This appears in the problem of detectability
and construction of asymptotic observers.

To summarize the characterization in Hilbert spaces, when the operators are
bounded, we can formulate as follows.

Theorem 14. Let U and X be Hilbert spaces, A and B be linear bounded
operators. The following statements are equivalent

1. The system (1) is exactly controllable in the class L2.

2. For every nonempty compact set Λ ⊂ C, there is a bounded linear feedback
F , such that

σ(A+ BF) = Λ,

i.e. the problem of spectrum assignment is solvable.

3. Im [B AB · · · AkB] = X for some k ∈ N,
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4. Im [λI − A B] = X for all λ ∈ C.

This is a complete analog of Theorem 1.

4.3. Unbounded case in Hilbert spaces
We return to the system (1) with unbounded A and bounded B.

Theorem 15 (Megan (1975), Zabczyk (1976), see [34]). If eAt is a group and
the system (1) in Hilbert spaces is completely stabilizable, then it is exactly
controllable.

This result was extended to the case of surjective operators eAt, t ≥ 0 by
Rabah & Karrakchou (1997) and Zeng & Xie & Guo (2013), see [23, 35].

We can summarize as:

Theorem 16. The system (1) in Hilbert spaces, with a bounded operator B, is
exactly controllable in the class L2 if and only if

1. Operators eAt are surjective for t ≥ 0.

2. The system is completely stabilizable.

Exact controllability is equivalent to exact null controllability when eAt are surjecti-
ve for t ≥ 0.

But what about exact controllability in the class L1 in this context? Surjecti-
vity of operators eAt is not needed. Let us return to Example 1.

Example 6 (Example 1 continued). As we saw, the system is exactly controllable
in the class L1 but not in the class Lp for p > 1. Let us show that it is completely
stabilizable by a bounded feedback. Let us take arbitrary ω > 0 and n ∈ N such
that n > ω. Define operator F from X = `2 to U = `2 by

Fx =

n−1∑
i=1

(i− n) 〈x, ei〉 ei.

Then

(A+ BF)x =

n−1∑
i=1

−n 〈x, ei〉 ei +

∞∑
i=n

−i 〈x, ei〉 ei,

which gives for the semigroup SF (t) = e(A+BF)t

‖e(A+BF)x‖2 =
n−1∑
i=1

e−2nt| 〈x, ei〉 |2 +
∞∑
i=n

e−2it| 〈x, ei〉 |2 ≤ e−2nt‖x‖2.

And this means that
‖e(A+BF)‖ ≤ e−nt ≤ e−ωt,

i.e. the system is completely stabilizable. 2
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5. The case of neutral type systems

We consider some large class of neutral type systems

ż(t) = A−1ż(t− 1) + Lzt(·) +Bu(t), (10)

where

Lzt(·) =

0∫
−1

[A2(θ)ż(t+ θ) +A3(θ)z(t+ θ)] dθ,

with z(t) taking values in Rn and u(t) in Rp. The system can be written as

ẋ = Ax+ Bu, (11)

where A is the infinitesimal generator of a C0-semigroup eAt given in the product
spaceM2(−1, 0;Rn)

def
= Rn×L2(−1, 0;Rn), noted shortlyM2, andA,B are defined

by

Ax(t) =

Lzt(·)
dzt(θ)

dθ

 , x(t) =

(
z(t)

zt(·)

)
, Bu(t) =

(
u(t)

0

)
,

with the domain D(A) given by

D(A) =
{

(v, ϕ) ∈M2 : ϕ(·) ∈ H1, v = ϕ(0)−A−1ϕ(−1)
}
.

The characteristic matrix is noted by

∆A(λ) = λI −A−1e−λ − λ
0∫
−1

A2(θ)e
sθdθ −

0∫
−1

A3(θ)e
sθ dθ.

The behavior of the dynamical system is described by the spectrum:

σ(A) = {λ : det ∆A(λ) = 0}.

The set σ(A) is formed by eigenvalues of finite multiplicity, see for example [21]
and references therein.

5.1. Complete stabilizability
It is characterized by two conditions: one on the spectrum σ(A) , the second

on the neutral term (here A−1).

Theorem 17 ([20]). The system (10), in abstract form (11), is completely stabi-
lizable if and only if

1. For all λ ∈ C, rank
[
∆A(λ) B

]
= n.

2. For all µ ∈ C, µ 6= 0, rank
[
µI −A−1 B

]
= n.
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The condition 2 may be formulated as ImA−1 ⊂ Im [B A−1B · · · An−1−1 B].

Proof. It is important to check the meaning of the second condition. A large
part of the spectrum of A may be obtained from the non zero spectrum of the
matrix A−1:

λ = log |µ|+ i(argµ+ 2kπ) + o(1/|k|), k ∈ Z.

The eigenvalues are in some circles centered at logµ with decreasing radii, when
|k| is growing [21]. The pole assignment is possible in the interior of the circles
under Condition 1, which means the controllability of poles.

The spectrum of the operator A is close to some vertical axes defined by the
spectrum of the neutral term, the matrix A−1. We need to move these axes by the
feedback in order to obtain complete stabilizability, and then the corresponding
values µ must be controllable. The necessity of both conditions is then clear
enough.

Let us shortly consider the sufficient part. The condition 2 allows to move
arbitrary all the non zeros eigenvalues ofA−1, and to make it simple. The condition
1 allows to control an eigenvalue in the interior of circles (for k large). It remains
then to move a finite number of eigenvalues, it is possible as shown in [22, 26].

It is of interest to show the form of the feedback needed for exponential and
then for complete stabilizability:

u(t) = Fx(t) = F−1ż(t− 1) +

T∫
0

[F2(θ)ż(t+ θ) + F3(θ)z(t+ θ)] dθ.

This means that F is not bounded and domains of A + BF and A are not the
same. However this form is necessary in order to move the spectrum [16, 18].

Fig. 1. Spectrum of A, for each µ ∈ σ(A−1), µ 6= 0.
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5.2. Complete stabilizability and exact controllability

The notion of exact controllability for System (10) must be modified. As here
the control u is finite dimensional, exact controllability in the sense of Definition 1
is not possible. In fact it may be shown that, in this case, the reachability setRT is
in D(A) [25, 26]. Then by exact controllability at time T , we mean RT = D(A),
and exact null controllability means to reach zero from all initial condition in
D(A). Results given in [25, 26] may be summarized in the following theorem.

Theorem 18. If A is the infinitesimal generator of a group or, equivalently, if
the matrix A−1 is not singular, 0 /∈ σ(A−1), then exact controllability is equivalent
to complete stabilizability.

Proof. If µ = 0 is not in σ(A−1), conditions 1 and 2 of Theorem 17 give a
criteria of exact controllability. We refer to [25, 26] for detailed proofs. In our case
of System (10), for exact null controllability we can obtain only a partial result.

Theorem 19. Exact controllability to zero of System (10) implies complete stabi-
lizability.

Proof. If Condition 1 in Theorem 17 is not verified, it means that some ei-
genvalues are not controllable. Taking a corresponding eigenvectors as an initial
condition, we can see that exact controllability does not hold. To prove Condi-
tion 2 in Theorem 17, we can proceed by derivation of the solution z(t) = 0 for
t ≥ T ≥ n. The calculation gives ImA−1 ⊂ Im [B A−1B · · · An−1−1 B] (see [24]),
which means that Condition 2 in Theorem 17 is verified.

The converse (in fact the criteria of exact null controllability without relation
with stabilizability) has been proved in some particular cases of neutral type
systems with discrete delays [15, 8] and in the case of retarded systems [17]. In
the case of our general system (10), the question is still open, see Conjecture in
[24] and [2].

6. Conclusion

We gave a short review of the relations between exact controllability and pole
assignment (complete stabilizability). There are a lot of papers concerning di-
fferent classes of systems, in particular, governed by partial differential equations.
This paper gives our point of view to some questions concerning abstract infinite
dimensional systems, based on results close to ours, in particular for functional
differential equations of neutral type. Several problems are still open concerning
the general abstract case or some particular classes.
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Про точну керованiсть та повну стабiлiзацiю
для лiнiйних систем

Рабах Рабах
НДIЗКН, Вища гiрнича школа м. Нант

вул. Ное 1, Нант, Францiя, 44300
У цiй роботi ми розглядаємо лiнiйнi системи з керуванням, описанi рiвнянням

ẋ = Ax+ Bu, де функцiї u та x приймають значення U та X вiдповiдно. Для тако-
го об’єкта подано короткий огляд результатiв, що стосуються зв’язкiв мiж точною
керованiстю та повною стабiлiзацiєю (стабiлiзацiя з довiльною швидкiстю спаду).
Аналiз проводиться в рiзних ситуацiях: обмежений чи необмежений стан та опера-
тори керування A та B, простори Банаха або Гiльберта U та X.

Добре вiдома еквiвалентнiсть мiж повною керованiстю та розташуванням по-
люсiв у ситуацiї скiнченновимiрних просторiв в загальному випадку не має мiсця
в нескiнченномiрних просторах. Точної керованостi недостатньо для повної стабiлi-
зацiї, якщо U i X є банаховими просторами. У постановцi Гiльбертового простору
цей результат є справедливим. Зворотньє твердження також не є простим: в де-
яких ситуацiях повна стабiлiзацiя передбачає точну керованiсть (у просторi Банаха
з обмеженими операторами), в iнших ситуацiях це не вiдповiдає дiйсностi. Вiдповiд-
нi результати наведенi з деякими iдеями доведення. Технiчнi деталi можна знайти
в цитованiй лiтературi. Наведено кiлька прикладiв. Особлива увага придiляється
випадку нескiнченновимiрних систем, збудованих за системами iз загаюваннями
нейтрального типу iз розподiленими загаюваннями. Бiльш детально дослiджується
питання про зв’язок мiж точною нуль-керованiстю та повною стабiлiзацiєю. Зага-
лом мiж цими поняттями немає еквiвалентностi. Однак для деяких класiв рiвнянь
нейтрального типу iснує еквiвалентнiсть. Питання про те, чи є еквiвалентнiсть для
бiльш загальних систем, залишається вiдкритим. Це короткий i невичерпний огляд
деяких дослiджень теорiї керування у нескiнченновимiрних просторах. Нашi роботи
в цiй сферi були iнiцiйованi В. I. Коробовим протягом 70-х рокiв минулого сторiччя
у Харкiвському державному унiверситетi.

Ключовi слова: Точна керованiсть; повна стабiлiзацiя; нескiнченновимiрнi систе-
ми; нейтральний тип.

On exact controllability and complete
stabilizability for linear systems

Rabah Rabah
IRCCYN, Ecole des Mines de Nantes
1 Rue de la Noë, 44300 Nantes, France

In this paper we consider linear systems with control described by the equation
ẋ = Ax + Bu where functions u and x take values in U and X respectively. For such
object, a short review of results concerning relations between exact controllability and
complete stabilizability (stabilizability with arbitrary decay rate) is given. The analysis
is done in various situations: bounded or unbounded state and control operators A and
B, Banach or Hilbert spaces U and X.
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The well known equivalence between complete controllability and pole assignment in
the situation of finite dimensional spaces is no longer true in general in infinite dimensi-
onal spaces. Exact controllability is not sufficient for complete stabilizability if U and X
are Banach spaces. In Hilbert space setting this implication holds true. The converse also
is not so simple: in some situations, complete stabilizability implies exact controllabi-
lity (Banach space setting with bounded operators), in other situation, it is not true.
The corresponding results are given with some ideas for the proofs. Complete technical
development are indicated in the cited literature. Several examples are given. Special
attention is paid to the case of infinite dimensional systems generated by delay systems
of neutral type in some general form (distributed delays). The question of the relation
between exact null controllability and complete stabilizability is more precisely investi-
gated. In general there is no equivalence between the two notions. However for some
classes of neutral type equations there is an equivalence. The question how the equi-
valence occurs for more general systems is still open. This is a short and non exhaustive
review of some research on control theory for infinite dimensional spaces. Our works in
this area were initiated by V. I. Korobov during the 70th of the past century in Kharkov
State University.

Key words: Exact controllability; complete stabilizability; infinite dimensional
systems; neutral type.
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On homogeneous controllability functions

A. Polyakov

Inria Lille-Nord Europe, 40. av. Halley, Villeneuve d’Ascq, 5965, France
andrey.polyakov@inria.fr

The controllability function method, introduced by V. I. Korobov in late 1970s,
is known to be an efficient tool for control systems design. This paper bridges
the method with the homogeneity theory popular today. In particular, it is
shown that the so-called homogeneous norm is a controllability function of the
system in some cases. Moreover, the closed-loop control system is homogeneous
in a generalized sense. This immediately yields many useful properties of the
system such as robustness (Input-to-State Stability) with respect to a rather
large class of perturbations.
Keywords: controllability function; generalized homogeneity; robustness.

Поляков А. Про однорiднi функцiї керованостi. Метод функцiї ке-
рованостi, введений В. I. Коробов наприкiнцi 1970-х рокiв, як вiдомо, є
ефективним iнструментом для дослiдження систем керування. Ця стаття
поєднує цей метод iз популярною сьогоднi теорiєю однорiдностi. Зокрема,
показано, що так звана однорiдна норма в деяких випадках є функцiєю
керованостi системи. Бiльше того, замкнута система керування є однорi-
дною в узагальненому сенсi. Це вiдразу дає багато корисних властивостей
системи, таких як робастiсть (стабiльнiсть вхiдного стану) щодо досить
великого класу збурень.
Ключовi слова: функцiя керованостi; узагальнена однорiднiсть; роба-
стнiсть.

Поляков А. Об однородных функциях управляемости. Метод фун-
кции управляемости, введенный В. И. Коробов в конце 1970-х годов,
как понятно, является действенным инвентарем для исследования систем
управления. Эта статья совмещает этот метод с популярной сегодня те-
орией однородности. В частности, показано, что так называемая одноро-
дная норма в некоторых случаях является функцией управляемости систе-
мы. Более того, замкнутая система управления однородна в обобщенном
смысле. Это сразу дает много полезных свойств системы, таких как робо-
тность (стабильность входного состояния) относительно достаточно боль-
шого класса возмущений.
Ключевые слова: функция управляемости; обобщенная однородность; ро-
бастность.
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1. Introduction
Most of physical systems are symmetric in the view of Noether’s Theorem

[23]. Differential symmetries can discovered in both ODE (Ordinary Differential
Equation) and PDE (Partial Differential Equation) models of dynamical systems
[9], [8], [27]. One of Lie symmetries, that is rather popular in control theory, is
homogeneity. The homogeneity is a dilation symmetry known since 18th century,
when Leonhard Euler studied functions x → f(x) which are symmetric with
respect to uniform dilation x → λx of its argument, namely, f(λx) = λνf(x),
∀λ > 0,∀x, where ν is a real number. Such functions were called homogeneous and
the number ν was referred as the homogeneity degree. It seems that a generalized
homogeneity (the symmetry with respect to a non-uniform dilation) was first
studied by Vladimir Zubov in [36]. The homogeneity is useful for analysis of
nonlinear finite-dimensional dynamical systems (see also [36], [11], [13] [14], [33],
[4], [2]) as well as non-linear controllers/observers design (see [13], [7], [10], [1],
[19]). Homogeneity degree specifies a convergence rate of any asymptotically stable
homogeneous system (see e.g. [22]). Homogeneous approximations of nonlinear
models are useful in the case when a linear approximation is not informative or
simply impossible [1]. Homogeneous control systems have similar properties to
linear ones, e.g., local stability yields global stability, invariance of the compact
set is equivalent to stability, etc. However, they may have better control quality,
e.g., faster convergence, better robustness and less overshoot. For more details we
refer the reader to [27, Chapter 1].

The controllability function method [16] is an efficient tool for control systems
design. The monograph [17] presents most detailed study of the method and its
applications to different control problems. Formally, a controllability function has
no relation with the homogeneity theory. However, in some cases, its design is
implicitly inspired by the homogeneity and uses the dilation symmetry of the
system. This paper bridges controllability function method with the homogeneity
theory showing that the control/controllability function design for linear plants
results in a generalized homogeneous control system, that inherits all good
properties of homogeneity, e.g., robustness (Input-to-State Stability) with respect
to a sufficiently large class of perturbations.

The paper is organized as follows. First, the controllability function method
and elements of the homogeneity theory are remained. Next, the main theorem
about homogeneous controllability functions for linear plants is proven. Finally,
some remarks and conclusions are given.

2. On controllability function method

Following [17] the controllability function Θ : Rn 7→ [0,+∞) is a Lyapunov-
like function of a closed-loop system u = u(x) realizing a position control in a
finite time. More precisely, the properties of Θ are characterized by the following
theorem.
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Theorem 1. [17, Theorem 1.2, page 19] Let us consider the controlled process

ẋ = f(x, u), t > 0, f : Rn+m 7→ Rm (1)

where x(t) ∈ Rn, u ∈ Ω ⊂ Rm and the function f is locally Lipschit continuous
on (Rn\{0})× Ω, i.e.,

‖f(x1, u1)− f(x2, u2)‖ ≤ L(ρ1, ρ2)(‖x1−x2‖+ ‖u1−u2‖),
xi ∈ K(ρ1, ρ2),
‖ui‖ ∈ Ω, i = 1, 2,

where K(ρ1, ρ2) := {x : 0 < ρ1 ≤ ‖x‖ ≤ ρ2}.
Let there exist a function Θ : Rn 7→ [0,+∞) such that

1) Θ > 0 for x 6= 0 and Θ(0) = 0;

2) there exists c > 0 such that the set is Q := {x : Θ(x) ≤ c} is bounded;

3) there exists a function u : Q 7→ Ω satisfying the inequality

∂Θ(x)

∂x
f(x, u(x)) ≤ −qΘ1− 1

α (x), ∀x ∈ Q\{0} (2)

for some q > 0 and α > 0, such that u satisfies the Lipschitz condition on
on any set K(ρ1, ρ2) ∩Q.

Then the trajectory x(t) of the closed-loop system (1) with x(0) = x0 ∈ Q
reaches the state x = 0 at an instant of time T (x0) ≤ α

q Θ
1
α (x0). Moreover, if

α =∞ then x(t)→ 0 as t→∞.

If α = 1 and the symbol ≤ in (2) is replaced with =, then the inequali-
ty becomes the Bellman (dynamic programming) equation and the function Θ
is the settling time function of the closed-loop system. On the other hand, the
controllability function Θ satisfies the classical [20] (resp., a generalized [32], [5])
Lyapunov theorem for α = +∞ (resp. 0 < α < +∞).

Example 1. [17, page 21] A controllability function Θ for the chain of
integrators

ẋ = Ax+Bu, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ R, A =

(
0 1 0 ... 0
0 0 1 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... 1
0 0 0 ... 0

)
, B =

(
0
0
...
0
1

)
, (3)

can be designed implicitly as a solution of the following algebraic equation

a0Θ = x>D(Θ)FD(Θ)x, x 6= 0 (4)

where a0 > 0, a symmetric matrix F = F> ∈ Rn×n satisfies1 the linear matrix
inequalities (LMIs)

F (A+BK) + (A+BK)>F ≺ 0, F � 0 (5)
1The sign ≺ (resp. �) denotes the negative (resp. positive) definiteness of a symmetric matrix.
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with K ∈ R1×n : A+BK - Hurwitz, and the matrix-valied function D is defined
as follows

D(Θ) = diag
(

Θ−
m+n−2i+1

2α

)
(6)

with α and m are natural numbers being selected such that the linear matrix
inequality (LMI)

F −HαF −HαF � 0, Hα = diag

(
−m+ n− 2i+ 1

2α

)
, (7)

is fulfilled. The corresponding controller is given by

u(x) = Θ
m−n−1

2α KD(Θ)x. (8)

3. Homogeneity

This section presents a brief summary of the homogeneity theory of dynamical
system in Rn .

3.1. Dilations in Rn
The standard (Euler’s) dilation in a vector space is the operator x → λx,

λ > 0. Generalized dilations and the generalized homogeneity in Rn are introduced
in [36], [15], [14], [26].

Definition 1. [14] A family of mappings d(s) : Rn 7→ Rn, s ∈ R is a said to be
a dilation group (or, simply, a dilation) in Rn if

• (Group property) d(0)x = x, d(t)◦d(s)x = d(t+s)x, ∀t, s ∈ R, ∀x ∈ Rn;

• (Limit property) lim
s→−∞

‖d(s)x‖ = 0 and lim
s→+∞

‖d(s)x‖ =∞ for all x 6= 0.

Below we deal only with the so-called linear dilation [26] defined as follows:

d(s) := esGd =

∞∑
i=0

siGid
i!

, (9)

where Gd ∈ Rn×n is an anti-Hurwitz matrix being a generator of the dilation. For
Gd = In (the identity matrix), we have the standard (Euler’s) dilation d(s) = esIn
but the case of diagonal matrix Gd corresponds to the so-called weighted dilation
[36], [31], [12], [18], [1], [28] popular today.

Definition 2. [26] A linear dilation d is said to be monotone with respect to a
norm ‖ · ‖ if there exists β > 0 such that

‖d(s)‖ ≤ eβs, ∀s ≤ 0, (10)

where ‖d(s)‖ = max
x 6=0

‖d(s)x‖
‖x‖ is the matrix norm of d(s).
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A criterion of the monotonicity of the linear dilation in Rn is given by the
following lemma

Lemma 1. [26] Any linear dilation d in the finite dimensional space Rn is
monotone with respect to the weighted Euclidean norm ‖x‖P =

√
x>Px, x ∈ Rn

provided that the symmetric matrix P = P> ∈ Rn×n satisfies the linear matrix
inequality

G>dP + PGd � 0, P � 0, (11)

where the symbol � 0 means that the matrix is positive definite.

It is known [26] that any vector from Rn\{0} can be uniquely projected to a
unit sphere using monotone dilation. More precisely, for any x ∈ Rn\{0} there
exists a unique pair (z, s) : ‖z‖ = 1, s ∈ R such that d(s)x = z. We use this
feature of monotone dilation in our further constructions.

3.2. Canonical homogeneous norm. Any compact and convex neighborhood of
the origin induces a norm in Rn by means of the standard dilation x→ λx, λ > 0
(see, e.g.,[30]). In the general case, the similar construction for monotone dilation
leads to the so-called homogeneous norm [10].

Definition 3. The function ‖ · ‖d : Rn 7→ [0,+∞) defined as follows ‖0‖d = 0
and

‖x‖d = esx : ‖d(−sx)x‖ = 1, x 6= 0,

is called the canonical homogeneous norm, where d is a monotone dilation with
respect to the norm ‖ · ‖ in Rn.

The canonical homogeneous norm is continuous on Rn and locally Lipschitz
continuous on Rn\{0} (see, [26]). Moreover, in [27, Theorem 7.1., page 188] it is
proven that ‖ · ‖d is, in fact, a norm (in the classical sense) in a finite-dimensional
space R̃n homeomorphic2 to Rn.

Below we show that the canonical homogeneous norm is the controllability
function for linear control systems considered in [17, Chapter 1]. The related
analysis would require differentiability of ‖ · ‖d on Rn\{0}. The latter can always
be guaranteed for a canonical homogeneous norm induced by a weighted Euclidean
norm.

Lemma 2. [26] If the canonical homogeneous norm ‖ · ‖d is induced by the norm
‖x‖ =

√
x>Px with a symmetric matrix P = P> ∈ Rn×n satisfying (11) then

‖ · ‖d ∈ C(Rn) ∩ C1(Rn\{0}) and

∂‖x‖d
∂x

= ‖x‖d
x>d>(− ln ‖x‖d)Pd(− ln ‖x‖d)

x>d>(− ln ‖x‖d)PGdd(− ln ‖x‖d)x
, x 6= 0. (12)

2The space R̃n consists of vectors from Rn, but a sum of vectors and a multiplication of a
vector by a scalar are defined differently.
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Below we show that a properly designed canonical homogeneous norm is a
controllability function for linear control plant.

3.3. Homogeneous systems. By definition, we say that an ODE is homogeneous
if its right-hand side is a homogeneous vector field.

Definition 4. [14] A vector field (resp. a function) f : Rn 7→ Rn (resp. h : Rn →
R) is said to be d-homogeneous of the degree ν ∈ R is

f(d(s)x) = eνsd(s)f(x), ∀s ∈ R, ∀x ∈ Rn
(resp. h(d(s)x) = eνsh(x), ∀s ∈ R, ∀x ∈ Rn),

(13)

where d is a dilation in Rn.

The canonical homogeneous norm is the simplest example of the homogeneous
function of the degree 1.

Example 2: The system

ẋ = f(x) :=

(
x2

−k1x
1
5
1 − k2x

1
3
2

)
is d-homogeneous of the degree ν = −2 with respect to the dilation

d(s) =

(
e5s 0
0 e3s

)
.

Indeed, simple computations show

f(d(s)x) = e−2sd(s)f(x), ∀x ∈ Rn, ∀s ∈ R.

Moreover, one can be shown [29] that

V (x) = c

(
5k1|x1|

6
5

6
+
x22
2

) 4
3

+ k1x1x2, c > max


(

3

4

) 4
3

,
k

5
6
1 2

2
3 (1 + k2/6)

4k2/3


is the controllability function (in the sense of Theorem 1)

∃q > 0 : V̇ (x) =
∂V

∂x
f(x) ≤ −qV

3
4 (x), ∀x 6= 0,

of the system
ẋ1 = x2, ẋ2 = u

with the feedback control

u(x) = −k1x
1
5
1 − k2x

1
3
2 , k1 >

5

6
k2.

To highlight some features the homogeneous systems we present the series of
known results.
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Theorem 2. [36] If x(t, x0) is a solution of a d-homogeneous system

ẋ = f(x), t > 0, f : Rn 7→ Rn, f ∈ C(Rn) (14)

with the initial condition x(0) = x0 then

x(t,d(s)) = dx(eµst, x0)

is a solution of the same ODE with the scaled initial condition x(0) = d(s)x0.

The latter theorem implies that any local property of the system (14) can be
extended globally. For instance, local stability implies global stability, global-in-
time existence of solutions for small initial data yields global-in-time existence of
solutions for large initial data, etc.

The Zubov-Rosier Theorem [36], [31] given below is the converse Lyapunov
theorem for homogeneous systems. For shortness, we say that a ”system is stable”
if its zero solution is stable.

Theorem 3. [31] A d-homogeneous system (14) is asymptotically stable if and
only if there exists a positive definite d-homogeneous function V : Rn 7→ [0,+∞)
of degree 1 such that V ∈ C(Rn) ∩ C1(Rn\{0}) and

V̇ (x) =
∂V

∂x
f(x) ≤ −qV 1+µ(x), ∀x 6= 0, (15)

where µ is the homogeneity degree of the vector field f and q > 0 is a positive
parameter.

In other words, any stable homogeneous system admits a homogeneous
Lyapunov function. Notice that, for µ < 0 the inequality (15) repeats the inequali-
ty (2). The estimate (15) yields the following corollary which characterize the
convergence rates of homogeneous systems.

Corollary 1. [22] If the system is asymptotically stable then it is

• globally uniformly finite-time stable3 for µ < 0;

• globally uniformly exponentially stable for µ = 0;

• globally uniformly nearly fixed-time stable4 for µ > 0,

where µ ∈ R is a homogeneity degree of the vector field f .
3A system is globally uniformly finite-time stable if it is Lyapunov stable and there exists a

locally bounded function T : Rn → [0,+∞) such that ‖x(t)‖ = 0,∀t ≥ T (x0), ∀x0 ∈ Rn. For
more details about finite-time stability see [5], [32].

4A system is globally uniformly nearly fixed-time stable if it Lyapunov stable and ∀r >
0, ∃Tr > 0 : ‖x(t)‖ < r,∀t ≥ Tr independently of x0 ∈ Rn. For more details about fixed-time
stability see [24].
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One of useful properties of homogeneous control systems is robustness (Input-
to-State Stability) in the sense of the following definition.

Definition 5. [34] The system

ẋ = f(x, δ), f : Rn+k 7→ Rn, f ∈ C(Rn+k) (16)

is said to be Input-to-State Stable (ISS) if there exist 5 β ∈ KL and γ ∈ K :

‖x(t)‖ ≤ β(‖x(0)‖, t) + γ

(
sup
τ∈[0,t]

‖δ(τ)‖

)
, ∀t > 0.

The ISS analysis is a non-trivial problem in the general case [35], however,
ISS of a perturbed homogeneous systems follows from asymptotic stability of a
non-perturbed one provided that the disturbances are involved to the system in
a homogeneous way [33], [12], [1].

Theorem 4. [3] Let d be a dilation in Rn, d is a dilation in Rk, and tµ ∈ R.If

f(d(s)x, d̃(s)δ) = eµsd(s)f(x, δ), ∀s ∈ R, ∀x ∈ Rn,∀δ ∈ Rk.

and the system (16) with δ = 0 is asymptotically stable then this system is ISS.

Example 3. The control system considered in Example 2 is robust (Input-
to-State Stable) with respect to bounded additive exogenous perturbations and
additive measurement noises. Indeed, let us denote

f(x, δ) =

(
x2

u(x+ δ)

)
+ δ1, x = (x1, x2)

> ∈ R2,

(
δ1
δ2

)
∈ R4,

where the feedback control u is defined in Example 2, δ1 ∈ R2 is a measurement
noise and δ2 is an exogenous perturbation. Let the dilation d be defined as in
Example 2. Then

d̃(s) =

(
d(s) 0

0 e−2sd(s)

)
,

is a dilation in R4 with the generator

Gd̃ =


5 0 0 0
0 3 0 0
0 0 3 0
0 0 0 1


5A function γ : [0,+∞) 7→ [0,+∞) is of class K if it is continuous, strictly increasing and

γ(0) = 0.
A function β : [0,+∞)× [0,+∞)→ [0,+∞) is of class KL if the function r 7→ β(r, s) is of class
K for any fixed s ∈ R and for any fixed r ≥ 0 the function s 7→ β(r, s) is decreasing to zero as
s→ +∞.



32 A. Polyakov

being an anti-Hurwitz matrix. In Example 2, it was shown that the system

ẋ = f(x, 0)

is globally uniformly asymptotically stable. Since

f(d(s)x, d̃(s)δ) = e−2sd(s)f(x, δ), ∀x ∈ R2, ∀δ ∈ R4, ∀s ∈ R

then, by Theorem 4, this system is ISS.

4. Homogeneous controllability functions for linear plants

Let us consider the linear control system

ẋ = Ax+Bu, t > 0, x(0) = x0 (17)

where x(t) ∈ Rn is the system state, A ∈ Rn×n is the system matrix, u(t) ∈ Rm
is a control input and B ∈ Rn×m.

Inspired by Theorem 1 and [26] we present the following result.

Theorem 5. Let the pair {A,B} be controllable and the pair Y0 ∈ Rm×n, G0 ∈
Rn×n be a solution of the linear algebraic equation

AG0 −G0A+BY0 = A, G0B = 0 (18)

with respect to G0, Y0, then

1) Gd = In + µG0 is anti-Hurwitz for any µ ∈ [−1, 0);

2) G0 − In is invertible and the matrix A0 = A+BY0(G0 − In)−1 satisfies

A0Gd = (Gd + µIn)A0, GdB = B. (19)

If a solution X ∈ Rn×n, Y ∈ Rm×n satisfies the system of linear matrix inequalities
(LMIs)

A0X+XA>0 +BY +Y >B> ≺ 0, GdX+XG>d � 0, X = X> � 0 (20)

then

3) the canonical homogeneous ‖ · ‖d induced by the weighted Euclidean norm
‖x‖ =

√
x>X−1x is a controllability function of the system (17) with

the control

u(x) = Y0(G0 − In)−1x+ ‖x‖µ+1
d Y X−1d(− ln ‖x‖d)x (21)

and
d

dt
‖x‖d ≤

λmax(A0X+XA>0 +BY+Y >B>)

λmax(GdX+XG>d )
‖x‖1+µd , x 6= 0, (22)

where λmax(Q) denotes a maximal eigenvalue of a symmetric matrix Q and
d is a dilation generated by Gd;
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4) u ∈ C1(Rn\{0}) for any µ ∈ [−1, 0), u is continuous at zero if µ ∈ (−1, 0)
and u is discontinuous at zero but locally bounded if µ = −1;

5) the closed-loop system (17), (21) is d-homogeneous of the degree µ.

Proof. 1) Since the pair {A,B} then there exists [21], [28] a coordinate
transformation M ∈ Rn×n such that

M−1B=


0
...
0

Ak k+1

 , M−1A0M=


0 A12 0 ... 0
0 0 0 ... 0
... ... ... ... ...
0 0 0 ... Ak−1 k
Ak1 Ak2 Ak3 ... Akk

 , (23)

where Ai i+1 ∈ Rni×ni+1 , rank(Ai i+1) = ni, ni ≤ ni+1, i = 1, 2, ..., k, n1 + ... +
nk = n, nk ≤ m, nk+1 = m and k is a minimal natural number such that
rank(B,AB, ..., Ak−1B) = n.

In this case, the equation (18) can be equivalently rewritten as follows

ÃG̃0 − G̃0Ã+ B̃Ỹ0 = Ã, G̃0B̃ = 0 (24)

where B̃ = M−1B, Ã = M−1A0M, G̃0 = M−1G0M and Ỹ0 = Y0M .
Taking into account, the structure of Ã and B̃ we conclude that the linear

equation (24) has a solution with respect to Ỹ0, G̃0 and the matrix G̃0 has the
block lower triangular form

G̃0 =


−(k − 1)In1 0 0 ... 0 0

∗ −(k − 2)In2 0 ... 0 0
... ... ... ... ...
∗ ∗ ∗ ... −Ink−1

0
∗ ∗ ∗ ... ∗ 0

 ,

where ∗ denotes a possibly non-zero block. The latter means G0 − I is invertible
and Gd = In + µG0 is anty-Hurwitz for µ < 0.

2) Since G0 − In is invertible and the pair G0, Y0 satisfies (18) then

A−A+ µAG0 − µG0A+ µBY0 = µA

or, equivalently,
AGd + µBY0 = (Gd + µIn)A.

On the one hand, obviously, GdB = B and

(Gd + µIn)A = (Gd + µIn)
(
A+BY0(G0 − In)−1 −BY0(G0 − In)−1

)
=

(Gd + µIn)A0 − (1 + µ)BY0(G0 − In)−1.

On the other hand, one has

AGd + µBY0 =
(
A+BY0(G0 − In)−1 −BY0(G0 − In)−1

)
Gd + µBY0 =



34 A. Polyakov

A0Gd−BY0(G0−In)−1Gd+µBY0 = A0Gd−BY0(G0−In)−1(Gd−µ(G0−In)) =

A0Gd − (µ+ 1)BY0(G0 − In)−1.

Hence, we derive the identity (19).
3) First of all, notice that, the canonical homogeneous is well defined since

X−1 is satisfies the second and the third inequalities from (20). It is continuous
on Rn and continuously differentiable on Rn\{0} in the view of Lemma 2.

On the other hand, the formula d(s) = esGd and the identity (19) yield

A0d(s) =
∞∑
i=0

siA0G
i
d

i!
=
∞∑
i=0

si(Gd − µIn)iA0

i!
= esGdA0 = eµsd(s)A0. (25)

and
d(s)B = esB, ∀s ∈ R. (26)

In this case, for the closed loop system, using the formula (12) we derive

d

dt
‖x‖d = ‖x‖d

x>d>(− ln ‖x‖d)X−1d(− ln ‖x‖d)(A0x+‖x‖µ+1
d BYX−1d(− ln ‖x‖d)x)

x>d>(− ln ‖x‖d)X−1Gdd(− ln ‖x‖d)x
=

‖x‖1+µd
x>d>(− ln ‖x‖d)X−1(A0+BYX−1)d(− ln ‖x‖d)x

x>d>(− ln ‖x‖d)X−1Gdd(− ln ‖x‖d)x
=

‖x‖1+µd
x>d>(− ln ‖x‖d)X−1(A0X+BY+XA>0 +Y >B>)X−1d(− ln ‖x‖d)x

x>d>(− ln ‖x‖d)X−1(GdX+XG>d )X−1d(− ln ‖x‖d)x
.

Hence, taking into account that X and Y satisfy (20) we derive (22).
4) Since the canonical homogeneous is continuous on Rn and continuously

differentiable on Rn\{0} then, by construction, u is continuously differentiable
on Rn\{0}. Moreover, from the definition of the canonical homogeneous norm we
have

x>d>(− ln ‖x‖d)X−1d(− ln ‖x‖d)x = 1,

so
‖u‖ ≤ r1‖x‖+ r2‖x‖µ+1

d , ∀x ∈ Rn

with r1 ≥ 0 and r2 > 0 dependent of Y0, G0, X, and Y . The latter means that u
is locally bounded for any µ ∈ [−1, 0) and continuous at zero for µ ∈ (−1, 0).

5) Let us denote the right-hand side of the closed-loop system by

f(x) = A0x+ ‖x‖µ+1
d BYX−1d(− ln ‖x‖d)x

Using the identities (25), (26) and ‖d(s)x‖d = es‖x‖d we derive

f(d(s)x) = A0d(s)x+ ‖d(s)x‖µ+1
d BYX−1d(− ln ‖d(s)x‖d)d(s)x =

eµsd(s)A0x+ es(1+µ)‖x‖µ+1
d BYX−1d(− ln ‖x‖d − s)d(s)x =

eµsd(s)
(
A0x+ ‖x‖µ+1

d BYX−1d(− ln ‖x‖d)x
)

= eµsd(s)f(x),

for all x ∈ Rn and all s ∈ R. The proof is complete.
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Remark 1. A solution of the linear matrix equation (18) is not unique in the
general case of the multiply-input linear control system. In the single input case
(m = 1), the solution if always unique and G̃0 is a diagonal matrix.

Remark 2. The system of linear matrix inequalities (20) is always feasible at
least for µ close to 0. Indeed, the feasibility of the first LMI together with the third
one follows from controllability of the pair {A,B} (see, [6]), while the second LMI
becomes the third one for µ tending to 0 (reps. Gd → In as µ→ 0). Notice that,
the system of LMIs (20) is always feasible for µ = [−1, 0), at least, in the single
input case [25].

As a straightforward corollary of Theorems 4 and 5 (see also Example 3 as
the hint of the proof) we provide the following result.

Corollary 2. The control system (17), (21) designed by Theorem 5 is ISS with
respect bounded additive measurement noises if µ ∈ [−1, 0) and ISS with respect
to bounded additive exogenous perturbations if µ ∈ (−1, 0).

Remark 3. If m = 1 and A as in Example 1 then Y0 = 0,

G0 =

(−n+1 0 ... 0 0
0 −n+2 ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... −1 0
0 0 ... 0 0

)
, d(s) =

 es(1−µ(n−1)) 0 ... 0 0
0 e1−µ(n−2)) ... 0 0
... ... ... ... ...
0 0 ... es(1−µ) 0
0 0 ... 0 es

 .

Obviously, for F = a0X
−1, an integer α = − 1

µ and m = α+ n− 1 the canonical
homogeneous norm defined in Theorem 5 simply coincides with the controllability
function given by (4), (6) and the system of LMIs (20) implies (5), (7) with
K = Y X−1. Therefore, the controller (21) coincides with (8). The latter means
that the control system (3), (8) is d-homogeneous.

Similar conclusions can be made for controllability functions designed in [17,
Chapter 1, §5] and [17, Chapter 1, §6].

5. Conclusions

The paper shown that linear autonomous control system always admits
a generalized homogeneous controllability function. Moreover, the well-known
controllability function studied in [17, Chapter 1] are homogeneous as well! This
immediately results in robustness (Input-to-State Stability) of the corresponding
control systems with respect to a rather large class of disturbances. An interesti-
ng open problem in this context is the homogeneity analysis of controllability
functions designed by means of integral operators (see [17, Chapter 5]).
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Про однорiднi функцiї керованостi
Поляков. A.

Iнрiя Лiлль-Норд Європа, пр-т. Алле, 40, Вiльньов д’Аск, Францiя, 5965.

Метод функцiї керованостi, введений В. I. Коробовим наприкiнцi
1970-х рокiв, як вiдомо, є ефективним iнструментом для проектування си-
стем керування. Вiн розроблений як для лiнiйних/нелiнiйних, так i для скiн-
ченно/нескiнченновимiрних систем. Ця стаття поєднує цей метод iз теорiєю
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однорiдностi, що корiнням сягає початку 18 столiття та являє собою симе-
трiєю функцiї щодо рiвномiрного масштабування її аргументу. Узагальнення
такого ефективного пiдходу були введенi в 20 столiттi. У цiй роботi показано,
що так звана однорiдна норма є функцiєю керованостi лiнiйної автономної
системи керування, а вiдповiдна замкнута система є однорiдною в узагаль-
неному сенсi. Це вiдразу дає багато корисних властивостей, вiдомих для
однорiдних систем, таких як робастiсть (стабiльнiсть вхiдних даних) щодо
досить великого класу збурень, зокрема щодо обмежених адитивних шумiв
вимiрювання та обмежених адитивних екзогенних збурень. Основна теоре-
ма, представлена в цiй роботi, дещо уточнює побудову функцiї керованостi
для лiнiйних автономних систем керування з кiлькома входами. Процедура
полягає в розв’язаннi лiнiйного алгебраїчного рiвняння та систему лiнiйних
матричних нерiвностей. Сама однорiднiсть i використання канонiчної одно-
рiдної норми iстотно спрощують знаходження функцiї керованостi та аналiз
замкнутої системи. Теоретичнi результати пiдкрiпленi прикладами. Перспе-
ктивним напрямком для майбутнiх дослiджень є подальше вивчення побудо-
ви функцiй керованостi на основi однорiдностi.
Ключовi слова: функцiя керованостi; узагальнена однорiднiсть; робастнiсть.

On homogeneous controllability functions
A. Polyakov

Inria Lille-Nord Europe, 40. av. Halley, Villeneuve d’Ascq, 5965, France

The controllability function method, introduced by V. I. Korobov in late 1970s, is
known to be an efficient tool for control systems design. It is developed for both li-
near/nonlinear and finite/infinite dimensional systems. This paper bridges the method
with the homogeneity theory popular today. The standard homogeneity known since
18th century is a symmetry of function with respect to uniform scaling of its argument.
Some generalizations of the standard homogeneity were introduced in 20th century.
This paper shows that the so-called homogeneous norm is a controllability function
of the linear autonomous control system and the corresponding closed-loop system is
homogeneous in the generalized sense. This immediately yields many useful properti-
es known for homogeneous systems such as robustness (Input-to-State Stability) with
respect to a rather large class of perturbations, in particular, with respect to bounded
additive measurement noises and bounded additive exogenous disturbances. The main
theorem presented in this paper slightly refines the design of the controllability function
for a multiply-input linear autonomous control systems. The design procedure consists in
solving subsequently a linear algebraic equation and a system of linear matrix inequali-
ties. The homogeneity itself and the use of the canonical homogeneous norm essentially
simplify the design of a controllability function and the analysis of the closed-loop system.
Theoretical results are supported with examples. The further study of homogeneity-based
design of controllability functions seems to be a promising direction for future research.
Keywords: controllability function; generalized homogeneity; robustness.
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We prove a small-gain sufficient condition for (global) finite-time input-to-
state stability (FTISS) of infinite networks. The network under consideration
is composed of a countable set of finite-dimensional subsystems of ordinary
differential equations, each of which is interconnected with a finite number of
its “neighbors” only and is affected by some external disturbances. We assume
that each node (subsystem) of our network is finite-time input-to-state stable
(FTISS) with respect to its finite-dimensional inputs produced by this finite set
of the neighbors and with respect to the corresponding external disturbance. As
an application we obtain a new theorem on decentralized finite-time input-to-
state stabilization with respect to external disturbances for infinite networks
composed of a countable set of strict-feedback form systems of ordinary di-
fferential equations. For this we combine our small-gain theorem proposed in
the current work with the controllers design developed by S. Pavlichkov and
C. K. Pang (NOLCOS-2016) for the gain assignment of the strict-feedback form
systems in the case of finite networks.
The current results address the FTISS and decentralized FTISS stabilizati-
on and redesign the technique proposed in recent work S. Dashkovskiy and
S. Pavlichkov, Stability conditions for infinite networks of nonlinear systems
and their application for stabilization, Automatica. – 2020. – 112. – 108643,
in which the case of `∞-ISS of infinite networks was investigated.
Keywords: nonlinear systems; input-to-state stability; small gain conditions.

Павличков С. С. Теорема про мале посилення для стiйкостi вхiд-
стан за скiнченнй час нескiнченних мережевих систем i її застосу-
вання. Ми доводимо достатню умову стiйкостi вхiд-стан за скiченний час
нескiнченних мережевих систем в термiнах малого посилення (small gain
condition). Мережева система, що розглядається, складається зi злiченної
множини скiнченновимiрних систем звичайних диференцiальних рiвнянь,
кожна з яких з’єднана тiльки зi скiченною множиною сусiднiх пiдсистем, а
також мiстить зовнiшнє збурення. Передбачається, що кожен вузол мережi
(кожна пiдсистема) є стiйкою вхiд-стан за скiнченний час вiдносно його
скiнченновимiрних входiв утворених фазовими змiнними сусiднiх пiдси-
стем i зовнiшнiм збуренням. Як застосування цього результату (наслiдок)
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ми отримуємо нову теорему про децентралiзовану стабiлiзацiю вхiд-стан
за скiнченний час для нескiнченних мережевих систем, якi представляють
собою злiченний набiр з’єднаних трикутних систем звичайних диференцi-
альних рiвнянь. Для цього ми комбiнуємо доведену в данiй роботi теорему
малого посилення (small gain theorem) з методом побудови децентралiзо-
ваних стабiлiзуючих керувань, який отримано в роботi S. Pavlichkov and
C. K. Pang (NOLCOS-2016) для кiнцевих мережевих систем.
Дана робота переносить результати недавньої роботи S. Dashkovskiy and
S. Pavlichkov, Stability conditions for infinite networks of nonlinear systems
and their application for stabilization, Automatica. – 2020. – 112. – 108643 на
випадок стабiлiзацiї за скiченний час.
Ключовi слова: нелiнiйнi системи; стiйкiсть вхiд-стан; умови малого поси-
лення

Павличков С. С. Теорема о малом усилении для устойчивости вход-
состояние за конечное время бесконечных сетевых систем и ее
применения. Мы доказываем достаточное условие устойчивости вход-
состояние за конечное время бесконечных сетевых систем в терминах ма-
лого усиления (small gain condition). Рассматриваемая сетевая система со-
стоит из счетного множества конечномерных систем обыкновенных диф-
ференциальных уравнений, каждая из которых соединена только с кон-
чным множеством соседних систем, а также содержит внешнее возмуще-
ние. Предполагается, что каждый узел сети (каждая подсистема) обла-
дает свойством устойчивости вход-состояние за конечное время относи-
тельно его конечномерных входов образованных фазовыми переменными
соседних подсистем и внешним возмущением. В качестве применения это-
го результата (следствия) мы получаем новую теорему о децентрализо-
ванной стабилизации вход-состояние за конечное время бесконечных сете-
вых систем представляющих собой счетный набор соединенных треуголь-
ных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Для этого мы
комбинируем доказанную в настоящей работе теорему малого усиления
(small gain theorem) с методом построения децентрализованных стабили-
зирующих управлений полученным в работе S. Pavlichkov and C. K. Pang
(NOLCOS-2016) для конечных сетевых систем.
Настоящая работа переносит результаты недавней работы S. Dashkovskiy
and S. Pavlichkov, Stability conditions for infinite networks of nonlinear
systems and their application for stabilization, Automatica. – 2020. – 112. –
108643 на случай стабилизации за конечное время.
Ключевые слова: нелинейные системы; устойчивость вход-состояние; усло-
вия малого усиления

2010 Mathematics Subject Classification: 93C10; 93A15; 93D25; 93B70; 93D40;
93A14.

1. Introduction

The definition of input-to-state stability (ISS) was introduced in 1989 in [36]
as a natural generalization of the classical global asymptotic stability for the
case when the dynamics of the system under consideration is affected by some
external disturbance. Very soon, the concept of ISS became very fruitful. First, it
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appeared that the classical converse Lyapunov theorems (on the existence of the
Lyapunov functions for globally asymptotically stable systems) can be extended
to the case of ISS. More specifically a systems of ordinary differential equati-
ons (ODE) with external disturbance input is ISS if and only if it has an ISS
Lyapunov function [37]. Second, deep results devoted to various characterizati-
ons of ISS including its relationship with the classical Lyapunov stability and
asymptotic stability properties were obtained [38]; in particular one of results from
[38] states that a system of ODE with external disturbance inputs of class L∞ is
ISS if and only if it is globally asymptotically stable whenever the disturbance is
identically equal to zero, and the system possesses the so-called asymptotic gain
(AG) property, which means that, for any disturbance input which is different
from zero, each trajectory of the system eventually converges to a ball with its
center at origin and the raduis of this ball is a K-function of the L∞-norm of the
corresponding disturbance regardless of the initial condition. Third, this theory
led to the so-called small gain theorems firstly for two interconnected systems
[17],[16], which later was extended to the general case of N ≥ 2 interconnected
subsystems [8], [18], [9]. Later these classical results devoted to systems of ODE
were extended to networks of impulsive and delayed systems [10], interconnecti-
ons of partial differential equations (PDE)[27], etc. In general, the purport of the
small gain theorems is to provide sufficient conditions for (ISS) stability of entire
interconnection of several ISS subsystems. This, in turn, provided many applicati-
ons such as nonlinear stabilization in presence of dynamic uncertainties [17],[39]
or decentralized(or distributed or cooperative control) of multi-agent systems, see
e.g. [24],[32],[33], [31].

The problem of finite-time stabilization was raised and solved in 1979 for
linear control systems in [21, 22] by means of the controllability function method,
which was later developed in many works such as [2, 23, 4, 1]. This area enjoyed a
renaissance after 2000, see, for instance, [3, 15, 40, 13, 14, 34]. In contrast to the
above-mentioned papers based on the controllability function method [21, 22, 2,
23, 4, 1], in which the corresponding finite-time control Lyapunov function (i.e.,
the controllability function) is defined as an implicit function, works [15, 40, 13] are
based on a certain revision of the backstepping approach for the case of finite-time
stabilization, where the Lyapunov functions and controls are designed explicitely.
The latter allowed to obtain an extension of the ISS framework and small-gain
approaches to the case of finite-time stability and further applications in design
of nonlinear finite-time stabilizers in presence of dynamic uncertainties similarly
to the classical work [17]. Such a generalization was proposed in [14].

Since stability and stabilization of large-scale networks has many meaningful
applications [11, 25, 26], another recent popular topic has become infinite networks
[5, 35, 6, 41]. The main focus was the infinite networks of finite-dimensional linear
control systems with linear interconnections. In work [7], a new small-gain theorem
for infinite networks of nonlinear ODE systems interconnected nonlinearly was
proved and its applications were demonstrated by solving the decentralized
stabilization problem for infinite networks of nonlinear control systems with
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uncontrollable linearizations and power integrators. Also there are new recent
results devoted to characterizations of ISS of infinite-dimensional systems [28]
as well as further extensions of ISS small gain conditions to the case of infinite
networks of nonlinear ODE systems, see, for instance, [19].

The goal of the current work is to extend the results of [7] to the case of finite-
time stability and stabilization of infinite networks, i.e., to prove the correspond-
ing small gain theorem and to show how it can be applied to the decentralized
finite-time stabilization of infinite networks composed of nonlinear control systems
of ordinary differential equations. The current paper extends and generalizes its
conference predecessor [30] to the case of finite-time ISS stability and decentrali-
zed stabilization in presence of external disturbance inputs and with respect to
these disturbance inputs. In the special case when all these external disturbances
are zeroes (i.e. are abscent), we just obtain finite-time stability and finite-time
decentralized stabilization of infinite networks as a corollary.

2. Preliminaries

A function α : [0,+∞[→[0,+∞[ is said to be of class K, if it is continuous,
strictly increasing and α(0) = 0, and α : [0,+∞[→ [0,+∞[ is said to be of class
K∞ if it is of class K and unbounded. In compliance with [14], we say that α :
R+ → R+ is a generalized K-function, or a GK-function, if it is continuous, with
α(0) = 0 and satisfies α(s) = max{0, ᾱ(s)−ᾱ(s0)}, where ᾱ(·) is aK-function and
s0 ≥ 0 is a given parameter. A continuous function β : [0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[
is said to be of class KL if for each fixed t ≥ 0 the function β(·, t) is of class K and
for each fixed s ≥ 0, we have β(s, t)→ 0 as t→ +∞ and t 7→ β(s, t) is decreasing.
A continuous function β : [0,+∞[×[0,+∞[→ [0,+∞[ is said to be a generalized
KL-function, or a GKL-function if for each t ≥ 0 the function β(·, t) is a GK-
function and for each s ≥ 0 the function β(s, ·) is decreasing with β(s, t) → 0 as
t→ +∞ with some T (s) ≤ +∞ and t 7→ β(s, t) is decreasing.

For any finite-dimensional vector ξ ∈ RN , by |ξ|, |ξ|∞, and |ξ|1 we denote
its Euclidean norm, max-norm, and Manhattan Taxicab norm respectively, i.e.,

|ξ| := 〈ξ, ξ〉
1
2 , |ξ|∞ := max

1≤i≤N
|ξi|, and |ξ|1 :=

N∑
i=1
|ξi|. If N is a finite set, i.e., it has

a finite number of elements, then we denote the number of its elements by |N |.
Let (M,d) be a metric space. A map R ⊃ [a, b] 3 t 7→ X (t) ∈ M is said to

be absolutely continuous on the segment [a, b] if and only if, for every ε > 0 there
exists δ > 0 such that for every finite sequence of pairwise disjoint subintervals
]τm, sm[ of [a, b], we have:∑

m

(sm − τm) < δ ⇒
∑
m

d(X (sm),X (τm)) < ε. (1)

Throughout the paper, by AC([a, b];M) we denote the class of absolutely conti-
nuous maps R ⊃ [a, b] 3 t 7→ X (t) ∈M.

Next, instead of i = 1, n we can also write i ∈ {1, . . . ,n} to make some
formulae shorter.
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3. A finite-time small gain theorem for infinite networks

In this Section, we deal with the following infinite network

Ẋi(t) = Φi(Xi(t), {Xj(t)}j∈J(i), Di(t)), i ∈ N, (2)

where Xi = [Xi,1, . . . , Xi,Ni ]
> ∈ RNi is the state vector of the i-th subsystem,

Di = [Di,1, . . . , Di,ni ]
> ∈ Rni is the disturbance input of the i-th subsystem,

every Φi is of class C(RNi+
∑
j∈J(i)Nj ;RNi), and, for every i ∈ N, the set J(i) ⊂ N

of the neighbors of the i-th subsystem is a finite set of the corresponding indices
from N. According to our notation, i /∈ J(i) for all i ∈ N, i.e. i-th subsystem is not
treated as a neighbor of itself. We suppose that the state vector X = {Xi}∞i=1, and
the disturbance input vector D = {Di}∞i=1 of the entire network (2) are elements
of `∞. Furthermore, it is assumed that the dynamics of (2) is locally uniformly
bounded in the following sense:

sup
i∈N

max
j∈J(i)

max
|Xi|∞≤R, |Xj |∞≤R, |Di|∞≤R

|Φi(Xi, {Xj}j∈J(i), Di)|∞ <∞ (3)

for every R ∈]0,+∞[. Throughout the paper, we assume that external di-
sturbances R 3 t 7→ D(t) = {Di(t)}∞i=1 are such that for each i ∈ N
we have Di(·) ∈ L∞(R;Rni) and D(t) = {Di(t)}∞i=1 ∈ `∞ a.e. on t ∈ R,
and such that sup

i∈N
max
j=1,ni

‖ Di,j(·)‖L∞(R;R) < +∞. This class of disturbances

D(·) = {Di(·)}∞i=1 is denoted by L∞(R; `∞) throughout the paper, and, by
definition, we denote ‖D(·)‖L∞(R;`∞) := sup

i∈N
max
j=1,ni

‖ Di,j(·)‖L∞(R;R). Also, by def-

inition, we put ‖Xi(·)‖C([t0,T ];RNi ) := max
t∈[t0,T ]

|Xi(t)|∞ for every i ∈ N, and every

Xi(·) ∈ C([t0, T ];RNi).
The following two definitions of a solution (trajectory) of (2) are the same as

in [7].

Definition 1. Take any D(·) = {Di(·)}∞i=1 ∈ L∞(R; `∞) and any nonempty
T ⊂ R of the form T =]a, b[, or T = [a, b], or T = [a, b[, or T =]a, b]. A map
T 3 t 7→ X(t) = {Xi(t)}∞i=1 ∈ `∞ is said to be a solution to (2) on T , if and only if
for each [a′, b′] ⊂ T and each i ∈ N the map t 7→ Xi(t) is of class AC([a′, b′];RNi),
and (2) holds a.e. on t ∈ T , or, which is the same, for each t0 ∈ T , we have

∀i ∈ N ∀t ∈ T Xi(t) = Xi(t0) +

t∫
t0

Φi(Xi(s), {Xj(s)}j∈J(i), Di(s))ds. (4)

Definition 2. Given any nonempty (open, half-open, or closed) interval T ⊂ R,
any t0 ∈ T , any X0 = {X0

i }
∞
i=1 in `∞, and any D(·) = {Di(·)}∞i=1 in L∞(R; `∞),

let Y (t0, X
0, D(·), T ) denote the set of all solutions T 3 t 7→ X(t) to (2) on T in

the sense of Definition 1 such that X(t0) = X0 and Di = Di(t).
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Let us note that, according to Lemma 1 from [7], if T 3 t 7→ X(t) =
{Xi(t)}∞i=1 ∈ `∞ is a solution to (2) on T in the sense of Definition 2, then
the entire map T 3 t 7→ X(t) = {Xi(t)}∞i=1 ∈ `∞ is also absolutely continuous on
each [a′, b′] ⊂ T (although the latter statement seems to be stronger at the first
glance).

In contrast to [7], we are now interested in the problem of `∞-finite-time
input-to-state stability (`∞-FTISS) of (2) in the current paper; as a corollary
we will obtain global `∞-finite-time stability (`∞-FTS) of (2) in the special case
D(·) = 0 ∈ L∞(R; `∞), which was considered (with some drawbacks) in [30]. The
corresponding definitions are as follows.

Definition 3. System (2) is said to be `∞- finite-time input-to-state stable or
`∞-FTISS if and only if there exist γ ∈ K and β ∈ GKL such that β(r, s) = 0
for each s ≥ T (r) with some r 7→ T (r) of class C([0,+∞[; [0,+∞[) and such
that T (0) = 0, and, for each t0 ∈ T , each X0 = {X0

i }
∞
i=1 in `∞, and each

D(·) = {Di(·)}∞i=1 in L∞(R; `∞), we have Y (t0, X
0, D(·), [t0,+∞[) 6= ∅ and each

solution X(·) ∈ Y (t0, X
0, D(·), [t0,+∞[) satisfies the following inequality

||X(t)||`∞ ≤ max{β(||X0||`∞ , t− t0), γ(||D(·)||L∞(R;`∞))} for all t ≥ t0. (5)

In particular, if D(·) = 0, i.e., there is no any external disturbance D(·) in system
(2), we obtain the following definition of `∞- finite-time stability (`∞-FTS)

||X(t)||`∞ ≤ β(||X0||`∞ , t− t0) for all t ≥ t0, (6)

where β ∈ GKL is the same as above in (5). In both the cases, the above-mentioned
function r 7→ T (r) is called the settling time for system (2).

Remark 1. For comparison, let us quote the original, classical definition of finite-
time input-to-state stability (FTISS) of finite-dimensional systems of ordinary
differential equations (ODE), which was given in [14]. System of ODE

Ẋ(t) = F (X(t), D(t)), X ∈ RN , D ∈ RM (7)

with states X ∈ RN , external disturbance input D(·) ∈ L∞(R;RM), and conti-
nuous F (·, ·) is said to be finite-time input-to-state stable (FTISS), if and only
if there exist γ ∈ K and β ∈ GKL such that β(r, s) = 0 for each s ≥ T (r) with
some r 7→ T (r) of class C(R+;R+) such that T (0) = 0 and for each t0 ∈ R, each
X0 ∈ RN and each D(·) ∈ L∞(R;RM) every solution to (7) with X(t0) = X0,
D = D(t) satisfies the inequality

|X(t)| ≤ max{β(|X0|, t− t0), γ(||D(·)||L∞(R;RM))} for all t ≥ t0. (8)

(actually, the original Defintion 3 from [14] has sum instead of max in the right-
hand side of (8), but both these two versions are equivalent, of course). Also
following [14] (with some simplification), we say that V (·) of class C1(RN ;R+)
is a finite-time ISS Lyapunov function for system (7), if and only if there
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exist a ∈]0, 1[, λ > 0 and α1(·) ∈ K∞, α2(·) ∈ K∞, γ̄(·) ∈ K such that
α1(|X|) ≤ V (X) ≤ α2(|X|) for all X ∈ RN and such that the following FTI-
SS Lyapunov inequality holds

V (X) ≥ γ̄(|D|)} ⇒ ∇V (X)F (X,D) ≤ −λ[V (X)]a for all X∈ RN, D ∈ RM.
(9)

In comparison with [14], the main simplification here is that V (·) should not be
necessarily of class C1 in [14], but this is an equivalent formulation in our case.
As it is noted in [14] (and can be easily shown), if system (7) has a finite-time
ISS Lyapunov function, then (7) is FTISS.

Accordingly instead of the small-gain theorem from [7] our current version of
finite-time (FT) small gain theorems is as follows.

Theorem 1. Suppose that each Φi is continuous, inequality (3) holds true and
there exist positive definite FTISS Lyapunov functions Vj(Xj) in C1(RNj ; [0,+∞[)
such that

(i) There exists α(·) ∈ K∞ such that Vi(Xi) ≥ α(|Xi|) uniformly for all
Xi ∈ RNi , i ∈ N (i.e., Vi(·) are uniformly radially unbounded)

(ii) For each R > 0 we have:

sup
i∈N

Ni < +∞, sup
i∈N

ni < +∞,

sup
i∈N

max
|Xi|≤R

Vi(Xi) < +∞, sup
i∈N

max
|Xi|≤R

∣∣∣∂Vi(Xi)∂Xi

∣∣∣ < +∞
(10)

(iii) There exist λ > 0, µ ∈]0, 1[, ε ∈]0, 1[, and γ(·) ∈ K such that each i-th
subsystem of (2) satisfies the following Lyapunov ISS inequality:

Vi(Xi) ≥ max{(1− ε) max
j∈J(i)

Vj(Xj), γ(|Di|∞)} ⇒

∇Vi(Xi)Φi(Xi, {Xj}j∈J(i), Di) ≤ −λV 1−µ
i (Xi).

(11)

Then the following three statements hold true:

(I) For each t0 ∈ R each initial X0 = {X0
i }
∞
i=1 in `∞, and each D(·) ∈

L∞(R; `∞), the set Y (t0, X
0, D(·), [t0,+∞[) is not empty and every

trajectory t 7→ X(t) = {Xi(t)}∞i=1 ∈ `∞ from Y (t0, X
0, D(·), [t0,+∞[) is

well-defined and uniformly bounded on the entire [t0,+∞[, i.e., t 7→ X(t)
satisfies Xi(t0) = X0

i and

∀i ∈ N Ẋi(t) = Φi(Xi(t), {Xj(t)}j∈J(i), Di(t)) a.e. on t ∈ [t0,+∞[.

For X0 = 0 ∈ `∞, and Di(·) = 0, we just have X(t) = 0 ∈ `∞ for all
t ∈ [t0,+∞[.
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(II) Define the finite-time ISS Lyapunov function for the entire network by

V (X) := sup
i∈N
{Vi(Xi)} for all X = {Xi}∞i=1 ∈ `∞. (12)

Then, for every trajectory t 7→ X(t) of (2) defined in (I), the function
t 7→ V (X(t)) is absolutely continuous on every [a, b] ⊂ [t0,+∞[, and

V (X(t))>γ(‖ D(·)‖L∞(R;`∞))⇒ V̇ (X(t))≤−λV 1−µ(X(t)) a.e. on [t0,+∞[.
(13)

This immedately implies that (2) is `∞-FTISS in the sense of Definition 3.

(III) If D(·) = 0 ∈ L∞(R; `∞) then system (2) is `∞-FTS in the sense of Defini-
tion 3 and the settling time T (r) mentioned in Definition 3 can be obtained
from the following estimate:

V (X(t)) = 0 for all t ∈ [T (V (X0)),+∞[,

where
T (V (X0)) ≤ 1

λµ
[V (X0)]µ. (14)

Remark 2. Note that Assumptions (i),(ii) imply the existence of αmax(·) ∈ K∞
such that

∀i ∈ N ∀Xi ∈ RNi α(|Xi|) ≤ Vi(Xi) ≤ αmax(|Xi|). (15)

In addition, by Assumption (ii), the FT Lyapunov function V (X) from (12) is
well-defined by (12) for all X ∈ `∞, and then, from (15) it follows that

∀X = {Xi}∞i=1 ∈ `∞ α(|X|) ≤ V (X) ≤ αmax(|X|). (16)

Remark 3. Assumption (iii) with (11) is a finite-time analog of Assumpti-
ons (iii),(iv) from [7], the latter being devoted to the problem of uniform
asymptotic stabilization for infinite networks (2). For finite networks, they
can be formulated in more general form [9], [18], but being motivated by these
finite-dimensional and essentially nonlinear results, we note that our version of
small gain theorems for infinite networks deals with linear gains similarly to [7].
However, as in [7], we will see that this version does suffice for such important
applications as decentralized stabilization of infinite networks composed of nonli-
near control systems which are interconnected nonlinearly.

Proof of Theorem 1.
Step 1. As in [7] we first prove the existence of the corresponding trajectori-

es of (2). Take and fix any initial t0 ∈ R and X0 = {X0
i }
∞
i=1 ∈ `∞, and any

D(·) ∈ L∞(R; `∞). Without loss of generality, we first assume that

‖X0‖`∞+ ‖ D(·)‖L∞(R;`∞) > 0
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(the trivial case X0 = 0 ∈ `∞, D(·) = 0 ∈ L∞(R; `∞) will be discussed in the
very end of the proof). This Step 1 is similar to the corresponding Step 1 from
[7]. Define

V 0 := V (X(t0)) = sup
i∈N

Vi(Xi(t0)); D̂ := γ(‖ D(·) ‖L∞(R;`∞)); (17)

and taking any σ ∈]0,max{V 0

4 ,
D̂
4 }[, define

R0 := 2 ‖ X0‖`∞ + α−1(2V 0 + 2D̂ + 1) + 2V 0 + 2D̂ + 1;

M0 := 1 + sup
i∈N

max
|Xi|≤2R0+1,|Di|∞≤γ−1(2D̂)

max
|Xj |≤2R0+1,j∈J(i)

|Φi(Xi, {Xj}j∈J(i), Di)|

+ sup
i∈N

max
|Xi|≤2R0+1,|Di|∞≤γ−1(2D̂)

max
|Xj |≤2R0+1,j∈J(i)

∣∣∣∂Vi(Xi)∂Xi

∣∣∣|Φi(Xi, {Xj}j∈J(i), Di)|

θ := σ
4M0 + 1 .

(18)

Then we define the following standard iterations X(m)(·) = {X(m)
i (·)}∞i=1 on

[t0 − θ, t0 + θ] for m = 0, 1, 2, . . .:

X
(0)
i (t) = X0

i , t ∈ [t0 − θ, t0 + θ], i ∈ N,

X
(m)
i (t)=X0

i +
t∫
t0

Φi(X
(m−1)
i (s), {X(m−1)

j (s)}j∈J(i), Di(s))ds,

t0 − θ ≤ t ≤ t0 + θ, i ∈ N, m ∈ N.

(19)

It is straightforward that each X(m)
i (·) is of class AC([t0 − θ, t0 + θ];RNi), and,

using (i) and (18), we obtain

∀i ∈ N ∀m ∈ Z≥0 ∀t ∈ [t0 − θ, t0 + θ] |X(m)
i (t)| ≤ R0. (20)

As in [7], we apply the Arzela-Ascoli lemma and Cantor’s diagonal argument
and prove the existence of a subsequence X(mq)(·)={X(mq)

i (·) ∈ C1([t0 − θ, t0 +
θ]; RNi)}∞i=1, q ∈ N such that for every fixed i ∈ N there is Xi(·) of class
C([t0 − θ, t0 + θ]; RNi) such that

‖ X(mq)
i (·)−Xi(·)‖C([t0−θ,t0+θ];RNi ) → 0 as q →∞.

Combining this with (19), (20), we obtain:

Xi(t) = X0
i +

t∫
t0

Φi(Xi(s), {Xj(s)}j∈J(i), Di(s))ds,

t ∈ [t0 − θ, t0 + θ] i ∈ N.
(21)

Hence X(·) = {Xi(·)}+∞i=1 belongs to Y (t0, X
0, D(·), [t0 − θ, t0 + θ]) with Xi(·) ∈

AC([t0 − θ, t0 + θ];RNi) and

∀i ∈ N ∀t ∈ [t0 − θ, t0 + θ] |Xi(t)| ≤ R0. (22)
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Step 2. First we assume that V 0 > D̂; the other cases will be discussed in the
end of the proof. Define

ε? :=
1

2
min{ε, V 0−D̂, εD̂, ε

4
V 0}. (23)

Define θ > 0 as in Step 1 (see (18)), and let t 7→ X(t) be any trajectory of (2) with
X(t0) = X0 defined on some [t0 − θ∗, t0 + θ∗] with some θ∗ ∈]0, θ], i.e., t 7→ X(t)
satisfies (21) with θ∗ ∈]0, θ] instead of θ.

Using (3),(10),(15),(21), find L = L(R0, V0) > 0 and τ∗ ∈
]
0, θ
∗

2

]
such that

∀i ∈ N ∀t′∈[t0, t0+τ
∗] ∀t′′∈[t0, t0+τ

∗] |Vi(Xi(t
′))− Vi(Xi(t

′′))| ≤ L|t′ − t′′|.
(24)

(Indeed, as we noted above, t 7→ X(t) should be of class AC([t0−τ∗, t0+τ∗]; `∞),
and therefore sup

i∈N
‖ Xi(·)‖C([t0−τ∗,t0+τ∗];RNi ) should be uniformly bounded; then

we apply (10),(15),(21)). Then, fix any τ ∈]0, τ∗] such that

∀t∈[t0, t0+θ
?−τ ] ∀s∈[0, τ ] ∀i∈N |Vi(Xi(t+s))−Vi(Xi(t))| ≤

ε?

4
≤ ε

32
V 0.

(25)
Then, in particular,

∀i ∈ N ∀t∈[t0, t0+τ ] |Vi(Xi(t))−Vi(Xi(t0))| ≤
ε?

4
≤ ε

32
V 0, (26)

and
∀t∈[t0, t0+τ ] V (X(t)) ≤ V 0 +

ε?

4
. (27)

For every δ ∈]0, ε?], by I(δ) ⊂ N denote the following set of indices

I(δ) := {j ∈ N | Vj(Xj(t0)) ≥ V 0 − δ}. (28)

As in [7] we obtain the following lemma.

Lemma 1. The following statements hold true.

(S1) For each i ∈ N and each t ∈ [t0, t0+τ ] we have:

Vi(Xi(t)) ≥ V 0 − 3ε?

4
⇒ V̇i(Xi(t)) ≤ −λ[Vi(Xi(t))]

1−µ

(S2) For each i ∈ N and each t ∈ [t0, t0+τ ] we have:

Vi(Xi(t)) ≤ max{Vi(Xi(t0)), V
0 − 3ε?

4
}.

(S3) For each i ∈ I
(ε?

2

)
we have:

∀t∈[t0, t0+τ ] V̇i(Xi(t)) ≤ −λV 1−µ
i (Xi(t)) (29)



50 S. S. Pavlichkov

(S4) For each j ∈ N \ I
(ε?

2

)
and each i ∈ I

(ε?
4

)
we have: Vj(Xj(t)) ≤ Vi(Xi(t))

for all t ∈ [t0, t0 + τ ].

Proof of Statement (S1) follows from (23),(26),(27), from (iii), (11) and
from (12),(17). Proof of Statement (S2) follows from Statement (S1). Proof
of Statement (S3) follows from (26)-(28) and from Statement (S1). Proof of
Statement (S4) follows from (25),(26),(28) and from Statements (S1),(S2).

Since I
(ε?

4

)
⊂ I
(ε?

2

)
, Statement (S4) of Lemma 1 yields:

∀t∈[t0, t0+τ ] V (X(t)) = sup
i∈N

Vi(Xi(t)) = sup
i∈I( ε

?

2 )
Vi(Xi(t)). (30)

Finally, from Statement (S4) of Lemma 1 we obtain integrating the inequality
(29):

∀i ∈ I
(ε?

2

)
[Vi(Xi(t+ h))]µ ≤ [Vi(Xi(t))]

µ − λµh for all t ≥ t0, h > 0

such that t0 ≤ t ≤ t+ h ≤ t+ τ,

Taking supi∈N, and using (12),(30), we obtain

[V (X(t+ h))]µ ≤ [V (X(t))]µ − λµh for all t ≥ t0, h > 0

such that t0 ≤ t ≤ t+ h ≤ t+ τ,

which yields for any h > 0

[V (X(t+ h))]− V (X(t)) ≤
[
[V (X(t))]µ − λµh

] 1
µ − V (X(t)),

i.e.,

V (X(t+h))−V (X(t))
h ≤ V (X(t))

[
1− λµh

[V (X(t))]µ

] 1
µ
−1

h
for all t ≥ t0, h > 0

such that t0 ≤ t ≤ t+ h ≤ t+ τ,

(31)

From (24), (30), it follows that that t 7→ V (X(t)) satisfies (24) on [t0, t0 + τ ];
hence t 7→ V (X(t)) is absolutely continuous and differentiable almost everywhere
on [t0, t0 + τ ]. If D̂ = 0 then, taking lim

h→+0
in(31) we obtain (III).

If V 0 > D̂ > 0, then we repeat the argument from [7], Proof of Theorem 1,
Steps 2,3 beginning with eq.(31) of [7] and until the very end of the Proof of
Theorem 1 from [7] and obtain (I),(II) (more specifically, using Lemma 1 we note
that Y (t0, X

0, D(·), [t0,+∞[) is not empty, since (18) implies that the solution
constructed on [t0, t0 +θ] in Step 1 can be extended inductively to [t0 +θ, t0 +2θ],
with the new initial condition at t = t0 + θ, then to [t0 + 2θ, t0 + 3θ], etc. and the
length of each new interval will be not less than θ > 0 defined in (18), because
the inequality dV (X(t))

dt
> 0 is not possible whenever V (X(t)) > D̂ according to



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том94 (2021) 51

Lemma 1 and the assumption V 0 > D̂, hence, after each extension of the time
interval, the inequality (22) will hold on each extended time interval. Then, as in
[7], for any solution t 7→ X(t) from Y (t0, X

0, D(·), [t0,+∞[), we find θ̃ := sup{θ >
0| V (X(t0 + θ)) > D̂} and obtain that V (X(t0 + s)) ≤ D̂ for all s ≥ θ̃, because,
otherwise, we again obtain contradiction with Lemma 1. Finally, if V 0 ≤ D̂, then
again from Lemma 1 it follows that V (X(t0 + s)) ≤ D̂ for all s ≥ 0, since ∃s >
0 V (X(t0+s)) > D̂ implies ∃s′ > 0 s.t. V (X(t0+s′)) > D̂ and d

dsV (X(t0+s′)) >
0, which is again impossible due to Lemma 1 and for every solution t 7→ X(t) from
Y (t0, X

0, D(·), [t0,+∞[), whereas Y (t0, X
0, D(·), [t0,+∞[) is again not empty,

which again follows from the inductive extension of construction in Step 1 to
[t0 +θ, t0 +2θ], [t0 +2θ, t0 +3θ], . . . . The same can be obtained for the trivial case
V 0 = D̂ = 0: on the one hand, X(t) = 0 belongs to Y (t0, X

0, D(·), [t0,+∞[), and,
on the other hand there no any other solutions from Y (t0, X

0, D(·), [t0,+∞[),

because dV (X(t))

dt
> 0 and V (X(t)) > 0 is not possible for any t ≥ t0 for the same

reasons as above).
The proof of Theorem 1 is complete.

4. Applications: decentralized finite-time
stabilization of infinite networks

Motivated by [20, 25, 26, 29, 31] consider the following infinite network of
interconnected strict-feedback form control systems{

ẋi,k=xi,k+1+∆i,k(Xi,k,Xi,k, Di), k = 1, . . . , νi − 1,
ẋi,νi = ui + ∆i,νi(Xi,νi ,Xi,νi , Di),

i ∈ N, (32)

with controls ui ∈ R1, i ∈ N, with the state vector X = {Xi,νi}∞i=1 ∈ `∞, where
Xi,k Xi,k, are given by

Xi,k:=[xi,1, ..., xi,k]
>, Xi,k={Xκ,min{k,νκ}}κ∈J(i), k = 1, . . . , νi (33)

for all i ∈ N, and with external disturbance inputs R 3 t 7→ D(t) = {Di(t)}∞i=1

such that for each i ∈ N we have Di(·) ∈ L∞(R;Rni) and D(t) = {Di(t)}∞i=1 ∈ `∞
a.e. on t ∈ R, and such that sup

i∈N
max
j=1,ni

‖ Di,j(·)‖L∞(R;R) < +∞. As in Section 3,

J(i) ⊂ N can be considered as the set of “neighbors” affecting i-th agent (node)
of (32). As in Section 3, we assume without loss of generality that i /∈ J(i)
for all i ∈ N. Let us remark that finite but large-scale networks of form (32)
with hierarchical structure of interconnections (32), (33) have engineering and
physical motivation, see, for instance, [26, 25]. The case of infinite networks can
be interpreted, for instance, as “open multi-agent systems”, when some agents
(nodes) may unexpectedly arrive, some agents (nodes) may unexpectedly depart,
and the maximal number of nodes is unknown [12].

We suppose that (32) satisfies the following assumptions:

(A1) Every J(i) ⊂ N is finite for each i ∈ N, and sup
i∈N
|J(i)| < +∞;
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(A2) ∆i,k(0, 0, 0) = 0 and ∆i,k(·, ·, ·) are functions of class C1;

(A3) The dimensions of the state spaces and disturbances of all the agents are
uniformly bounded, i.e., ν := sup

i∈N
νi < +∞, and n := sup

i∈N
ni < +∞;

(A4) For every R > 0 we have:

sup
i∈N

max
1≤k≤νi

max
|Xi,k|≤R, |Xi,k|≤R, |Di|≤R

|∆i,k(Xi,k,Xi,k, Di)| <∞; (34)

sup
i∈N

max
κ∈J(i)∪{i}

max
1≤k≤νi

max
|Xi,k| ≤ R,
|Xi,k| ≤ R
|Di| ≤ R

|
∂∆i,k(Xi,k,Xi,k, Di)

∂Xκ,k
| <∞; (35)

sup
i∈N

max
κ∈J(i)∪{i}

max
1≤k≤νi

max
|Xi,k| ≤ R,
|Xi,k| ≤ R
|Di| ≤ R

|
∂∆i,k(Xi,k,Xi,k, Di)

∂Di
| <∞; (36)

As a corollary of our main Theorem 1, we obtain the following result.

Theorem 2. Under the above Assumptions (A1)-(A4), there is a decentralized
continuous feedback ui = ui(Xi,νi) with ui(0) = 0, i ∈ N, which renders (32) `∞-
FTISS in the sense of Definition 3, i.e., there exist γ ∈ K and β ∈ GKL such that
β(r, s) = 0 for each s ≥ T (r) with some r 7→ T (r) of class C([0,+∞[; [0,+∞[)
such that T (0) = 0, and such that, first, there exists at least one solution to the
closed-loop system (32) with this decentralized feedback ui = ui(xi,1, . . . , xi,νi),
i ∈ N with every initial condition Xi,νi(t0) = X0

i,νi
∈ Rνi , with every X0 =

{X0
i,νi
}∞i=1 ∈ `∞, and with every disturbance input R 3 t 7→ D(t) = {Di(t)}∞i=1

such that Di(·) ∈ L∞(R;Rni) for all i ∈ N and D(t) = {Di(t)}∞i=1 ∈ `∞ a.e. on
t ∈ R, and sup

i∈N
max
j=1,ni

‖ Di,j(·)‖L∞(R;R) < +∞, and, second, every such a solution

t 7→ X(t) ∈ `∞ can be extended to the entire [t0,+∞[ and it always satisfies the
following inequality

||X(t)||`∞ ≤ max{β(||X0||`∞ , t− t0), γ(||D(·)||L∞(R;`∞))} for all t ≥ t0.

The design of the above-mentioned decentralized feedback ui = ui(xi,1, . . . , xi,νi),
i ∈ N is constructive, the settling time is finite and estimated by our main
Theorem 1, and the controllers ui(·) along with the `∞-FTISS Lyapunov function
and with the settling time are derived explicitly.

In the special case, when Di(·) = 0, or Di are absent from (32), the same
decentralized feedback ui = ui(xi,1, . . . , xi,νi), i ∈ N renders (32) `∞-FTS in the
sense of Definition 3.
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Proof of Theorem 2. The proof of Theorem 2 is a combination of our main
Theorem 1 with the gain assignment obtained in the decentralized backstepping
design proposed in [29]. The only remark in comparison with [29] is that our
network is now composed on infinite (countable) set of nodes, whereas the network
in [29] was finite and without external disturbance inputs. However our conditi-
ons (A1)-(A4) will eventually provide conditions (i)-(iii) of our main Theorem 1
inside the design borrowed from [29] (and our external disturbance inputs can be
included into common inputs in the gain assignment borrowed from [29]).

More specifically, to reduce our proof to Theorem 1, we first fix any
ε ∈]0, 14 [, and fix any finite sequences of positive real numbers ε(k) ∈]0, ε[ and
γ(k) = 1− ε(k) > 0, k = 1, 2, . . . , ν, such that

0 < γ(k−1) < γ(k) < 1− ε for all k = 2, . . . , ν, (37)

where ν ∈ N is defined in Assumption (A3).
Second, we take any n ∈ N such that n ≥ ν := sup

i∈N
νi = max

i∈N
νi. As in [40],

define d = 4n
2n+1 and

Vi,1(xi,1):=
x2i,1
2

; ξi,1:=xi,1; qk:=
2n−2k+3

2n+1
, k=1, n. (38)

and denote

χi,k := (Xi,k, Di) for all k = 1, . . . , νi − 1, i ∈ N, (39)

and Xi,k := (Xi,k, χi,k). Then we rewrite our system (32) as{
ẋi,j=xi,j+1+∆i,j(Xi,j , χi,j), j = 1, . . . , νi − 1,

ẋi,k = ui + ∆i,νi(Xi,νi , χi,νi), i ∈ N, (40)

and thus we unify our notation with [29]. Then, with this new notation, we repeat
(almost copy and paste) the passage from Section 5 of [29] beginning with (11)
from [29] until the very end of Section 5. The only updates will be as follows:
πi,k,σ(θ,Xk) should be everywhere replaced with ∆i,k(Xk) = ∆i,k(Xi,k, χi,k) and
κ ∈ {1, . . . , N} \ {i} should be replaced everywhere with j ∈ J(i).

Using this backstepping algorithm from [29], i.e., recursive design of controllers,
FT Lyapunov functions, and gain assignment by induction on k = 1, 2, . . . , νi for
each fixed i ∈ N and for each reduced order system{

ẋi,j=xi,j+1+∆i,j(Xi,j , χi,j), j = 1, . . . , k − 1,

ẋi,k = xi,k+1 + ∆i,k(Xi,k, χi,k), i ∈ N, (41)

and having designed inductively the feedbacks and FTISS Lyapunov functions
which satisfy Assumption (iii) of our main Theorem 1 with ε(k) > 0, k = 1, 2, . . . , ν
from (37) instead of ε, we finally need to explain why Assumptions (i),(ii) hold
true as well.
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To obtain the uniform estimates from (i)-(ii), we note that, by (34)-(36) from
Assumption (A4), functions λi,1(Xi,1)>0 from eq. (13) in [29] can be designed
such that all λi,1(Xi,1)>0 and all their partial derivatives are uniformly bounded
w.r.t. i ∈ N, on every closed ball of every fixed radius. From this, we will obtain
(ii) for the closed-loop system (41) with xi,2 = x∗i,2 in the Base Case k = 1.
Condition (i) is straightforward in the Base Case k = 1 due to (38).

To obtain (i),(ii) at every Inductive Step (k − 1)→ k, one uses the formulas

∂Vi,1
∂xi,1

= xi,1, and
∂Wi,k

∂xi,k
= ξ2−qki,k , and

∂Wi,k

∂xi,l
= −(2− qk)

∂(x∗i,k
1
qk )

∂xi,l

xi,k∫
x∗i,k

(s
1
qk − x∗i,k

1
qk )1−qkds (l < k). (42)

from [29] and notes that our Assumption (A4) implies that the functions φi,k,j(·),
ψκ,k,j(·) from eq. (12) in [29] are bounded on every compact subset of their domain
uniformly w.r.t. i ∈ N. Similarly, Assumption (A4) implies that the functions
c̃i,k,l,j(·), from Lemma 1 of [29], ρ̄i,k(·), from (23) from Lemma 3 of [29] are
bounded on every compact subset of their domain uniformly w.r.t. i ∈ N. Since
they are involved in (24), (25) of [29] we obtain that the coefficients A, B, Q from
(26)-(28) in [29] are also bounded on every compact subset of the corresponding
domain uniformly w.r.t. i ∈ N. Finally, ci,k(·), from Lemma 4 of [29], are also
bounded on every compact subset of the corresponding domains uniformly w.r.t.
i ∈ N similarly by (A4).

All this proves that λi,1(Xi,1)>0, . . . , λi,k−1(Xi,k)>0 and all their partial
derivatives are uniformly bounded w.r.t. i ∈ N, on every closed ball of every fixed
radius. From this, we obtain (i)-(ii) for the closed-loop system (41) with xi,k = x∗i,k
at every Inductive Step (k − 1)→ k, and finally for k = νi, which ends the proof
of Theorem 2.
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Теорема про мале посилення для стiйкостi вхiд-стан за
скiнченнй час нескiнченних мережевих систем i її застосування

Павличков С. С.
Факультет машинобудування та технологiчних процесiв,

Технiчний унiверситет Кайзерслаутерна
Готлiб-Даймлер штрассе, 42, Кайзерслаутерн, Нiмеччина, 67663

Ми доводимо достатню умову стiйкостi вхiд-стан за скiченний час нескiнчен-
них мережевих систем в термiнах малого посилення (small gain condition). Мере-
жева система, що розглядається, складається зi злiченної множини скiнченновимiр-
них систем звичайних диференцiальних рiвнянь, кожна з яких з’єднана тiльки зi
скiченною множиною сусiднiх пiдсистем, а також мiстить зовнiшнє збурення. Пе-
редбачається, що кожен вузол мережi (кожна пiдсистема) є стiйкою вхiд-стан за
скiнченний час вiдносно його скiнченновимiрних входiв утворених фазовими змiн-
ними сусiднiх пiдсистем i зовнiшнiм збуренням. Як застосування цього результату
(наслiдок) ми отримуємо нову теорему про децентралiзовану стабiлiзацiю вхiд-стан
за скiнченний час для нескiнченних мережевих систем, якi представляють собою
злiченний набiр з’єднаних трикутних систем звичайних диференцiальних рiвнянь.
Для цього ми комбiнуємо доведену в данiй роботi теорему малого посилення (small
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gain theorem) з методом побудови децентралiзованих стабiлiзуючих керувань, який
отримано в роботi S. Pavlichkov and C. K. Pang (NOLCOS-2016) для кiнцевих мере-
жевих систем. Дана робота переносить результати недавньої роботи S. Dashkovskiy
and S. Pavlichkov, Stability conditions for infinite networks of nonlinear systems and
their application for stabilization, Automatica. – 2020. – 112. – 108643 на випадок ста-
бiлiзацiї за скiченний час. Ця стаття поширює та узагальнює свого попередника -
конференцiйну статтю на випадок стiйкостi вхiд-стан за скiнченний час та децен-
тралiзованої стабiлiзацiї за наявностi зовнiшнiх входiв-збурень. В окремому випадку,
коли всi зовнiшнi збурення є нулями, ми просто отримуємо стiйкiсть за скiнченний
час та вiдповiдно децентралiзовану стабiлiзацiю нескiнченних мережевих систем за
скiнченний час.

Ключовi слова: нелiнiйнi системи; стiйкiсть вхiд-стан; умови малого посилення.

A small gain theorem for finite-time input-to-state
stability of infinite networks and its applications

S. S. Pavlichkov
Department of Mechanical and Process Engineering,

Technical University of Kaiserslautern
42, Gottlieb-Daimler-Str., Kaiserslautern, 67663, Germany

We prove a small-gain sufficient condition for (global) finite-time input-to-state stabi-
lity (FTISS) of infinite networks. The network under consideration is composed of a
countable set of finite-dimensional subsystems of ordinary differential equations, each of
which is interconnected with a finite number of its “neighbors” only and is affected by some
external disturbances. We assume that each node (subsystem) of our network is finite-
time input-to-state stable (FTISS) with respect to its finite-dimensional inputs produced
by this finite set of the neighbors and with respect to the corresponding external di-
sturbance. As an application we obtain a new theorem on decentralized finite-time input-
to-state stabilization with respect to external disturbances for infinite networks composed
of a countable set of strict-feedback form systems of ordinary differential equations. For
this we combine our small-gain theorem proposed in the current work with the controllers
design developed by S. Pavlichkov and C. K. Pang (NOLCOS-2016) for the gain assi-
gnment of the strict-feedback form systems in the case of finite networks. The current
results address the finite-time input-to-state stability and decentralized finite-time input-
to-state stabilization and redesign the technique proposed in recent work S. Dashkovskiy
and S. Pavlichkov, Stability conditions for infinite networks of nonlinear systems and their
application for stabilization, Automatica. – 2020. – 112. – 108643, in which the case of
`∞-ISS of infinite networks was investigated. The current paper extends and generali-
zes its conference predecessor to the case of finite-time ISS stability and decentralized
stabilization in presence of external disturbance inputs and with respect to these di-
sturbance inputs. In the special case when all these external disturbances are zeroes (i.e.
are abscent), we just obtain finite-time stability and finite-time decentralized stabilization
of infinite networks accordingly.

Keywords: nonlinear systems; input-to-state stability; small gain conditions.
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У статтi знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого
оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння
з виродженим iмпульсним впливом. Знайдено умови розв’язностi, а також
конструкцiю узагальненого оператора Грiна для лiнiйної нетерової крайо-
вої задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з виродженим iм-
пульсним впливом.
Ключовi слова: диференцiально-алгебраїчнi рiвняння, крайовi задачi, рiв-
няння з iмпульсним впливом.

S. M. Chuiko, E. V. Chuiko, K. S. Shevtsova. Linear differential-algebraic
boundary value problem with singular pulse influence. In this article
we found the conditions of the existence and constructive scheme for findi-
ng the solutions of the linear Noetherian differential-algebraic boundary value
problem for a differential-algebraic equation with singular impulse action.
Keywords: differential-algebraic equations, boundary value problems, pulse
influence.

Чуйко С. М., Чуйко E. В., Шевцова E. С.Линейная дифференциально-
алгебраическая краевая задача с вырожденным импульсным во-
здействием. В статье найдены условия развязности, а также констру-
кцию обобщенного оператора Грина задачи Коши для дифференциально-
алгебраического уравнения с вырожденным импульсным воздействием.
Найдены условия развязности, а также конструкция обобщенного операто-
ра Грина для линейной нетеровой краевой задачи для дифференциально-
алгебраического уравнения с вырожденным импульсным воздействием.
Ключевые слова: дифференциально-алгебраические уравнения, краевые
задачи, уравнения с импульсным воздействием.
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1. Постановка задачi. Розглянемо задачу про знаходження розв’язкiв
[1, 2]

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}

60

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2021-94-04


ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том94 (2021) 61

лiнiйного неоднорiдного диференцiально-алгебраїчного рiвняння

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τi (1)

з iмпульсним впливом

∆z(τi) = Siz(τi − 0) + ai, i = 1, 2, . . . , p, (2)

якi задовольняють крайовiй умовi

`z(·) = α ∈ Rq. (3)

Тут A(t), B(t) ∈ Cm×n[a, b] — неперервнi матрицi, f(t) ∈ C[a, b] — неперерв-
ний вектор; `z(·) — лiнiйний обмежений векторний функцiонал

`z(·) : C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
→ Rq.

Матрицю A(t) припускаємо, взагалi кажучи, прямокутною: m 6= n, або ж
квадратною, але виродженою матрицею сталого рангу. Розв’язок z(t) вважа-
тимемо неперервним злiва

z(τj) = lim
t→τj+0

z(t), j = 1, 2, . . . , p.

Крiм того, розв’язок z(t) нетерової (q 6= n) диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi (1) – (3) з iмпульсним впливом у точках

a < τ1 < τ2 < ... < τp < b,

можливо, зазнає розриви

∆z(τi) := z(τi + 0)− z(τi − 0), i = 1, 2, . . . , p

першого роду; тут Si− сталi (n × n)-вимiрнi матрицi, ai ∈ Rn. Iмпульсний
вплив (2) припускаємо виродженим, а саме, припускаємо, що принаймнi для
одного i = 1, 2, . . . , p матриця In+Si стає виродженою: (det(In+Si) = 0). У
протилежному випадку, а саме, за умови (det(In + Si) 6= 0) для усiх значень
i = 1, 2, . . . , p будемо казати, що iмпульсний вплив (2) невироджений [1].

Дослiдженню диференцiально-алгебраїчних рiвнянь за допомогою цен-
тральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць присвяченi
монографiї [3, 4, 5]. Достатнi умови звiдностi диференцiально-алгебраїчної
лiнiйної системи до центральної канонiчної форми були отриманi А. М. Са-
мойленком i В. П. Яковцем [6]. У статтях [7, 8] запропоновано достатнi умови
розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна для лiнiй-
ної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1), (3) без використання
центральної канонiчної форми i досконалих пар i трiйок матриць.
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Задача (1), (2) є узагальненням задач з невиродженим iмпульсним впли-
вом [1] на випадок диференцiально-алгебраїчної лiнiйної системи (1). За умо-
ви A(t) ≡ In задача про знаходження умов iснування та побудову розв’язкiв
системи диференцiальних рiвнянь (1) з невиродженим iмпульсним впливом
була розв’язана А. М. Самойленком та М. О. Перестюком у монографiї [1]
та узагальнювала задачу з крайовими умовами типу "shock conditions"[9]. За
умови [7, 8]

PA∗(t) ≡ 0 (4)

система (1) розв’язна вiдносно похiдної

z′ = A+(t)B(t)z + F0(t, ν0(t)); (5)

тут rank A(t) = m ≤ n. Крiм того

F0(t, ν0(t)) := A+(t)f(t) + PAρ0 (t)ν0(t),

A+(t) — псевдообернена (за Муром – Пенроузом) матриця, PA∗(t) — матриця-
ортопроектор [2]:

PA∗(t) : Rm → N(A∗(t)),

PAρ0 (t) — (n× ρ0)-вимiрна матриця, утворена iз ρ0 лiнiйно-незалежних стов-
пцiв (n× n)− матрицi-ортопроектора

PA(t) : Rn → N(A(t)).

Таким чином, за умови (4) система (5), розв’язана вiдносно похiдної, як i її
розв’язок, залежать вiд довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t). Позначи-
мо X0(t) нормальну фундаментальну матрицю

X ′0(t) = A+(t)B(t)X0(t), X0(a) = In

отриманої традицiйної системи звичайних диференцiальних рiвнянь (5). За
умови (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) система (5), а вiд-
повiдно i система (1), має розв’язок вигляду [7, 8]

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)

t∫
a

X−10 (s)F0(s, ν0(s)) ds, a ≤ t ≤ τ1

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (1).

2. Критичний випадок За умови (4) система (1) розв’язна для до-
вiльної неоднорiдностi f(t). Крiм того, нормальна фундаментальна матриця
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X0(t) невироджена, тому для розв’язання диференцiально-алгебраїчної си-
стеми (1), (2) з невиродженим iмпульсним впливом застосовний метод, за-
пропонований А. М. Самойленком та М. О. Перестюком у монографiї [1].
Загальний розв’язок задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебраїчної
системи (1) з виродженим iмпульсним впливом (2) для довiльної неперервної
вектор-функцiї ν0(t) на вiдрiзку [τ1, τ2] зображується у виглядi

z(t, γ1) = X0(t)γ1 +X0(t)

t∫
τ1

X−10 (s)F0(s, ν0(s)) ds, γ1 ∈ Rn.

Нормальна фундаментальна матриця X0(t) невироджена, тому

γ1 = X−10 (τ1)(In + S1)K0

[
f(s), ν0(s)

]
(τ1) +X−10 (τ1) a1.

Таким чином, за умови (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t)
система (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2) має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де
X1(t) = X0(t)X

−1
0 (τ1)(In + S1)X0(τ1), τ1 ≤ t ≤ τ2,

крiм того

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)X

−1
0 (τ1)(In + S1)K0

[
f(s), ν0(s)

]
(τ1)+

+X0(t)X
−1
0 (τ1) a1 +X0(t)

t∫
τ1

X−10 (s)F0(s, ν0(s)) ds, τ1 ≤ t ≤ τ2

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (1) з виродженим iмпульсним впливом (2). Продовжую-
чи, за умови (4), для фiксованої неперервної вектор-функцiї ν0(t) отримуємо
розв’язок системи (1) з виродженим iмпульсним впливом (2)

z(t, c) = Xp(t) c+Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де
Xp(t) = X0(t)X

−1
0 (τp)(In + Sp)Xp−1(τp), τp ≤ t ≤ b,

крiм того

Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t) := X0(t)X

−1
0 (τp)(In + Sp)Kp−1

[
f(s), ν0(s)

]
(τp)+
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+X0(t)X
−1
0 (τp) ap +X0(t)

t∫
τp

X−10 (s)F0(s, ν0(s)) ds, τp ≤ t ≤ b

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (1) з виродженим iмпульсним впливом (2). Таким чи-
ном, за умови (4), для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) отримуємо
розв’язок системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2)

z(t, c) = X(t) c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn,

де [10]

X(t) =


X0(t), a ≤ t ≤ τ1,
...... ................
Xp(t), τp ≤ t ≤ b,

крiм того

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =


K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), a ≤ t ≤ τ1,

........................... ................

Kp

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τp ≤ t ≤ b

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (1) з невиродженим iмпульсним впливом (2). Останнiй
оператор у випадку A(t) ≡ In дещо вiдрiзняється вiд побудованого у статтi
[10]. За умови A(t) ≡ In задача про знаходження умов iснування та побудо-
ву розв’язкiв лiнiйної крайової задачi (1) — (3) з невиродженим iмпульсним
впливом була розв’язана А.М. Самойленком, М.О. Перестюком та О.А. Бой-
чуком у статтi [11]. Таким чином, метою даної статтi є перенесення резуль-
татiв [3, 4, 5, 6, 7, 8] на диференцiально-алгебраїчну крайову задачу (1) —
(3) з виродженим iмпульсним впливом. На вiдмiну вiд статтi [11], отримана
нормальна фундаментальна матриця X(t) системи (1) з виродженим iмпуль-
сним впливом (2) вироджена [12], причому її ранг вздовж промiжку [a, b] не
зростає.

Пiдставляючи загальний розв’язок z(t, c) задачi Кошi z(a) = c для
диференцiально-алгебраїчної системи (1) з виродженим iмпульсним впливом
(2) у крайову умову (3), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Qc = α− `K
[
f(s), ν0(s)

]
(·). (6)

Рiвняння (6) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PQ∗d

{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

= 0. (7)
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Тут PQ∗ — ортопроектор: Rq → N(Q∗); матриця PQ∗d утворена з d лiнiйно-
незалежних рядкiв ортопроектора PQ∗ , крiм того Q := `X(·) ∈ Rq×n. За
умови (7) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (6)

c = Q+

{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+ PQr cr, cr ∈ Rr

визначає загальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1) – (3)

z(t, cr) = Xr(t)cr+X(t)Q+

{
α−`K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), cr ∈ Rr.

Тут PQ — матриця-ортопроектор: Rn → N(Q); матриця PQr ∈ Rn×r утворена
з r лiнiйно-незалежних стовпцiв ортопроектора PQ. Таким чином, доведена
наступна лема.

Лема 1. За умови (4) для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t) розв’я-
зок задачi Кошi z(a) = 0 для системи (1) з виродженим iмпульсним впливом
(2)

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
має вигляд

z(t, c) = X(t) c+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t), c ∈ Rn.

Для довiльної неперервної вектор-функцiї ν0(t), за умови (7) i тiльки за
неї, загальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
(1) – (3)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) := X(t)PQr , cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t)

диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1) – (3).

Доведена лема узагальнює вiдповiднi результати, отриманi для задач
з невиродженим iмпульсним впливом [1, 2] на випадок диференцiально-
алгебраїчної лiнiйної системи (1). Вiдзначимо, що навiдмiну вiд [5], при дове-
деннi леми ми не використовували центральну канонiчну форму i досконалi
пари матриць.
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Приклад 1. Знайдемо розв’язок

z(t) ∈ C1

{
[0, 3π] \ {π, 2π}I

}
лiнiйної диференцiально-алгебраїчної антиперiодичної крайової задачi з iм-
пульсним впливом

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τi, ∆z(τi) = Si z(τi − 0), `z(·) = 0. (8)

Тут

A(t) :=

(
cos t sin t cos t
− sin t cos t − sin t

)
, B(t) :=

(
− sin t cos t − sin t
− cos t − sin t − cos t

)
,

крiм того

f(t) :=

(
2 sin t
− cos t

)
, S1 :=

 −2 0 0
0 −1 0
0 0 −2

 , S2 :=

 −1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 ,

`z(·) := z(0) + z(π) + z(2π) + z(3π).

Умову (4) виконано, отже, система (8), розв’язна вiдносно похiдної, а її
розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t). По-
кладемо ν0(t) := 0, при цьому система (8), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (8), крiм того

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 .

Система (8) з iмпульсним впливом має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), π ≤ t < 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t),
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крiм того

X1(t) =
1

2

 −1− cos t 0 1− cos t
2 sin t 0 2 sin t

1− cos t− 1 0 −1− cos t

 .

Система (8) з iмпульсним впливом має розв’язок вигляду

z(t, c) = X2(t)c+K2

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 2π ≤ t ≤ 3π, c ∈ R3,

де

K2

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t),

крiм того X2(t) ≡ 0. У наслiдок виродженостi iмпульсного впливу (8)

det(I3 + S1) = det(I3 + S2) = 0

матрицяX(t) вироджена. Крайова задача (8) з виродженим iмпульсним впли-
вом являє собою критичний випадок, оскiльки

PQ∗ =

 1 0 −1
0 0 0
−1 0 1

 6= 0.

У той же час, крайова задача (8) розв’язна, оскiльки умову (7) виконано.
Загальний розв’язок

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) = X(t), cr ∈ R1

крайової задачi (8) з невиродженим iмпульсним впливом (8) визначає уза-
гальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K

[
f(s), ν0(s)

]
(t),

крiм того

Xr(t) =

 1
0
−1

 , 0 ≤ t < π, Xr(t) =

 −1
0
1

 π ≤ t < 2π,

Xr(t) =

 0
0
0

 , 2π ≤ t ≤ 3π.

У загальному випадку, а саме для довiльної неперервної вектор-функцiї

ν0(t) ∈ Cρ0 [a, b]
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розв’язнiсть лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової задачi (1) – (3)
iстотно залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладемо

ν0(t) := Ψ(t)γ, γ ∈ Rw;

тут
Ψ(t) ∈ Cρ0×w[a, b]

— довiльна неперервна матриця повного рангу. За умови (4) узагальнений
оператор Грiна задачi Кошi z(a) = 0 для диференцiально-алгебраїчної систе-
ми (1) з виродженим iмпульсним впливом (2) зображується у виглядi

K

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K

[
f(s)

]
(t) +K

[
PAρ0 (s)ν0(s)

]
(t).

Позначимо матрицю

D :=

[
Q ; `K

[
PAρ0 (s)Ψ(s)

]
(·)
]
∈ Rq×(n+w).

Пiдставляючи загальний розв’язок задачi Кошi для диференцiально-алгебра-
їчного рiвняння (1) з виродженим iмпульсним впливом (2) у крайову умову
(3), приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

D č = α− `K
[
f(s)

]
(·), č := col (c, γ) ∈ Rn+w. (9)

Рiвняння (9) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли

PD∗d

{
α− `K

[
f(s)

]
(·)
}

= 0. (10)

Тут PD∗ — ортопроектор:
Rq → N(D∗);

матриця PD∗d утворена з d лiнiйно-незалежних рядкiв ортопроектора PD∗ . За
умови (10) i тiльки за неї загальний розв’язок рiвняння (9)

č = D+

{
α− `K

[
f(s)

]
(·)
}

+ PD δ, δ ∈ Rn+w

визначає загальний розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1) — (3)

z(t, δ) = K

[
f(s)

]
(t) +

{
X(t);K

[
PAρ0Ψ(s)

]
(t)

}
D+

{
α− `K

[
f(s)

]
(·)
}

+

+

{
X(t);K

[
PAρ0 (s)Ψ(s)

]
(t)

}
PD δ, δ ∈ Rn+w.

Тут PD — матриця-ортопроектор: Rn+w → N(D). Таким чином, доведена
наступна теорема.
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Теорема 1. За умови (4) для фiксованої неперервної матрицi повного рангу
Ψ(t) у випадку (10) розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної крайової
задачi (1) — (3) з виродженим iмпульсним впливом

z(t) ∈ C1

{
[a, b] \ {τi}I

}
має вигляд

z(t, cr) = Wr(t)cr +G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t), cr ∈ Rr;

тут

G

[
f(s);ψ(s);α

]
(t) := K

[
f(s)

]
(t) +W (t)D+

{
α− `K

[
f(s)

]
(·)
}

— узагальнений оператор Грiна диференцiально-алгебраїчної крайової задачi
(1) — (3) з виродженим iмпульсним впливом. Матриця Wr(t) утворена з r
лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi W (t)PD; тут

W (t) :=

{
X(t);K

[
PAρ0 (s)Ψ(s)

]
(t)

}
.

Вiдзначимо, що навiдмiну вiд [5, 13] при доведеннi теореми не використо-
вується вимога про приведення системи (1) до центральної канонiчної форми.
На вiдмiну вiд [14, 15] доведена теорема узагальнює узагальнений оператор
Грiна, отриманий для диференцiальної крайової задачi, до диференцiально-
алгебраїчної крайової задачi (1) — (3) з невиродженим iмпульсним впливом.

3. Приведення до некритичного випадку. За умови PD∗ 6= 0 будемо
казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1) — (3) з виродже-
ним iмпульсним впливом представляє критичний випадок, i навпаки: за умо-
ви PQ∗ 6= 0, PD∗ = 0 будемо казати, що диференцiально-алгебраїчна крайова
задача (1) — (3) з виродженим iмпульсним впливом приведена до некрити-
чного випадку. Останнє означення є узагальненням некритичного випадку
(PQ∗ = 0) для нетерової крайової задачi для диференцiальної системи, яка
отримується з системи (1) при A(t) ≡ In, на випадок залежностi узагальне-
ного оператора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчної системи
(1) вiд довiльної неперервної функцiї [8].

Приклад 2. Знайдемо розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi з виродженим iмпульсним впливом

A(t)z′(t) = B(t)z(t)+f(t), t 6= τ1 := π, ∆z(τ1) = S1 z(τ1−0), `z(·) = 0. (11)

Тут
`z(·) := Ω (z(0) + z(2π)), Ω :=

(
1 0 0

)
;

матрицi A(t), S1 та функцiя f(t) наведенi у прикладi 1.
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Оскiльки умову (4) виконано, система (11), розв’язна вiдносно похiдної,
а її розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t).
Покладемо ν0(t) := 0, при цьому система (11), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (11), крiм того

X0(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 .

Також система (11), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), π ≤ t ≤ 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t)

— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїч-
ної системи (11), крiм того

X1(t) =
1

2

 −1− cos t 0 1− cos t
2 sin t 0 2 sin t

1− cos t− 1 0 −1− cos t

 .

У наслiдок виродженостi iмпульсного впливу (11)

det(I3 + S1) = 0

матриця X(t) вироджена. Крайова задача (11) з виродженим iмпульсним
впливом являє собою критичний випадок, оскiльки для фiксованої функцiї
ν0(t) := 0 має мiсце нерiвнiсть

PQ∗ = 1 6= 0.

В той же час для функцiї Ψ(t) := sin t крайова задача (11) з виродженим
iмпульсним впливом являє собою некритичний випадок, оскiльки

D =
(

0 0 0 1
)
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— матриця повного рангу, отже умову (10) виконано. Загальний розв’язок

z(t, cr) = Wr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R3

крайової задачi (11) з виродженим iмпульсним впливом визначає узагальне-
ний оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t

 , 0 ≤ t ≤ 2π;

тут

Wr(t) =
1

2

 1 + cos t sin t cos t− 1
−2 sin t 2 cos t −2 sin t
cos t− 1 sin t 1 + cos t

 , 0 ≤ t ≤ π,

крiм того

Wr(t) =
1

2

 −1− cos t 0 1− cos t
2 sin t 0 2 sin t

1− cos t− 1 0 −1− cos t

 , π ≤ t ≤ 2π.

У найпростiшому, а саме, у некритичного випадку PQ∗ = 0 умова (7)
виконується, отже лiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова задача (1) –
(3) розв’язна для довiльних неоднорiдностей f(t) та α.

Наслiдок. За умов (4) та PQ∗ = 0 для довiльної неперервної вектор-
функцiї ν0(t) та довiльних неоднорiдностей f(t) та α розв’язок лiнiйної ди-
ференцiально-алгебраїчної крайової задачi з виродженим iмпульсним впли-
вом (1) – (3)

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), Xr(t) := X(t)PQr , cr ∈ Rr

визначає узагальнений оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) := X(t)Q+

{
α− `K

[
f(s), ν0(s)

]
(·)
}

+K

[
f(s), ν0(s)

]
(t).

Приклад 3. Знайдемо розв’язок лiнiйної диференцiально-алгебраїчної кра-
йової задачi

A(t)z′(t) = B(t)z(t) + f(t), t 6= τ1, ∆z(τ1) = S1 z(τ1 − 0), `z(·) = 0. (12)

з виродженим iмпульсним впливом. Тут

`z(·) := Ω (z(0) + z(2π)), Ω :=
(

0 1 0
)

;

матрицi A(t), S1 та функцiя f(t) наведенi у прикладi 1.
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Оскiльки умову (4) виконано, система (12), розв’язна вiдносно похiдної,
а її розв’язок, залежить вiд довiльної неперервної скалярної функцiї ν0(t).
Покладемо ν0(t) := 0, при цьому система (12), має розв’язок вигляду

z(t, c) = X0(t)c+K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t < τ1, c ∈ R3,

де

K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t) =

1

4

 1− cos 2t
−2 sin 2t
1− cos 2t


— узагальнений оператор Грiна задачi Кошi z(0) = 0 для диференцiально-
алгебраїчної системи (12); матриця X0(t) наведена у прикладi 1. Система (12)
з виродженим iмпульсним впливом має розв’язок вигляду

z(t, c) = X1(t)c+K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t), τ1 ≤ t ≤ 2π, c ∈ R3,

де

K1

[
f(s), ν0(s)

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t),

крiм того

X1(t) =
1

2

 −1− cos t 0 1− cos t
2 sin t 0 2 sin t

1− cos t 0 −1− cos t

 , π ≤ t ≤ 2π.

Крайова задача (11) з виродженим iмпульсним впливом являє собою некри-
тичний випадок, оскiльки PQ∗ = 0, отже, вона розв’язна, оскiльки умову (7)
виконано. Розв’язок

z(t, cr) = Xr(t)cr +G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t), cr ∈ R2

крайової задачi (11) з виродженим iмпульсним впливом визначає узагальне-
ний оператор Грiна

G

[
f(s); ν0(s);α

]
(t) = K0

[
f(s), ν0(s)

]
(t), 0 ≤ t ≤ 2π,

крiм того

Xr(t) =
1

2

 1 + cos t 0 cos t− 1
2 sin t 0 −2 sin t

cos t− 1 0 1 + cos t

 , 0 ≤ t < π,

Xr(t) =
1

2

 −1− cos t 0 1− cos t
2 sin t 0 2 sin t

1− cos t 0 −1− cos t

 , π ≤ t ≤ 2π.



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том94 (2021) 73

Отриманi результати аналогiчно [17] можуть бути використанi в теорiї
стiйкостi для диференцiально-алгебраїчних рiвнянь з виродженим iмпуль-
сним впливом.
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Лiнiйна диференцiально-алгебраїчна крайова
задача з виродженим iмпульсним впливом

Чуйко С. М., Чуйко О. В., Шевцова К. С.
Донбаський державний педагогiчний унiверситет, вул. Генерала Батюка, 19,

м. Слов’янськ, Донецька обл., Україна 84 116
Дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач започатковане у ро-

ботах К. Вейєрштрасса, М. М. Лузiна та Ф. Р. Гантмахера. Систематичному ви-
вченню диференцiально-алгебраїчних крайових задач присвяченi роботи С. Кемп-
белла, Ю. Є. Бояринцева, В. Ф. Чистякова, А. М. Самойленка, М. О. Перестюка,
В. П. Яковця, О. А. Бойчука, А. Iлчманна та Т. Рейса. Вивчення диференцiально-
алгебраїчних крайових задач пов’язане з численними застосуваннями таких задач у
теорiї нелiнiйних коливань, у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi, теорiї керування, тео-
рiї стiйкостi руху. В той же час дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових
задач тiсно пов’язане з дослiдженням iмпульсних крайових задач для диференцiаль-
них рiвнянь, започаткованим у роботах М. М. Боголюбова, А. Д. Мишкiса, А. М.
Самойленка, М. О. Перестюка та О. А. Бойчука. Отже, актуальною проблемою є
перенесення результатiв, отриманих у статтях С. Кемпбелла, А. М. Самойленка,
М. О. Перестюка та О. А. Бойчука на iмпульснi крайовi задачi для диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь, зокрема, знаходження необхiдних та достатнiх умов iснування
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шуканих розв’язкiв, а також, конструкцiї оператора Грiна задачi Кошi та узагальне-
ного оператора Грiна iмпульсної крайової задачi для диференцiально-алгебраїчного
рiвняння.

У статтi знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого опера-
тора Грiна задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння з виродженим
iмпульсним впливом. Знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальне-
ного оператора Грiна для лiнiйної нетерової крайової задачi для диференцiально-
алгебраїчного рiвняння з виродженим iмпульсним впливом. Запропонована у стат-
тi схема дослiдження лiнiйних нетерових крайових задач для диференцiально-
алгебраїчного рiвняння з виродженим iмпульсним впливом у критичних i некри-
тичних випадках може бути перенесена на крайовi задачi для диференцiально-
алгебраїчних рiвнянь з виродженим iмпульсним впливом. Побудована схема ана-
лiзу лiнiйної нетерової крайової задачi для диференцiально-алгебраїчного рiвняння
з виродженим iмпульсним впливом узагальнює результати С. Кемпбелла, А. М. Са-
мойленка, М. О. Перестюка та О. А. Бойчука i може бути поширена для доведе-
ння розв’язностi та побудови розв’язкiв нелiнiйної iмпульсної крайової задачi для
диференцiально-алгебраїчного рiвняння у критичних i некритичних випадках.

Ключовi слова: диференцiально-алгебраїчнi рiвняння; крайовi задачi; рiвняння
з iмпульсним впливом.

Linear differential-algebraic boundary
value problem with singular pulse influence

S. M. Chuiko, E. V. Chuiko, K. S. Shevtsova
Donbas State Pedagogical University, 19, Batiuk General str.,

Slavyansk, Donetsk region, 84 116, Ukraine
The study of differential-algebraic boundary value problems was initiated in the works

of K. Weierstrass, N. N. Luzin and F. R. Gantmacher. Systematic study of differential-
algebraic boundary value problems is devoted to the work of S. Campbell, Yu. E. Boyari-
ntsev, V. F. Chistyakov, A. M. Samoilenko, M. O. Perestyuk, V. P. Yakovets, O. A. Boi-
chuk, A. Ilchmann and T. Reis. The study of the differential-algebraic boundary value
problems is associated with numerous applications of such problems in the theory of
nonlinear oscillations, in mechanics, biology, radio engineering, theory of control, theory
of motion stability. At the same time, the study of differential algebraic boundary value
problems is closely related to the study of pulse boundary value problems for differential
equations, initiated M. O. Bogolybov, A. D. Myshkis, A. M. Samoilenko, M. O. Perestyk
and O. A. Boichuk. Consequently, the actual problem is the transfer of the results obtai-
ned in the articles by S. Campbell, A. M. Samoilenko, M. O. Perestyuk and O. A. Boi-
chuk on a pulse linear boundary value problems for differential-algebraic equations, in
particular finding the necessary and sufficient conditions for the existence of the desired
solutions, and also the construction of the Green’s operator of the Cauchy problem and
the generalized Green operator of a pulse linear boundary value problem for a differential-
algebraic equation.

In this article we found the conditions of the existence and constructive scheme
for finding the solutions of the linear Noetherian differential-algebraic boundary value
problem for a differential-algebraic equation with singular impulse action. The proposed
scheme of the research of the linear differential-algebraic boundary value problem for
a differential-algebraic equation with impulse action in the critical case in this arti-
cle can be transferred to the linear differential-algebraic boundary value problem for
a differential-algebraic equation with singular impulse action. The above scheme of the
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analysis of the seminonlinear differential-algebraic boundary value problems with impulse
action generalizes the results of S. Campbell, A. M. Samoilenko, M. O. Perestyuk and
O. A. Boichuk and can be used for proving the solvability and constructing solutions of
weakly nonlinear boundary value problems with singular impulse action in the critical
and noncritical cases.

Keywords: differential-algebraic equations; boundary value problems; pulse influence.
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Форма хвильових пакетiв у тришаровiй
гiдродинамiчнiй системi

Харченко Д. С.1

1Центральноукраїнський державний педагогiчний унiверситет
iменi В. Винниченка, вул. Шевченка, 1, м. Кропивницький, 25000, Україна

harcenkodiana5@gmail.com

Стаття присвячена проблемi поширення хвильових пакетiв у тришаровiй
гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою»,
стратифiкованiй за густиною. З використанням методу багатомасштабних
розвинень отримано першi три наближення дослiджуваної задачi, з яких
в статтi наведено першi два. Представлено розв’язки першого наближен-
ня та дисперсiйне спiввiдношення. Виведено еволюцiйнi рiвняння обвiдних
хвильових пакетiв на поверхнях контакту у виглядi нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера. Отримано частинний розв’язок нелiнiйного рiвняння Шредiн-
гера. Виведено формули вiдхилень поверхонь контакту та умови, при яких
змiнюється форма хвильових пакетiв на верхнiй та нижнiй поверхнях кон-
такту. Наведено та проаналiзовано областi знакосталостi коефiцiєнтiв при
других гармонiках на верхнiй та нижнiй поверхнях контакту для обох пар
частот. Також графiчно проiлюстровано та проаналiзовано рiзнi випадки,
при яких виникає асиметрiя форми хвильових пакетiв.
Ключовi слова: тришарова гiдродинамiчна система; хвильовi пакети; фор-
ма хвильових пакетiв.

D. S. Kharchenko The shape of wave-packets in a three-layer
hydrodynamic system. The article is devoted to the problem of wave-packet
propagation in a three - layer hydrodynamic system "layer with a hard bottom
- layer - layer with a cover stratified by density. Using the method of multiscale
developments, the first three approximations of the studied problem are obtai-
ned, of which the first two are given in the article. The solutions of the first
approximation and the variance relation are presented. The evolution equations
of the circumferential wave packets on the contact surfaces are derived in the
form of the nonlinear Schrodinger equation. A partial solution of the nonlinear
Schrodinger equation is obtained. The formulas of deviations of contact surfaces
and the conditions under which the shape of wave-packets on the upper and
lower contact surfaces changes are derived. The regions of familiarity of the
coefficients for the second harmonics on the upper and lower contact surfaces
for both frequency pairs are given and analyzed. Various cases in which there
is an asymmetry in the shape of wave-packets also graphically illustrated and
analyzed
Keywords: three-layer hydrodynamic system; wave-packets; shape of wave-
packets.
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Харченко Д. С. Форма волновых пакетов в трехслойной гидроди-
намической системе. Статья посвящена проблеме распространения вол-
новых пакетов в трехслойной гидродинамической системе «слой с твер-
дым дном - слой - слой с крышкой», стратифицированной по плотности.
С использованием метода многомасштабных разложений получены первые
три приближения исследуемой задачи, из которых в статье приведены пер-
вые два. Представлены решения первого приближения и дисперсионное со-
отношение. Выведены эволюционные уравнения обводных волновых паке-
тов на поверхностях контакта в виде нелинейного уравнения Шредингера.
Получено частное решение нелинейного уравнения Шредингера. Выведе-
ны формулы отклонений поверхностей контакта и условия, при которых
изменяется форма волновых пакетов на верхней и нижней поверхностях
контакта. Приведены и проанализированы области знакопостоянства ко-
эффициентов при вторых гармониках на верхней и нижней поверхностях
контакта для обеих пар частот. Также графически проиллюстрировано и
проанализированы различные случаи, при которых возникает асимметрия
формы волновых пакетов.
Ключевые слова: трехслойная гидродинамическая система; волновые паке-
ты; форма волновых пакетов.

2010 Mathematics Subject Classification: 76A02; 76B15; 76M35.

1. Вступ

Питання аналiзу та вивчення властивостей хвильових пакетiв та хвиль у
рiдинах рiзного типу залишаються актуальними та зустрiчається в багатьох
дослiдженнях. Наприклад, у статтi [1] зроблений аналiтичний аналiз поши-
рення слабонелiнейних хвильових пакетiв у двошаровiй рiдинi з вiльною по-
верхнею. Були отриманi рiвняння еволюцiї хвильових пакетiв на кордонi роз-
дiлу i вiльної поверхнi у виглядi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь типу
Шредiнгера другого порядку. Проаналiзовано вид внутрiшнiх i поверхневих
хвиль в залежностi вiд спiввiдношення щiльностi шарiв i хвильового числа з
урахуванням поверхневого натягу. В результатi були виявленi ефекти облiку
другого наближення при моделюваннi хвильових рухiв в двошарової систе-
мi, що призводять до притуплення або загострення гребенiв i западин хвиль.
Аналiтичнi результати пiдтвердженi натурними спостереженнями.

Стаття [2] присвячена дослiдженню поширення слабконелiнiйних хви-
льових пакетiв на поверхнях контакту гiдродинамiчної системи «пiвпро-
стiр–шар–шар з твердою кришкою» з використанням методу багатомасшта-
бного розвинення. Отримано розв’язки другого наближення слабконелiнiйної
задачi та виведено умову її розв’язностi. Для кожної частоти хвильового па-
кету побудовано областi знакосталостi коефiцiєнта при другiй гармонiцi на
нижнiй i верхнiй поверхнях контакту. Виявлено залежностi вiд геометричних
i фiзичних параметрiв гiдродинамiчної системи у закономiрностi хвилеутво-
рення. Проаналiзовано графiки форми вiдхилення нижньої i верхньої повер-
хонь контакту, якi є характерними для побудованих областей знакосталостi
коефiцiєнта. Виявлено областi, де хвилi набувають ∪-подiбної та ∩-подiбної
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форми. Встановлено iстотний вплив довжини хвилi на форму вiдхилення по-
верхонь контакту гiдродинамiчної систем.

У статтi [4] дослiджується задача поширення хвильових пакетiв на по-
верхнi роздiлу двох рiдких шарiв з урахуванням сил поверхневого натягу.
Аналiз проводиться асимптотичним методом багатомасштабних розвинень
до третього наближення. На цiй основi виведено нелiнiйне еволюцiйне рiв-
няння типу Шредiнгера для випадку малих частот, що вiдповiдає критичним
хвильовим числам. Отриманi вирази для вiдхилення поверхнi роздiлу та кри-
тичного хвильового числа залежно вiд характерних параметрiв задачi.

Задачi про поширення хвильових пакетiв та хвиль в шаруватих гiдроди-
намiчних системах є актуальними на даний момент часу. Дослiдження таких
явищ дає можливiсть якiсно та кiлькiсно аналiзувати основнi характеристики
поширення хвиль в рiдинах. Нижче представлено модель для аналiзу фор-
ми хвиль, якi можуть поширюватися в тришаровiй гiдродинамiчнiй системi
скiнченної глибини..

2. Постановка задачi

У данiй роботi продовжується дослiдження задачi поширення хви-
льових пакетiв у тришаровiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим
дном – шар – шар з кришкою» [3]. Ω1 = {(x, z) : |x| <∞,−h1 6 z 6 0},
Ω2 = {(x, z) : |x| <∞, 0 6 z 6 h2}, Ω3 = {(x, z) : |x| <∞, h2 6 z 6 h2 + h3} -
нижнiй, середнiй та верхнiй шари вiдповiдно, роздiленi поверхнями контакту
z = η1(x, t) та z = η2(x, t). Верхнiй шар обмежений кришкою. Сила тяжiння
направлена перпендикулярно поверхнi розподiлу у вiд’ємному z-напрямку.
Математична постановка проблеми виглядає наступним чином:

швидкiсть поширення пакетiв:

ϕj,xx + ϕj,zz = 0 у Ωj , j = 1, 2, 3 (1)

кiнематичнi умови на поверхнях контакту:

η1,t − ϕj,z = −ϕj,xη1,x при z = η1(x, t), j = 1, 2 (2)

η2,t − ϕj,z = −ϕj,xη2,x при z = h2 + η2(x, t), j = 2, 3 (3)

динамiчнi умови на поверхнях контакту:

ρ1ϕ1,t − ρ2ϕ2,t + g(ρ1 − ρ2)η1 + 1
2ρ1(∇ϕ1)

2 − 1
2ρ2(∇ϕ2)

2−
−T1(1 + (η1,x)2)−3/2η1,xx = 0 при z = η1(x, t)

ρ2ϕ2,t − ρ3ϕ3,t + g(ρ2 − ρ3)η2 + 1
2ρ2(∇ϕ2)

2 − 1
2ρ3(∇ϕ3)

2−
−T2(1 + (η2,x)2)−3/2η2,xx = 0 при z = h2 + η2(x, t)

(4)

умова непроникливостi на днi:

ϕ1,z = 0 при z = −h1 (5)
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умова непроникливостi на кришцi:

ϕ3,z = 0 при z = h2 + h3 (6)

тут ϕj(j = 1, 2, 3) потенцiали швидкостi частинок в Ωj , η1, η2 - вiдхилення
поверхонь контакту, T1, T2 - коефiцiєнти поверхневого натягу на поверхнях
контакту, g - прискорення вiльного падiння. З використанням методу багато
масштабних розвинень, функцiї вiдхилення поверхонь контакту та потенцiали
швидкостей представлено у виглядi:

ηj(x, t) =
3∑

n=1
αn−1ηjn(x0, x1, x2, t0, t1, t2) +O(α3), j = 1, 2

ϕj(x, t, z) =
3∑

n=1
αn−1ϕjn(x0, x1, x2, z, t0, t1, t2) +O(α3), j = 1, 2, 3

(7)

В результатi, задача першого наближення має вигляд:

ϕj1,x0x0 + ϕj1,zz = 0 у Ωj , j = 1, 2, 3
η11,t0 − ϕj1,z = 0 на z = 0, j = 1, 2
η21,t0 − ϕj1,z = 0 на z = h2, j = 2, 3
ϕ11,t0 − ρ2ϕ21,t0 + (1− ρ2)η11 − T1η11,x0x0 = 0 на z = 0
ρ2ϕ21,t0 − ρ3ϕ31,t0 + (ρ2 − ρ3)η21 − T2η21,x0x0 = 0 на z = h2
ϕ11,z = 0 на z = −h1
ϕ31,z = 0 при z = h2 + h3

(8)

задача другого наближення описується наступними рiвняннями:

ϕj2,x0x0 + ϕj2,zz = −2ϕj1,x0x1 у Ωj , j = 1, 2, 3
η12,t0 − ϕj2,z = −η11,x0ϕj1,x0 − η11,t1 + η11ϕj1,zz на z = 0, j = 1, 2
η22,t0 − ϕj2,z = −η21,x0ϕj1,x0 − η21,t1 + η21ϕj1,zz на z = h2, j = 2, 3

ϕ12,t0 − ρ2ϕ22,t0 + (1− ρ2)η12 − T1η12,x0x0 = −ϕ11,t1 − η11ϕ11,t0z+

+ ρ2(ϕ21,t1 + η11ϕ21,t0z)− 1
2((ϕ11,x0)2 + (ϕ11,z)

2) + 1
2ρ2((ϕ21,x0)2 + (ϕ21,z)

2)+

+ 2T1η11,x0x1 на z = 0
ρ2ϕ22,t0 − ρ3ϕ32,t0 + (ρ2 − ρ3)η22 − T2η22,x0x0 = −ρ2(ϕ21,t1 + η21ϕ21,t0z)+

+ ρ3(ϕ31,t1 + η21ϕ31,t0z)− 1
2ρ2((ϕ21,x0)2 + (ϕ21,z)

2) + 1
2ρ3((ϕ31,x0)2+

+ (ϕ31,z)
2) + 2T2η21,x0x1 на z = h2

ϕ12,z = 0 на z = −h1
ϕ32,z = 0 при z = h2 + h3

(9)

Для задачi першого наближення виведене дисперсiйне спiввiдношення:

ρ22ω
4

sh2(kh2)
− ((1− ρ2)k + T1k

3 − ω2(cth(kh1) + ρ2cth(kh2)))((ρ2 − ρ3)k+

+T2k
3 − ω2(ρ2cth(kh2) + ρ3cth(kh3))) = 0

(10)
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Отримане дисперсiйне рiвняння має двi пари незалежних розв’язкiв:
для моди ω1:

ϕ
(1)
11 = 2ω1

ksh(kh1)
ch(k(h1 + z))Asin(kx− ω1t)

ϕ
(1)
21 = −(2ω1ch(k(h2−z))

ksh(kh2)
+

2((1−ρ2)k+T1k3−ω2
1cth(kh1)−ρ2ω2

1cth(kh2))ch(kz)
ρ2ω1k

)×
×Asin(kx− tω1)

ϕ
(1)
31 =

2sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
1cth(kh1)−ρ2ω2

1cth(kh2))ch(k(h2+h3−z))
ρ2ω1ksh(kh3)

×
×Asin(kx− tω1)

η
(1)
11 = 2Acos(kx− ω1t)

η
(1)
21 = − sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2

1cth(kh1)−ρ2ω2
1cth(kh2))

ω2
1ρ2

2Acos(kx− ω1t)

(11)

для моди ω2:

ϕ
(2)
11 = − 2ρ2ω3

2ch(k(h1+z))Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh1)sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
2cth(kh1)−ρ2ω2

2cth(kh2))

ϕ
(2)
21 = (

ρ2ω2
2ch(k(h2−z))

sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
2cth(kh1)−ρ2ω2

2cth(kh2))
+ ch(kz))2ω2Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh2)

ϕ
(2)
31 = −2ω2ch(k(h2+h3−z))Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh3)

η
(2)
11 = − 2Bcos(kx−ω2t)ω2

2ρ2
sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2

2cth(kh1)−ρ2ω2
2cth(kh2))

η
(2)
21 = 2Bcos(kx− ω2t)

(12)

Де η(1)21 - хвиля-вiдгук на хвилю η
(1)
11 з частотою ω1 та амплiтудою A на

нижнiй поверхнi контакту. А η
(2)
21 є хвилею-вiдгуком на хвилю η

(2)
11 з частотою

ω2 та амплiтудою B, яка поширюється на верхнiй поверхнi контакту.

3. Аналiз форми хвильового пакету на нижнiй поверхнi контакту

Нижче наведено розв’язки другого наближення задачi (9), якi були зна-
йденi в наступному виглядi:

η12 = B0 +B1e
iθ +B2e

2iθ + cc
η22 = C0 + C1e

iθ + C2e
2iθ + cc

ϕ12 = F11(z + h1)sh(k(z + h1))e
iθ + F10ch(k(z + h1))e

iθ+

+ F20ch(2k(z + h1))e
2iθ + cc

ϕ22 = (N10 +N11z)e
iθ+k(h2−z) +N20e

2iθ+2k(h2−z)+

+ (M10 +M11z)e
iθ−k(h2−z) +M20e

2iθ−2k(h2−z) + cc

ϕ32 = L11(z − (h2 + h3))sh(k(z − (h2 + h3)))e
iθ+

+ L10ch(k(z − (h2 + h3)))e
iθ + L20ch(2k(z − (h2 + h3)))e

2iθ + cc

(13)

Невiдомi коефiцiєнти у (13) мають складний аналiтичний вигляд та були
отриманi з використанням CAS Maple.



82 Д. С. Харченко

Формули вiдхилення нижньої поверхнi контакту для перших двох набли-
жень мають наступний вигляд:

η11 = Aeiθ +Ae−iθ

η12 = B∗AA+ Λ1A
2e2iθ + cc

(14)

де cc - комплексно спряжена, A - обвiдна хвильового пакету, Λ1 = B2/A
2,

B∗ = B0/AA.
Еволюцiйне рiвняння на нижнiй поверхнi контакту отримано у виглядi

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера:

A,t + ω′A,x − 0.5ω′′A,xx = iα2LA2A (15)

Вiдмiтимо, що еволюцiйне рiвняння на верхнiй поверхнi контакту матиме
такий самий вигляд.

Пiсля переходу до системи, яка рухається з груповою швидкiстю, розв’я-
зок рiвняння (2) має вигляд:

A = aeiα
2a2ω−1Lt, A = ae−iα

2a2ω−1Lt (16)

де a – стала. Пiсля пiдстановки отриманого розв’язку (16) у рiвняння (14) з
врахуванням розкладу (7) за методом багатомаштабних розвинень, отриму-
ється рiвняння (17), яким визначається форма хвильового пакету на нижнiй
поверхнi контакту:

η1(x, t) = 2acos(kx− tω̃) + a2α[2B∗ + 2Λ1cos(2(kx− tω̃))],
де ω̃ = ω − a2α2ω−1L

(17)

З отриманого рiвняння видно, що для дослiдження форми поверхнi кон-
такту потрiбно визначити знак коефiцiєнту Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = L1

L2
.

При переходi через криву L1 = 0 вздовж якої Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = 0,
або L2 = 0 вздовж якої Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3)→∞ знак величини Λ1

змiнюється на протилежний.
На рис. 1а наведений графiк знакосталостi величини Λ1 у системi (ρ2, k)

для першої пари частот ω1 для наступних фiксованих значень параме-
трiв: ρ3 = 0.8, T1 = 0, T2 = 0, h1 = 1, h2 = 1, h3 = 1. З графiку видно, що кривi
L1 = 0 та L2 = 0 розбивають площину на 5 областей. В областях S1, S3, S4 -
Λ1 > 0, а в областях S2, S5 - Λ1 < 0. На рисунках 1б i 1в наведенi графiки
перших двох гармонiк η11 та η12 та вiдхилення поверхнi контакту η1 для ви-
падкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiдно для першої пари частот ω1. Фiксованi пара-
метри набувають наступних значень: t = 0, a = 0.1, α = 0.1, ρ2 = 0.85, k = 1.5
(рис. 1б) та ρ2 = 0.9, k = 0.5 (рис. 1в). У випадку Λ1 > 0 амплiтуда першої
гармонiки η11 значно менша за амплiтуду другої η12. Максимум другої гар-
монiки η12 спiвпадає з мiнiмумом першої η11, далi наступний максимум η12
спiвпадає с максимумом η11. Це призводить до загострення гребнiв та зату-
плення пiдошв. Отже, в областях S1, S3, S4 хвиля має ∪ - подiбну форму.
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Рис. 1. a) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

Аналiзуючи випадок Λ1 < 0 видно, що амплiтуда першої гармонiки η11
менша за амплiтуду другої гармонiки η12. Мiнiмуми η12 i η11 спiвпадають,
наступний мiнiмум другої гармонiки η12 спiвпадає з максимумом першої гар-
монiки η11. З цього слiдує, що в областях S2, S5 хвиля має ∩ - подiбну форму.

Рис. 2. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

На рис. 2а наведений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi (ρ3, k)
для першої пари частот ω1 для наступних значень: ρ2 = 0.9, T1 = 0, T2 = 0,
h1 = 1, h2 = 1, h3 = 1. Аналогiчно до попереднього графiку (рис. 1а) L1 = 0
та L2 = 0 розбивають площину на 5 областей. В областях S1, S2, S4 - Λ1 > 0,
а в областях S3, S5 - Λ1 < 0.

На рисунках 2б i 2в наведенi графiки перших двох гармонiк η11, η12 та
вiдхилення поверхнi контакту η1 для випадкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiд-
но для першої пари частот ω1. Для Λ1 > 0 фiксованi параметри густини
верхнього шару i хвильового числа набувають значень: ρ3 = 0.7, k = 2.5. На
рис. 2б помiтно, що амплiтуда першої гармонiки значно перевищує амплiтуду
другої. Максимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, далi максимуми гармонiк η11
та η12 спiвпадають. Це означає, що в областях S1, S2, S4 вiдбувається незна-
чне затуплення пiдошв i загострення гребнiв. Таким чином, хвильовий пакет
має ∪ - подiбну форму.
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На рис. 2в амплiтуда другої гармонiки η12 також значно менша за ам-
плiтуду першої гармонiки η11, проте порiвняно з рис. 2б, амплiтуда другої
гармонiки бiльша. Фiксованi параметри у випадку Λ1 < 0 набувають насту-
пних значень: ρ3 = 0.4, k = 0.5. З графiку видно, що мiнiмум другої гармонiки
η12 спiвпадає з мiнiмумом першої гармонiки η11. Потiм мiнiмум η12 спiвпадає
з максимумом η11. Як наслiдок, в областях S3, S5 вiдбувається загострення
пiдошв i затуплення гребнiв, тобто хвиля має ∩ - подiбну форму.

Рис. 3. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

На рис. 3а наведений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi (ρ2, k)
для другої пари частот ω2. Кривi L1 = 0 та L2 = 0 дiлять площину на двi
областi. В областi S1 - Λ1 < 0, а в областi S2 - Λ1 > 0.

На рисунках 3б i 3в наведенi графiки перших двох гармонiк η11 та η12 та
вiдхилення поверхнi контакту η1 для випадкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiдно
для другої пари частот ω2. Для Λ1 > 0 (рис. 3б) параметри густини середньо-
го шару i хвильового числа наступнi: ρ2 = 0.98, k = 2. З графiку видно, що
амплiтуда першої гармонiки η11 значно бiльша за амплiтуду другої гармонiки
η12. Максимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, далi наступний максимум η12
спiвпадає з максимумом η11. Це призводить до загострення пiдошв i затупле-
ння гребнiв. Тобто в областi S2 хвиля має ∩ - подiбну форму. На графiку
3в при Λ1 < 0 (ρ2 = 0.98, k = 0.5) амплiтуда другої гармонiки бiльша нiж у
випадку на рис. 3б. Проте амплiтуда η12 також значно менша за амплiтуду
η11. Мiнiмуми η11 i η12 спiвпадають, далi максимум η11 спiвпадає з мiнiмумом
η12. В результатi форма хвильового пакету також має ∩ - подiбну форму.

На рис. 4а представлений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi
(ρ3, k) для другої пари частот ω2. Кривi L1 = 0 та L2 = 0 розбивають пло-
щину на двi областi. В областi S2 - Λ1 > 0, а в областi S1 - Λ1 < 0. На ри-
сунку 4б наведенi графiки вiдхилення нижньої поверхнi контакту та перших
двох гармонiк η11 та η12 у випадку Λ1 > 0 для таких фiксованих значень
ρ3 = 0.3, k = 1. Амплiтуда другої гармонiки менша за амплiтуду першої. Ма-
ксимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, наступний максимум другої гармонiки
спiвпадає з максимумом першої. Як наслiдок хвиля має ∩ - подiбну форму.
Якщо Λ1 < 0 (ρ3 = 0.5, k = 0.5) амплiтуда другої гармонiки помiтно менша за
амплiтуду першої. Мiнiмум другої гармонiки η12 спiвпадає з мiнiмумом η11,
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Рис. 4. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0

наступний мiнiмум другої гармонiки спiвпадає з максимумом першої. Отже,
хвиля також має ∩ - подiбну форму.

4. Аналiз форми хвильового пакету на верхнiй поверхнi контакту

Для верхньої поверхнi контакту формули вiдхилення мають наступний
вигляд:

η21 = K5Ae
iθ +K5Ae

−iθ

η22 = C∗AA+ Λ2A
2e2iθ + cc

(18)

де Λ2 = C2/A
2, C∗ = C0/AA.

Пiсля виконання аналогiчних до пункту 3 перетворень та пiдстановок
отримується формула (19), яка визначає форму хвильового пакету на верхнiй
поверхнi контакту:

η2(x, t) = 2K5acos(kx− tω̃) + a2α[2C∗ + 2Λ2cos(2(kx− tω̃))] (19)

З даного рiвняння видно, що для дослiдження форми верхньої поверхнi
контакту потрiбно визначити знак коефiцiєнту Λ2 = M1

M2
. При переходi че-

рез криву M1 = 0 вздовж якої Λ2(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = 0, або M2 = 0

вздовж якої Λ2(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3)→∞ величина Λ2 змiнює знак.

Рис. 5. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0.
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На рис. 5а представлений графiк знакосталостi коефiцiєнта Λ2 верхньої
поверхнi контакту у системi (ρ2, k) для першої пари коренiв ω1. Для Λ2 > 0
(рис. 5б) фiксованi параметри набувають значень: ρ2 = 0.85, k = 1. Для
Λ2 < 0 (рис. 5в) фiксованi параметри набувають значень: ρ2 = 0.95, k = 2.
Iншi параметри аналогiчнi попереднiм випадкам. Кривi M1 = 0,M2 = 0 роз-
дiляють площину на чотири областi. В областях S1, S3 - Λ2 > 0, а в областях
S2, S4 - Λ2 < 0. Аналiзуючи графiк 5б помiтно, що амплiтуда першої гармо-
нiки η21 бiльша за амплiтуду другої гармонiки η22, максимум η22 спiвпадає
з максимумом η21, наступний максимум η22 навпаки спiвпадає з мiнiмумом.
Отже в областях S1, S3, в яких Λ2 > 0 спостерiгається загострення гребнiв
i затуплення пiдошв. Тобто, хвиля η2 в такому випадку матиме ∪ - подiбну
форму. На рис. 5в представлений випадок, коли Λ2 < 0. Амплiтуда другої
гармонiки менша за амплiтуду першої. Мiнiмум другої гармонiки спiвпадає з
максимумом першої, далi мiнiмуми η21 та η22 спiвпадають. Отже, в областях
S2, S4 спостерiгається загострення пiдошв i затуплення гребнiв. Тобто форма
хвилi має ∩ - подiбну форму.

Рис. 6. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0.

На рис. 6а представленi графiки кривих M1 = 0,M2 = 0 коефiцiєнта Λ2,
що роздiляють площину (ρ3, k) на чотири областi для першої пари коренiв.
В областях S1, S3 - Λ2 < 0, в областях S2, S4 - Λ2 > 0. Для Λ2 > 0 (рис. 6б)
фiксованi параметри набувають значень: ρ3 = 0.8, k = 2. Для Λ2 < 0 (рис. 6в)
фiксованi параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 2. З рис. 6б видно, що
амплiтуда другої гармонiки η22 значно менша за амплiтуду першої гармонi-
ки η21. Максимуми η21 та η22 спiвпадають, далi максимум η22 спiвпадає з
мiнiмумом η21. Така ситуацiя означає, що в областях S2, S4 вiдбувається за-
гострення гребнiв та затуплення пiдошв. Отже хвиля має ∪ - подiбну форму.
На рис. 6в продемонстрований випадок, коли Λ2 < 0. З графiку видно, що ам-
плiтуда другої гармонiки значно менша за амплiтуду першої. Мiнiмум другої
гармонiки η22 спiвпадає з максимумом першої гармонiки η21, далi мiнiмуми
обох гармонiк спiвпадають. Це означає, що в областях S1, S3 гребнi затуплю-
ються, а пiдошви загострюються. Отже, хвиля в цих областях має ∩ - подiбну
форму.
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Рис. 7. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0

Графiк 7а iлюструє змiну знаку коефiцiєнта Λ2 у системi (ρ2, k) для дру-
гої пари коренiв. Кривi дiлять площину на три областi. В областях S1, S3 -
Λ2 > 0 , а в областi S2 - Λ2 < 0. Для Λ2 > 0 (рис. 7б) фiксованi параметри на-
бувають значень: ρ2 = 0.84, k = 0.5. Для Λ2 < 0 (рис. 7в) фiксованi параметри
набувають значень: ρ2 = 0.94, k = 0.5. Аналiзуючи графiки 7б i 7в видно, що
амплiтуда другої гармонiки η22 значно менша за амплiтуду першої гармонiки
η21 в обох випадках. Проте на графiку 7б максимум η22 спiвпадає з мiнiму-
мом η21, наступний максимум η22 спiвпадає з максимумом η21. На рис. 7в
мiнiмуми обох гармонiк спiвпадають, далi наступний мiнiмум другої гармо-
нiки спiвпадає з максимумом першої гармонiки. Це означає, що в областях
S1, S3 вiдбувається загострення гребнiв i затуплення пiдошв. Отже, хвиля
стає ∪ - подiбної форми. В областi S2 спостерiгається затуплення гребнiв i
загострення пiдошв. Тобто хвиля має ∩ - подiбну форму.

Графiк 8а iлюструє змiну знаку коефiцiєнта Λ2 для другої пари коренiв у
системi (ρ3, k). Кривi M1 = 0,M2 = 0 дiлять площину на три областi. В обла-
стях S1, S3 - Λ2 > 0, а в областi S2 - Λ2 < 0. Для Λ2 > 0 (рис. 8б) фiксованi
параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 2.5 . Для Λ2 < 0 (рис. 8в) фiксо-
ванi параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 0.4.

Рис. 8. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0
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На рис. 8б видно, що амплiтуда другої гармонiки η22 не на багато мен-
ша за амплiтуду першої гармонiки η21. Максимум η22 спiвпадає з мiнiмумом
η21, далi максимуми гармонiк спiвпадають. Отже, в областях S1, S3 пiдошви
хвилi затуплюються, а гребнi загострюються. Тобто хвиля має ∪ - подiбну
форму. На графiку 8в амплiтуда другої гармонiки значно менша за амплiту-
ду першої. Мiнiмуми обох гармонiк спiвпадають, потiм мiнiмум η22 спiвпадає
з максимумом η21. З цього випливає, що в областi S2 хвиля має ∩ - подiбну
форму.

Висновок

В данiй статтi було дослiджено поширення хвильових пакетiв у тришаро-
вiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою».
Для обох поверхонь контакту виведенi рiвняння, якими визначається форма
хвильового пакету. Графiчно проiлюстровано та проаналiзовано межi знако-
сталостi коефiцiєнтiв Λ1 та Λ2, якi впливають на форму хвилi, для обох ко-
ренiв дисперсiйного рiвняння. Також наведено графiки вiдхилень поверхонь
контакту для обох пар частот i отримано наступнi результати. Для нижньої
поверхнi контакту при Λ1 > 0 для першої пари частот у системах (ρ2, k) i
(ρ3, k) хвиля приймає ∪ - подiбну форму. Отже, накладання максимумiв дру-
гої гармонiки та мiнiмумiв першої, i накладання максимумiв обох гармонiк
призводить до загострення гребнiв i затуплення пiдошв. Для Λ1 < 0 при на-
кладаннi мiнiмумiв обох гармонiк вiдбувається затуплення гребнiв i загостре-
ння пiдошв. Для другої пари частот при Λ1 > 0 i при Λ1 < 0 для нижньої по-
верхнi контакту хвильовi пакети мають ∩ - подiбну форму. Отже, для другої
пари частот накладання максимумiв другої гармонiки та мiнiмумiв першої
i накладання максимумiв (Λ1 > 0), та накладання мiнiмумiв i накладання
максимумiв першої гармонiки та мiнiмумiв другої (Λ1 < 0) призводить до за-
туплення гребнiв та загострення пiдошв.

Для верхньої поверхнi контакту при Λ2 > 0 для обох пар частот хвильовi
пакети мають ∪ - подiбну форму. Тобто, накладання максимумiв (для пер-
шого кореня) та накладання максимумiв другої гармонiки i мiнiмумiв першої
(для другого кореня) призводить до загострення гребнiв i затуплення пiдошв.
Для випадку Λ2 < 0 для обох пар коренiв хвилi приймають ∩ - подiбну форму.
Отже, накладання мiнiмумiв другої гармонiки i максимумiв першої (для ω1),
та накладання мiнiмумiв обох гармонiк (для ω2) веде до затуплення гребнiв
та загострення пiдошв.
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Форма хвильових пакетiв у тришаровiй гiдродинамiчнiй системi
Харченко Д. С.

Центральноукраїнський державний педагогiчний унiверситет
iменi В. Винниченка, вул. Шевченка 1, м. Кропивницький, Україна, 25000
Стаття присвячена проблемi поширення хвильових пакетiв у тришаровiй гiдро-

динамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою», стратифiкованiй
за густиною. Виконано огляд сучасних дослiджень з обраної тематики. Математична
постановка задачi наведена в безрозмiрному виглядi та мiстить рiвняння руху рiди-
ни, кiнематичнi та динамiчнi умови на поверхнях контакту, а також граничнi умови
на кришцi та на днi. З використанням методу багатомасштабних розвинень отри-
мано першi три наближення дослiджуваної задачi, з яких в статтi наведено першi
два, оскiльки третє наближення має громiздкий аналiтичний вигляд. Представлено
розв’язки першого наближення та дисперсiйне спiввiдношення. Виведено еволюцiйнi
рiвняння обвiдних хвильових пакетiв на поверхнях контакту у виглядi нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера на основi дисперсiйного спiввiдношення та умов розв’язностi
другого та третього наближень. Отримано частинний розв’язок нелiнiйного рiвня-
ння Шредiнгера пiсля переходу до системи, яка рухається з груповою швидкiстю.
Для першого та другого наближення виведено формули вiдхилень поверхонь кон-
такту, з урахуванням розв’язку нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Виведено умови,
при яких змiнюється форма хвильових пакетiв на верхнiй та нижнiй поверхнях кон-
такту. Наведено та проаналiзовано областi знакосталостi коефiцiєнтiв при других
гармонiках на верхнiй та нижнiй поверхнях контакту для обох пар частот, якi є
коренями дисперсiйного спiввiдношення. Також, для обох пар частот графiчно про-
iлюстровано та проаналiзовано рiзнi випадки накладання максимумiв та мiнiмумiв
першої та другої гармонiк, при яких виникає асиметрiя форми хвильових пакетiв.
Всi результати проiлюстрованi графiчно. Аналiтичнi перетворення, обчислення та
графiчне представлення результатiв виконано з використанням пакету символьних
обчислень та комп’ютерної алгебри Maple.
Ключовi слова: тришарова гiдродинамiчна система; хвильовi пакети; форма хвильо-
вих пакетiв.
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The shape of wave packets in a three-layer hydrodynamic system
D. S. Kharchenko

Volodymyr Vynnychenko Central Ukrainian State Pedagogical University
1 Shevchenko str., Kropyvnytskyi, 25000, Ukraine

The article is devoted to the problem of wave-packet propagation in a three - layer
hydrodynamic system "layer with a hard bottom - layer - layer with a cover stratified by
density. The current research on selected topics is reviewed. The mathematical formulati-
on of the problem is given in dimensionless form and contains the equations of fluid moti-
on, kinematic and dynamic conditions on the contact surfaces, as well as the boundary
conditions on the lid and on the bottom. Using the method of multiscale developments,
the first three approximations of the studied problem are obtained, of which the first two
are given in the article, because the third approximation has a cumbersome analytical
form. The solutions of the first approximation and the variance relation are presented.
The evolution equations of the circumferential wave-packets on the contact surfaces are
derived in the form of the nonlinear Schrodinger equation on the basis of the variance
relation and the conditions for the solvability of the second and third approximations.
A partial solution of the nonlinear Schrodinger equation is obtained after the transition
to a system moving with group velocity. For the first and second approximations, the
formulas for the deviations of the contact surfaces are derived, taking into account the
solution of the nonlinear Schrodinger equation. The conditions under which the shape
of wave-packets on the upper and lower contact surfaces changes are derived. The regi-
ons of familiarity of the coefficients for the second harmonics on the upper and lower
contact surfaces for both frequency pairs, which are the roots of the variance relation,
are presented and analyzed. Also, for both frequency pairs, different cases of superi-
mposition of maxima and minima of the first and second harmonics, in which there is
an asymmetry in the shape of wave packets, are graphically illustrated and analyzed. All
results are illustrated graphically. Analytical transformations, calculations and graphical
representation of results were performed using a package of symbolic calculations and
computer algebra Maple.
Keywords: three-layer hydrodynamic system; wave-packets; shape of wave-packets.

Article history: Received: 24 September 2021; Final form: 9 November 2021;
Accepted: 11 November 2021.



Вiсник Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В.Н. Каразiна
Серiя "Математика, прикладна
математика i механiка"
Том 94, 2021, с. 91–92
УДК 929

Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv National University
Ser. “Mathematics, Applied Mathematics

and Mechanics”
Vol. 94, 2021, p. 91–92

DOI: 10.26565/2221-5646-2021-94-06

c© S. Yu. Ignatovich, A. V. Rezounenko, G. M. Sklyar, T. I. Smortsova, 2021

VALERY IVANOVICH KOROBOV
To the 80th anniversary

On September 27, 2021, the Editor-in-Chief of our journal, Doctor of Physical
and Mathematical Sciences, Professor Valery Ivanovich Korobov turned the 80th
anniversary.

The whole life of this remarkable outstanding person got in touch with
mathematics and Kharkiv University. Valery Ivanovich graduated from the
Kharkiv State University in 1961, and in 1964 became a PhD student of Igor
Girsanov in Moscow State University. In 1967 he returned to Kharkiv and conti-
nued to work at Kharkiv University. In 1971 at the Faculty of Mathematics and
Mechanics, the first "applied" department was organized due to Valery’s efforts.
It was named "Department of Mathematical Theory of Systems" and Valery
Ivanovych became the head of the department at the age of 30 – the youngest
head of the department at the university.

Valery Ivanovych established a Kharkiv scientific school of the mathematical
control theory, which is well known in Ukraine and far beyond. Some of his results
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originated new scientific areas. For instance, for the first time ever, Valery Ivano-
vich investigated the controllability of triangular systems; stated and solved the
min-moment problem; he is the author of the controllability function method,
which is the extension of the Lyapunov functions method on control systems. He
has more than 180 scientific papers, including the monograph — "Controllability
Function Method" (2007).

Being a great teacher, Valery Ivanovich trained hundreds of students, became
a scientific advisor for 13 PhD students. Three of his students became Doctors of
Sciences – Nguyen Khoa Son (Vietnam), Rabah Rabah (France), Grigory Sklyar
(Ukraine).

For his outstanding scientific achievements, Valery Ivanovich Korobov was
awarded the M. V. Ostrogradsky Scholarship (2009), the State Prize of Ukrai-
ne in Science and Technology (2010). For the contribution to the development
of astronautics, he was awarded the S. P. Korolev Medal of the Cosmonautics
Federation of Russia (2009). In 2017, for significant results in pedagogical and
scientific activities, he was awarded the honorary title of "Professor Emeritus of
V. N. Karazin Kharkiv National University".

In September 2016, the School of Mathematics and Computer Sciences of
V. N. Karazin Kharkiv National University hosted the International Conference
"Differential Equations and Control Theory" dedicated to the 75th anniversary
of Valery Ivanovich Korobov. That conference brought together his students,
followers, colleagues from different countries. Since then, the conference "Di-
fferential Equations and Control Theory" was held annually.

We sincerely congratulate Valery Ivanovich with the jubilee and wish him
health and new scientific achievements.

Rabah Rabah, Nguyen Khoa Son, S. M. Chuiko, Y. Ya. Khruslov,
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