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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìåñòîïîëîæåíèÿ æåñòêèõ
âêëþ÷åíèé â òîíêîé ïëàñòèíå. Äëÿ äèñêðåòèçàöèè íåèçâåñòíûõ ôóíê-
öèé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
Ãåîìåòðè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â óñëîâíî-êîððåêòíîé
ïîñòàíîâêå ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé. Èäåíòèôèêà-
öèÿ ïàðàìåòðîâ âêëþ÷åíèé âûïîëíÿåòñÿ ïóòåì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè
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Ââåäåíèå

Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåñóðñà êîíñòðóêöèé, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîöåññå ýêñ-
ïëóàòàöèè ïîä âîçäåéñòâèåì ìåõàíè÷åñêèõ è òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé è ñîäåð-
æàùèõ âíóòðåííèå íåîäíîðîäíîñòè � äåôåêòû òèïà òðåùèí, ïóñòîò, âêëþ÷å-
íèé, íåîáõîäèìà ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ îáíàðóæåíèÿ òàêèõ äå-
ôåêòîâ è îïðåäåëåíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ. Â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè
æåñòêèõ âêëþ÷åíèé âîçíèêàþò ïðè âûïîëíåíèè ðàñ÷åòîâ èíæåíåðíûõ êîí-
ñòðóêöèé, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ôóíäàìåíòîâ çäàíèé â ñòðîèòåëüíîé ìåõàíè-
êå, ïðè ðàçðàáîòêå ìåòîäèê ïðî÷íîñòíûõ ðàñ÷åòîâ êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèà-
ëîâ, ïðè ðåøåíèè ïðîáëåì ïðåäîòâðàùåíèÿ ðàçâèòèÿ òðåùèí â êîíñòðóêöèÿõ.

Äëÿ îáíàðóæåíèÿ óêàçàííûõ äåôåêòîâ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû êàê ìå-
òîäû íåðàçðóøàþùåãî êîíòðîëÿ, îñíîâàííûå íà ðàçëè÷íûõ ôèçè÷åñêèõ ýô-
ôåêòàõ, âîçíèêàþùèõ ïðè âçàèìîäåéñòâèè âíåøíèõ ïîëåé ñ èññëåäóåìûì
îáúåêòîì [1], [2], òàê è àíàëèòè÷åñêèå ìåòîäû.

Çàäà÷à äèàãíîñòèêè âêëþ÷åíèé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ [3]�[7], [9].
Â [3] ïðåäëîæåí ìåòîä èäåíòèôèêàöèè äåôåêòîâ ïî èçìåðåííûì çíà÷åíè-
ÿì ïåðåìåùåíèé è óñèëèé íà âíåøíåé ãðàíèöå óïðóãîãî òåëà, îñíîâàííûé íà
ïðèìåíåíèè ôóíêöèîíàëà âçàèìíîñòè. Ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò
âûðàçèòü íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû äåôåêòà (êîîðäèíàòû öåíòðà, îðèåíòàöèþ
è ëèíåéíûé ðàçìåð äåôåêòà) ÷åðåç îòëè÷íûå îò íóëÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëà
âçàèìíîñòè â âèäå ÿâíûõ àíàëèòè÷åñêèõ âûðàæåíèé.

Â ðàáîòå [4] ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû îïðåäåëåíèÿ ôîðìû îòñëîèâøåãîñÿ
òîíêîãî æåñòêîãî âêëþ÷åíèÿ â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ïëàñòèíå Êèðãõîôà-
Ëÿâà ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåøåíèè çàäà÷è ðàâíîâåñèÿ íà âíåø-
íåé ãðàíèöå òåëà. Ñôîðìóëèðîâàííàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, ãäå â êà÷åñòâå ôóíêöèè óïðàâëåíèÿ âûñòóïàåò ôîð-
ìà âêëþ÷åíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ íå äàåò âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ðå-
øåíèå çàäà÷è â îáùåì âèäå, âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ äåôåêòîâ òîëüêî äëÿ
ñëó÷àåâ, êîãäà èññëåäóåìàÿ îáëàñòü è âêëþ÷åíèå èìåþò êàíîíè÷åñêóþ ôîð-
ìó.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ óêàçàííûõ íåäîñòàòêîâ è îðãàíèçàöèè ïðîöåññà èäåíòè-
ôèêàöèè â ðåæèìå ¾on-line¿ âåñüìà ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
àïïàðàòà îáðàòíûõ çàäà÷, ïîçâîëÿþùåãî â àâòîìàòè÷åñêîì ðåæèìå âûïîë-
íÿòü ïðîöåäóðó èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ äåôåêòîâ ðåàëüíîé òîíêîñòåí-
íîé ñèñòåìû ïî èçìåðåííûì â ýêñïåðèìåíòå õàðàêòåðèñòèêàì íàïðÿæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïðè ýòîì îáðàòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîð-
ìóëèðîâàíà êàê êîýôôèöèåíòíàÿ (íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ) [5], ëèáî êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ îáðàòíàÿ çàäà-
÷à (íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû ïîâðåæäåíèÿ) [6], [7].
Óêàçàííûå ïîñòàíîâêè ïðèãîäíû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ íåïðåðûâíîé èçìåíÿ-
åìîñòüþ ñâîéñòâ.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïðîáëåì, âûçâàííûõ íåêîððåêòíîñòüþ îáðàòíûõ çàäà÷,



Âiñíèê ÕÍÓ, Ñåð."Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà�, Òîì 82 (2015)49

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàíèå óñëîâíî-êîððåêòíîé ïîñòàíîâêè, îñíîâàííîé íà
èäåå ñóæåíèÿ êëàññà âîçìîæíûõ ðåøåíèé äî íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, íà êîòî-
ðîì åå ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâî [8].

Äëÿ ïîèñêà ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îáðàòíîé çàäà÷è â ñëó÷àÿõ,
êîãäà ÷èñëî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ âåëèêî, ôóíêöèîíàë èìååò íåñêîëüêî
ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ èëè ÿâëÿåòñÿ ñèëüíî îâðàæèñòûì, èñïîëüçóþòñÿ ïåð-
ñïåêòèâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû [9].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ìîäåëèðîâàòü æåñòêîå âêëþ÷åíèå ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ìåñòîïîëîæåíèå äåôåêòà, à äëÿ
óñòðàíåíèÿ íåêîððåêòíîñòè çàäà÷è ñôîðìóëèðîâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà ðåøåíèå,
êîòîðûå ïðè ôîðìèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îáðàòíîé çàäà÷è ïðèñî-
åäèíÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à äåôîðìèðîâàíèÿ íåîäíîðîäíîé óïðóãîé ïëàñòèíû
òîëùèíîé 2h, çàíèìàþùåé êîíå÷íóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü G̃ = {X | X =
(x, y) ∈ R2, 0 ≤ x ≤ a; 0 ≤ y ≤ b} ñ ãðàíèöåé Γ, ãäå X = {(x, y)} � âåêòîð
êîîðäèíàò òî÷êè îáëàñòè G̃; a, b � ëèíåéíûå ðàçìåðû ïëàñòèíû. Ïëàñòèíà
íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì íîðìàëüíîãî ê ïîâåðõíîñòè âíåøíåãî äàâëåíèÿ.

Âíóòðè îáëàñòè G̃ èìååòñÿ íåñêîëüêî íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäîáëàñòåé
Gm, m = 1,M ñ òåíçîðàìè óïðóãèõ ìîäóëåé Cm

ijkl, îòëè÷íûìè îò ñâîéñòâ îñ-
íîâíîãî òåëà è âîçìîæíî ðàçíûìè äëÿ êàæäîé ïîäîáëàñòè. Ïîëîñòü è æåñò-
êèå âêëþ÷åíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè óïðóãîãî âêëþ÷åíèÿ
ñ òåíçîðàìè óïðóãèõ ìîäóëåé Cm

ijkl = 0 è Cm
ijkl =∞ ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèíåéíî óïðóãîå òåëî ñ òåíçîðîì óïðóãèõ ìîäóëåé Cijkl çàíèìàåò îáëàñòü
G = G̃\

⋃
m
Gm. Óïðóãèå ñâîéñòâà îáëàñòè G ïðåäïîëàãàþòñÿ èçâåñòíûìè. Íà

ãðàíèöàõ âíóòðåííèõ ïîäîáëàñòåé è îáëàñòè G ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîëíîå ñöåï-
ëåíèå, íåïðåðûâíîñòü âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé.

Ðåøåíèå çàäà÷è ïðåäïîëàãàåò îïðåäåëåíèå â ïëàñòèíå ìåñòîïîëîæåíèÿ
âêëþ÷åíèé. Óêàçàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè
ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû, îïèñûâàåìîé ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé êðàåâîé çàäà÷åé, à èìåííî êîîðäèíàò òî÷åê Xk, k = 1,K, â êîòîðûõ
ðàñïîëîæåíû âêëþ÷åíèÿ.

Çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà êàê îáðàòíàÿ çàäà-
÷à [8]. Â êà÷åñòâå íåèçâåñòíûõ âûñòóïàåò âåêòîð H(X) = {Xk}, êîìïîíåíòà-
ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ êîîðäèíàòû òî÷åê ïëàñòèíû, ãäå ðàñïîëîæåíû æåñò-
êèå âêëþ÷åíèÿ.

Èíôîðìàöèåé äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà íåèçâåñòíûõ H(X) ñëóæàò èçìå-
ðåííûå íà ïîâåðõíîñòè òåëà â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê íàáëþäåíèé Xp, p = 1, P ,
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè äåôîðìàöèè ε(X,H) = {ε11, ε12, ε22}

ε(X,H)|X=Xp = ε∗, p = 1, P .

Îáðàòíàÿ çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå è ñâîäèòñÿ ê
çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà I(H), õàðàêòåðèçóþùåãî ñðåäíåêâàäðà-
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òè÷íîå óêëîíåíèå ìåæäó èçìåðåííûìè ε∗ è âû÷èñëåííûìè çíà÷åíèÿìè êîì-
ïîíåíò ôóíêöèè äåôîðìàöèé ε(Xp, H) â òî÷êàõ Xp:

H(X) = arg min
H∈H̄

I(H), (1)

I(H) =

∫
G̃

∑
p

(ε(Xp, H)− ε∗)2dG̃ H ∈ H; ε(Xp, H) ∈ U,

ãäå U,H�îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîé è îáðàòíîé çà-
äà÷è.

Äåôîðìàöèè ε(Xp, H) â òî÷êàõ Xp âû÷èñëÿþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðÿìîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì âåêòîðå H(X).

Ñóæåíèå êëàññà âîçìîæíûõ ðåøåíèé ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è äî íåêî-
òîðîãî ìíîæåñòâà, íà êîòîðîì ðåøåíèå áóäåò óñòîé÷èâî, ïîçâîëÿåò ñôîðìó-
ëèðîâàòü îáðàòíóþ çàäà÷ó â óñëîâíî-êîððåêòíîé ïîñòàíîâêå.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è

Ðàññìàòðèâàåìàÿ òîíêàÿ ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ â ðàâíîâåñèè ïîä äåéñòâèåì
âíåøíåé íàãðóçêè q. Çàäà÷à îá îïðåäåëåíèè íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû ïðè èçâåñòíîì ìåñòîïîëîæåíèè âêëþ÷åíèé ÿâëÿåòñÿ
ïðÿìîé çàäà÷åé è ôîðìóëèðóåòñÿ êàê çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà ïî-
òåíöèàëüíîé ýíåðãèè íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé
w(X,H) â âèäå:

δ Ý0 = δA, (2)

ãäå Ý0, A � ðàáîòà âíóòðåííèõ è âíåøíèõ ñèë.
Çà îñíîâíûå íåèçâåñòíûå ïðÿìîé çàäà÷è ïðèíèìàþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè

íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé w(X,H). Òîãäà ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìà-
öèè ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìàöèè ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû è ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ èçãèáà â âèäå:

Ý0 =

∫
G̃

(M11χ11 +M22χ22 + 2M12χ12)dG̃,

ãäå χij , i, j = 1, 2 îïðåäåëÿþòñÿ èç ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþ-
ùèõ êðèâèçíû ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ôóíêöèþ íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé

χ11 = −∂
2w

∂x2
, χ22 = −∂

2w

∂y2
, χ12 = −2

∂2w

∂x∂y
. (3)

Ðàáîòà âíåøíèõ ñèë ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:

A =

∫
G

qw(X,H)dG.

Âûðàæåíèÿ äëÿ èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ M11, M22, M12 ñ ó÷åòîì çàêîíà
Ãóêà ïðèíèìàþò âèä:

M11 = −D(χ11 + νχ22); M22 = −D(χ22 + νχ11); M12 = −(1− ν)Dχ12,
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ãäå D � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû.
Öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû ïðè íàëè÷èè â íåé âêëþ÷åíèé ÿâ-

ëÿåòñÿ ïåðåìåííîé è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

D = D0 +
∑
k

D∗δ(X −Xk),

ãäå D0 =
E0h

3

12(1− ν2)
, D∗ � öèëèíäðè÷åñêàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû è âêëþ÷åíèÿ

ñîîòâåòñòâåííî; E0 � ìîäóëü Þíãà ìàòåðèàëà ïëàñòèí; ν � êîýôôèöèåíò
Ïóàññîíà; δ(·) � äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; Xk � êîîðäèíàòû òî÷åê ïëàñòèíû,
â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, k = 1, N .

Êîìïîíåíòû âåêòîð-ôóíêöèè äåôîðìàöèè íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû, ãäå
ïðîèçâîäèòñÿ èçìåðåíèå, îáðàçóþò âåêòîð ε(X,H) = {hχ11, hχ12, hχ22}T .

Äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà íåèçâåñòíûõ îáðàòíîé çàäà÷è
H(X) = {Xk}, k = 1, N , ñîñòàâëåííîãî èç êîîðäèíàò òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû æåñòêèå âêëþ÷åíèÿ, ââåäåì ôóíêöèþ

uk(X) =

{
1, åñëè â òî÷êå Xk åñòü âêëþ÷åíèå,

0, åñëè â òî÷êå Xk íåò âêëþ÷åíèÿ.

Ñ ó÷åòîì ââåäåííîé ôóíêöèè èçãèáíàÿ æåñòêîñòü ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì
(âêëþ÷åíèÿìè) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå:

D = D0 +
∑
k

D∗uk.

Òîãäà íåèçâåñòíûìè îáðàòíîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà
H(X) = {uk}, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (1).

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ æåñòêîãî çàùåìëåíèÿ íà êðîìêàõ ïëàñòèíû x = 0,
x = a ôîðìóëèðóþòñÿ â âèäå:

w(0, H) = w′x(0, H) = 0; w(a,H) = w′x(a,H) = 0. (4)

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñâîáîäíûõ êðîìîê y = 0, y = b ÿâëÿþòñÿ åñòå-
ñòâåííûìè äëÿ óðàâíåíèÿ (2).

Ìåòîä ðåøåíèÿ

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è (2), (4) è îáðàòíîé çàäà÷è (1)
îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê äèñêðåòíîé ìîäåëè ïëàñòèíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ). Èñïîëüçîâàíèå ÌÊÝ äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êîíñòðóêöèè òðåáóåò ïðåäñòàâëå-
íèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé çàäà÷è è èñêîìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê
ñèñòåìû â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå. Äëÿ ýòîãî íà îáëàñòè G̃ ââîäÿòñÿ ñëåäóþ-
ùèå ñåòêè:

- ñåòêà ñ óçëàìè Xn äëÿ îïèñàíèÿ íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé ïðÿìîé çàäà-
÷è, ãäå X = {Xn}, Xn = (xn, yn), n = 1, N , òîãäà ôóíêöèÿ, õàðàêòå-
ðèçóþùàÿ íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ ïëàñòèíû, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
âåêòîðà w(X,H) = {wn};
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- ñåòêà ñ óçëàìè Xp äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê èçìåðåíèé (âñå
óçëû Xp âûáèðàþòñÿ èç ÷èñëà óçëîâ Xn), ãäå X = {Xp}, Xp =
(xp, yp), p = 1, P ; òîãäà ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ äåôîðìàöèè ïëà-
ñòèíû â òî÷êàõ Xn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå âåêòîðà ε(X,H) = {εp(H)},
ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé îïèñûâàþòñÿ âåêòîðîì èçìåðåííûõ çíà÷åíèé
äåôîðìàöèé {ε∗p} â òî÷êàõ Xp;

- ñåòêà ñ óçëàìè Xk äëÿ îïèñàíèÿ êîîðäèíàò òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòîðûõ
èìååòñÿ âêëþ÷åíèå (âñå óçëû Xk âûáèðàþòñÿ èç ÷èñëà Xn è íàõîäÿòñÿ
âíóòðè îáëàñòè G̃), ãäå X = {Xk}, Xk = (xk, yk), k = 1, N , òîãäà ôóíê-
öèÿ H(X), îïèñûâàþùàÿ ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷åíèÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ
â âèäå âåêòîðà H(X) = {uk}.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîé äèñêðåòèçàöèè íåèçâåñòíûå ôóíêöèè ïðÿ-
ìîé è îáðàòíîé çàäà÷ íà ýëåìåíòå çàäàþòñÿ äëÿ ëîêàëüíîé ñèñòåìû êîîðäè-
íàò ïðè ïîìîùè àïïðîêñèìàöèé ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ.

Âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå (2) ïðèíèìàåò âèä:∫
G̃

{δχij}T {Mij}dG̃−
∫
G̃

{δw}T {R}dG̃ = 0, i, j = 1, 2, (5)

{R} � âåêòîð îáúåìíîé íàãðóçêè.

Ñâÿçü ìåæäó êðèâèçíàìè ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è ïåðåìåùåíèÿìè íà
ýëåìåíòå óñòàíàâëèâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (3), êîòîðûå â âåêòîðíîé ôîðìå
ïðåäñòàâèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{χijn} = [L]{wn}, n = 1, N,

ãäå [L]�ìàòðèöà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (5) ïðè çàäàííîé àïïðîêñèìàöèè íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé, è ñóììèðîâà-
íèè ìàòðèö ýëåìåíòîâ, ïîëó÷àåì ðàçðåøàþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðà-
è÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ óçëîâûõ ïåðåìåùåíèé â âèäå:

A(u)w = R, (6)

èëè â ðàçâåðíóòîì âèäå:

N∑
j=1

(aij + bijuj)wj −Ri = 0, i = 1, N

ãäå w = {wj} � âåêòîð íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â óçëàõ ïëàñòèíû;
R = {Ri} � âåêòîð íàãðóçêè; A(u) = [ãij ] � ìàòðèöà æåñòêîñòè àíñàìáëÿ
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ñ êîìïîíåíòàìè ãij = (aij + bijuj), i, j = 1, N ; {uj} �
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âåêòîð, õàðàêòåðèçóþùèé íàëè÷èå âêëþ÷åíèé â óçëàõ ïëàñòèíû; aij , bij �
êîýôôèöèåíòû, îïðåäåëÿåìûå ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñîîòíîøåíèé (5) ñ ïî-
ìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðè÷åì êîìïîíåíòû aij õàðàêòåðèçóþò
æåñòêîñòü ïëàñòèíû áåç âêëþ÷åíèÿ, bij � íàëè÷èå æåñòêèõ âêëþ÷åíèé â ñî-
îòâåòñòâóþùèõ óçëàõ ïëàñòèíû.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê ïëàñòèíû, â êîòîðûõ èìååòñÿ
âêëþ÷åíèå, îãðàíè÷åíî, è ñïðàâåäëèâî óñëîâèå:

N∑
j=1

uj = K, (7)

ãäå K� îáùåå ÷èñëî òî÷åê îáëàñòè, çàíÿòîé âêëþ÷åíèåì (âêëþ÷åíèÿìè).

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííîé äèñêðåòèçàöèè ðåøåíèå îáðàòíîé çàäà-
÷è îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì H = {uj}. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Q = {qm},
m = 1,M ,M = CK

N n-ìåðíûõ âåêòîðîâ qm, qm = {q1mq2m . . . qkm0 . . . 0}, â êî-
òîðûõ êîìïîíåíòû qkm , k = 1,K ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì óçëîâ, â êîòîðûõ
åñòü âêëþ÷åíèÿ, çíà÷åíèÿ ýòèõ êîìïîíåíò ðàâíû åäèíèöàì, íà îñòàëüíûõ
(N −K) ïîçèöèÿõ ðàñïîëàãàþòñÿ íóëè.

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ äåôåêòà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïðåäå-
ëåíèÿ âåêòîðà H = {uj} èç óñëîâèÿ (1), ïðè ýòîì ôóíêöèîíàë â (1) ïîñëå
ïîäñòàíîâêè êîíå÷íîýëåìåíòíîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé çàäà÷è ïðèîáðåòà-
åò âèä:

I(H) =
1

2

P∑
p=1

(εp(H)− ε∗p)T (εp(H)− ε∗p). (8)

Òàê êàê êîìïîíåíòû âåêòîðà {εp(H)} îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (3)
ïóòåì ïîäñòàíîâêè â íèõ ðåøåíèé çàäà÷è (6), òî ê ôóíêöèè (8) íåîáõîäèìî
ïðèñîåäèíèòü óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è. Óñëîâèÿ (6)
è (7) ïðèñîåäèíÿþòñÿ ê ôóíêöèè (8) ñ ïîìîùüþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà:

I(H) =
1

2
(Bpwp − ε∗p)T (Bpwp − ε∗p) +

N∑
i=1

ϕi

 N∑
j=1

(aij + bijuj)wj −Ri

 +

+ϕ0

N∑
j=1

(uj −K), (9)

ãäå wp � íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ â óçëàõ Xp; Bp � êîýôôèöèåíòû, îïðåäå-
ëÿåìûå èç óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè w(X) âíóòðè êîíå÷íîãî ýëåìåíòà
è ñîîòíîøåíèé (3); ψ = (ϕ0, ϕi), i = 1, N � âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà.

Èç óñëîâèé ýêñòðåìóìà ôóíêöèè I(H) ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ
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óðàâíåíèé:

∀i, j = p (Bpwp − ε∗p) + ϕi

N∑
j=1

(aij + bijuj)−Ri = 0

∀i, j 6= p ϕi

N∑
j=1

(aij + bijuj)−Ri = 0

∀i, j
N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 = 0 (10)

N∑
j=1

uj = K

Òîãäà çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {u∗j} ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç óñëî-
âèÿ (11)

u∗j =



1, åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 < 0

0, åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 > 0

ëþáîå ÷èñëî, ∈ [0, 1], åñëè ϕi

N∑
j=1

bijwj + ϕ0 = 0.

(11)

Åñëè óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ ϕi

N∑
j=1

bijwj , i = 1, N ïî âîçðàñòàíèþ, òî

ìîæíî ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïîíåíò {q∗1mq∗2m . . . q∗km} â âåêòîðå
qm = {q1mq2m . . . qkm0 . . . 0}, ïðè êîòîðîé

N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj = min
N∑
i=1

ϕi

N∑
j=1

bijwj , i, j = 1, N.

Çíà÷åíèÿ ϕ0 îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèÿ (7)ñ ó÷åòîì (11) â âèäå:

ϕ0 =
1

2

ϕk

N∑
j=1

bkjwj + ϕk+1

N∑
j=1

bk+1jwj

 . (12)

Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèÿ

Îïèñàííûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ îáðàòíîé çàäà÷è ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí
ñëåäóþùèì àëãîðèòìîì:
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1. Èíèöèàëèçèðîâàòü ïåðåìåííûå: l �íîìåð øàãà èòåðàöèîííîãî ïðîöåñ-
ñà; K�÷èñëî òî÷åê, â êîòîðûõ åñòü âêëþ÷åíèå; H l = {ulj}, j = 1, N �
âåêòîð ðåøåíèÿ îáðàòíîé çàäà÷è.

2. Çàäàòü íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ: l = 0; K; H0 = {u0
j}, j = 1, N .

3. Ðåøèòü ïðÿìóþ çàäà÷ó (6) ïðè èçâåñòíîì âåêòîðå H l, ïîëó÷èòü âåêòîð
{wn}, ìàòðèöó A(u) = [ãij ], ñôîðìèðîâàòü ôóíêöèîíàë (9).

4. Ñôîðìèðîâàòü ñèñòåìó (10), èç ðåøåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî óðàâíåíèé
ñèñòåìû (10) îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ϕl

i, i = 1, N .

5. Ñôîðìèðîâàòü ϕl
i

N∑
j=1

bijwj , i = 1, N óïîðÿäî÷èòü çíà÷åíèÿ ïî âîçðàñ-

òàíèþ, âûáðàòü ïåðâûå K çíà÷åíèé.

6. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ϕ
(l)
0 èç óñëîâèÿ (12).

7. l = l + 1.

8. Îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà H l = {ulj}, j = 1, N èç óñëî-
âèÿ (11).

9. Ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ I l(H) > δ, ãäå δ � ìàëîå íàïåðåä çà-
äàííîå ÷èñëî; åñëè óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, òî ïåðåéòè ê øàãó 3, èíà÷å
ïåðåéòè ê ñëåäóþùåìó øàãó.

10. Êîíåö.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïðåäñòàâëåííûé àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæå-
íèÿ âêëþ÷åíèé (E1 = 2 · 1015 H/ì2 ) â òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå
(a/b = 1, a/2h = 100, E0 = 2 · 106 H/ì2, a, b, 2h � äëèíà, øèðèíà, òîëùè-
íà ïëàñòèíû) ïî èçìåðåííûì çíà÷åíèÿì äåôîðìàöèé, êîòîðûå ôèêñèðóþòñÿ
äàò÷èêàìè, óñòàíîâëåííûìè íà ïîâåðõíîñòÿõ ïëàñòèíû.

Ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (2),(4), ìîäåëèðóþùåå ïðîöåññ èçìåðåíèÿ äåôîð-
ìàöèé ïëàñòèíû, âûïîëíÿëîñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïàêåòà ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàìì, ðåàëèçóþùèõ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé çàäà÷è ïðè çàäàííîì ìåñòîïîëîæåíèè âêëþ÷åíèÿ ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ
äåôîðìàöèé, êîòîðûå â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàëèñü â êà÷åñòâå ðåçóëüòàòà
íàáëþäåíèé ε∗.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà áûëà âûïîëíåíà èäåíòèôèêà-
öèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé äëÿ ñëó÷àåâ, êîãäà â ïëàñòèíå èìåëîñü îäíî
è íåñêîëüêî âêëþ÷åíèé. Ìîäåëü ïëàñòèíû ñ äâóìÿ âêëþ÷åíèÿìè ïðåäñòàâ-
ëåíà íà ðèñ. 1, ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷åíèé îòìå÷åíî òåìíûì ôîíîì, ïëî-
ùàäü âêëþ÷åíèÿ 1 ñîñòàâëÿåò 0.5% îò ïëîùàäè ïëàñòèíû, ïëîùàäü âêëþ÷å-
íèÿ 2 − 1%.
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Ðèñ. 1: Ìîäåëü ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèÿìè

Äëÿ îðãàíèçàöèè èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû îïðåäåëåíèÿ ìåñòîïîëîæåíèÿ
âêëþ÷åíèÿ áûë ñôîðìèðîâàí âåêòîð {uj}, j = 1, N . Íîìåðà êîìïîíåíò âåê-
òîðà {uj} ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì óçëîâ ïëàñòèíû è ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
ðàâíûå 1 òàì, ãäå íàáëþäàþòñÿ íàèáîëüøèå îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèé äåôîðìà-
öèé ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì îò çíà÷åíèé äåôîðìàöèé â ñîîòâåòñòâóþùèõ
òî÷êàõ ïëàñòèíû áåç âêëþ÷åíèÿ (íà ðèñ. 1 ýòè îáëàñòè âûäåëåíû ëèíèÿìè).
Â îñòàëüíûõ óçëàõ ñåòêè ïëàñòèíû çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj} âûáè-
ðàëèñü ðàâíûìè 0.

Äàëåå çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj}, j = 1, N îïðåäåëÿþòñÿ â èòåðà-
öèîííîì ïðîöåññå èç óñëîâèÿ (11) è õàðàêòåðèçóþò ìåñòîïîëîæåíèå âêëþ÷å-
íèÿ (âêëþ÷åíèé).

Ðèñ. 2: Ðåçóëüòàò ïåðâîé èòåðàöèè äëÿ êàæäîãî èç âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 2 à,b ïîêàçàí ðåçóëüòàò âûïîëíåíèÿ ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèò-
ìà èäåíòèôèêàöèè ïåðâîãî (ñîîòâåòñòâóåò ðèñ. 2à) è âòîðîãî (ñîîòâåòñòâóåò
ðèñ. 2b) âêëþ÷åíèé. Òåìíûì ôîíîì íà ðèñóíêå âûäåëåíû îáëàñòè, â êîòî-
ðûõ ðàñïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå âêëþ÷åíèÿ, òî÷êàìè ñ íîìåðàìè îáîçíà-
÷åíû óçëû, äëÿ êîòîðûõ çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà {uj} â ñîîòâåòñòâèè
ñ óñëîâèåì (11) ïðèíÿëè çíà÷åíèÿ ðàâíûå 1. Ýòè óçëû ÿâëÿþòñÿ íà÷àëüíûì
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ïðèáëèæåíèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Êðåñòèêàìè ïîìå÷åíû
óçëû, êîòîðûå èñêëþ÷àþòñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùåé èòåðàöèè, ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì êîìïîíåíòû âåêòîðà {uj} ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ðàâíûå 0.

Âèäíî, ÷òî óæå íà ïåðâîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îïðåäåëÿþòñÿ
îáëàñòè ïëàñòèíû, â êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû äåéñòâèòåëüíûå âêëþ÷åíèÿ.

Ðèñ. 3: Ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé, ïîëó÷åííûé
íà 4 èòåðàöèè.

Ðèñ. 4: Âèçóàëèçàöèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èäåíòèôèêàöèè âêëþ÷åíèé:a �
äåéñòâèòåëüíîå âêëþ÷åíèå; b � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå; c � ðåçóëüòàò ïåðâîé
èòåðàöèè; d � ðåçóëüòàò âòîðîé èòåðàöèè; e � ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè.

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû êàðòèíû íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ
ïëàñòèíû ñ âêëþ÷åíèåì, ïîëó÷åííûå íà èòåðàöèÿõ ïðîöåäóðû èäåíòèôè-
êàöèè, ðèñ. 4à ñîîòâåòñòâóåò äåéñòâèòåëüíîìó ðàñïîëîæåíèþ âêëþ÷åíèé,
ðèñ. 4å � ðåçóëüòàòó èäåíòèôèêàöèè.

Àíàëèç ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî
ïðåäëîæåííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü êàê ìåëêèå âêëþ÷å-
íèÿ, èìåþùèå ðàçìåð ïîðÿäêà 1% îò õàðàêòåðíîãî ðàçìåðà ïëàñòèíû, òàê è
âêëþ÷åíèÿ, ëèíåéíûé ðàçìåð êîòîðûõ ñîñòàâëÿåò 5 � 7 % îò õàðàêòåðíîãî
ðàçìåðà ïëàñòèíû, ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ íå ïðåâûøàåò 3%.

Ìîæíî îòìåòèòü, ÷òî â ðåçóëüòàòå âûïîëíåíèÿ ïðåäëîæåííîé ïðîöåäóðû
îïðåäåëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèå ïàðàìåòðû âñåõ èìåþùèõñÿ â ïëàñòèíå âêëþ-
÷åíèé, åñëè îíè ðàçìåùåíû íà óäàëåíèè äðóã îò äðóãà. Äëÿ ãðóïïû áëèçêî
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ðàñïîëîæåííûõ ìåëêèõ âêëþ÷åíèé (ðàññòîÿíèå ìåæäó âêëþ÷åíèÿìè ìåíü-
øå ëèíåéíîãî ðàçìåðà âêëþ÷åíèÿ) âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ òîëüêî ãðàíèö
îáëàñòè ìåñòîïîëîæåíèÿ âêëþ÷åíèé.

Ðèñ. 5: Èäåíòèôèêàöèÿ ãðóïïû âêëþ÷åíèé

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíà ìîäåëü ïëàñòèíû ñ ãðóïïîé ìåëêèõ áëèçêîðàñïî-
ëîæåííûõ âêëþ÷åíèé è ðåçóëüòàò èäåíòèôèêàöèè (îáëàñòü âêëþ÷åíèé âûäå-
ëåíà æèðíîé ëèíèåé).

Ðèñ. 6: Çàâèñèìîñòü ‖ ε− ε∗ ‖ îò êîëè÷åñòâà èòåðàöèé

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåí õàðàêòåð ïîâåäåíèÿ íîðìû íåâÿçêè ||ε − ε∗|| íà
èòåðàöèÿõ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà (ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ îáîçíà÷åíà
ñïëîøíîé æèðíîé ëèíèåé). Èç àíàëèçà ðèñóíêà âèäíî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì
íîìåðà èòåðàöèè çíà÷åíèÿ ||ε− ε∗|| áûñòðî óìåíüøàþòñÿ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷å-
íèÿ ðåçóëüòàòà èäåíòèôèêàöèè òðåáóåò âûïîëíåíèÿ òîëüêî ìàòðè÷íûõ îïå-
ðàöèé è ðåøåíèÿ ñèñòåì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.
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Âûâîäû

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èäåíòèôèöèðîâàòü ìåñòîïîëîæåíèå
âêëþ÷åíèé â òîíêîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíå ïî ðåçóëüòàòàì èçìåðåíèé
çíà÷åíèé äåôîðìàöèé; îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è, îáåñïå÷èâàþò óñëîâíî-êîððåêòíóþ ïîñòàíîâêó
îáðàòíîé çàäà÷è; ïðåäëîæåííûé ñïîñîá îïèñàíèÿ îáëàñòè äåôåêòà è ðàç-
ðàáîòàííûé àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè ñóùåñòâåííî ñîêðàùàþò êîëè÷åñòâî
îïåðàöèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ óäîâëåòâîðèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà èäåíòèôèêàöèè;
ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðåçóëüòàòîâ âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà ïîêàçû-
âàåò, ÷òî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà âîçìîæíà èäåíòèôèêàöèÿ
ìåñòîïîëîæåíèÿ æåñòêèõ âêëþ÷åíèé ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ. Â ïåðñïåêòèâå
ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ìîæåò áûòü ïðèìåíåí äëÿ èäåíòèôèêàöèè æåñòêèõ
âêëþ÷åíèé íå òîëüêî â òîíêèõ ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèíàõ, íî è â äðóãèõ
òîíêîñòåííûõ ñèñòåìàõ � êðóãëûõ ïëàñòèíàõ, òîíêèõ îáîëî÷êàõ è ò.ï.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Àäàìåíêî À.À. Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðàäèàöèîííîé äåôåêòîñêîïèè. �
Ê. : Íàóêîâà äóìêà, 1984. � 202 ñ.

2. Ðàäüêî Â.È., Çàïëîòèíñêèé È.À., ÃàëàíåíêîÄ.Â. Âûÿâëåíèå, èäåíòè-
ôèêàöèÿ è èçìåðåíèå ðàçìåðîâ ïëîñêîñòíûõ äåôåêòîâ ñ ïðèìåíåíèåì
òåõíîëîãèè TOFD â ðó÷íûõ äåôåêòîñêîïàõ. // Íåðàçðóøàþùèé êîí-
òðîëü, 2012. � �1. � Ñ. 45�50.

3. Shifrin E.I., Shushpannikov P.S. Identi�cation of a spheroidal defect in an
elastic solid using a reciprocity gap functional. // Inv. Probl., 2010. � V.26.�
N.5. 055001.

4. Ùåðáàêîâ Â. Â., Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíîé ôîðìû òîíêèõ æåñòêèõ
âêëþ÷åíèé â ïëàñòèíå Êèðõãîôà�Ëÿâà. //Ñèá. æóðí. èíäóñòð. ìàòåì.,
2013. � Ò. 16. � � 4. � Ñ. 142�151.

5. Âàòóëüÿí À.Î. Ïðîáëåìû èäåíòèôèêàöèè íåîäíîðîäíûõ ñâîéñòâ òâåð-
äûõ òåë. // Âåñòíèê ÑàìÃÓ - Åñòåñòâåííîíàó÷íàÿ ñåðèÿ, 2007. � �4(54).
� Ñ. 93�104.

6. Îáîäàí Í.È., Ìàêàðåíêî Í.Á. Èäåíòèôèêàöèîííî-èíâåðñíûé ìåòîä äè-
àãíîñòèêè ïîâðåæäåíèé // Ìåòîäè ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ìå-
õàíiêè äåôîðìîâàíîãî òâåðäîãî òiëà. � Äíiïðîïåòðîâñüê: Íàóêà i îñâiòà,
2006. � �7. � Ñ. 81�88.

7. Îáîäàí Í.È., Øóëüãà À.Ñ. Èäåíòèôèêàöèÿ äåôåêòîâ â äåôîðìèðóåìûõ
òåëàõ. // Ïðîáëåìû ìàøèíîñòðîåíèÿ, 2005. � 1. � Ñ. 33�37.



60 Ãóê Í.À., Ñòåïàíîâà Í.È.

8. Òèõîíîâ À.Í., Êàëüíåð Â.Ä., Ãëàñêî Â.Á. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâà-
íèå òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è ìåòîä îáðàòíûõ çàäà÷ â ìàøèíîñòðî-
åíèè. � Ì.: Ìàøèíîñòðîåíèå, 1990. � 264 ñ.

9. Áàðàíîâ È.Â., Âàòóëüÿí À.Î.,Ñîëîâüåâ À.Í. Îá îäíîì ãåíåòè÷åñêîì àë-
ãîðèòìå è åãî ïðèìåíåíèè â îáðàòíûõ çàäà÷àõ èäåíòèôèêàöèè óïðóãèõ
ñðåä. // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè, 2006. � �3. � Ñ. 14�26.

10. Êèñåëåâà Å.Ì. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îïòèìàëüíîãî ðàçáèåíèÿ ìíî-
æåñòâ è èõ ïðèëîæåíèÿ/ Å.Ì. Êèñåëåâà. � Äíåïðîïåòðîâñê: ÄÃÓ, 1982.
�� 107 ñ.

Ñòàòüÿ ïîëó÷åíà: 3.09.2015; îêîí÷àòåëüíûé âàðèàíò: 15.12.2015;
ïðèíÿòà: 16.12.2015.


