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Âñòóï

Ó öié ñòàòòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ êóëü [1], ÿêà âïåðøå áóëà
ââåäåíà ó 1894ð. Áðàéàíîì (Bryan). Ìåòîäè, ùî áóëè ðîçâèíóòi äëÿ çàãàëü-
íèõ ñôåðè÷íèõ ìîëåêóë, ÿêi íå îáåðòàþòüñÿ, ó 1922 ð. áóëè ðîçïîâñþäæåíi íà
ìîäåëü Áðàéàíà Ïiääàêîì (Piddack), äå áóëî âðàõîâàíî îáåðòàííÿ ìîëåêóë.
Ïåðåâàãà öi¹¨ ìîäåëi ïåðåä óñiìà iíøèìè ìîäåëÿìè, ùî ïðèïóñêàþòü çìiíó
ñòàíó îáåðòàííÿ ìîëåêóë, ïîëÿãà¹ ó òîìó, ùî òóò íå ïîòðiáíî íiÿêèõ äîäàò-
êîâèõ çìiííèõ, ÿêi âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ ìîëåêóëè ó ïðîñòîði.

Âêàçàíi ìîëåêóëè ¹ àáñîëþòíî ïðóæíèìè òà àáñîëþòíî øîðñòêóâàòèìè,
ùî îçíà÷à¹ íàñòóïíå. Â ìîìåíò çiòêíåííÿ äâîõ ìîëåêóë, òî÷êè, ÿêèìè áåç-
ïîñåðåäíüî òîðêàþòüñÿ ïîâåðõíi ñôåð, íå ìàþòü ó çàãàëüíîìó âèïàäêó îä-
íàêîâî¨ øâèäêîñòi. Ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî äâi ñôåðè çà÷iïëÿþòü îäíà îäíó áåç
êîâçàííÿ. Ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ñôåðè äåôîðìóþòü îäíà îäíó, à ïîòiì åíåðãiÿ
äåôîðìàöi¨ ïîâåðòà¹òüñÿ íàçàä ó êiíåòè÷íó åíåðãiþ ïîñòóïàëüíîãî òà îáåð-
òàëüíîãî ðóõó áåç æîäíèõ âòðàò. Ó ðåçóëüòàòi âiäíîñíà øâèäêiñòü ñôåð ó òî÷-
öi ¨õ çiòêíåííÿ çìiíþ¹òüñÿ ïðè óäàði íà îáåðíåíó.

Ìîäåëü çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ îäíîàòîìíèõ ìîëåêóë òà, âðàõîâóþ÷è ìîæ-
ëèâiñòü îáåðòàííÿ, ¹ áiëüø ôiçè÷íîþ, íiæ ìîäåëü òâåðäèõ êóëü òà öiêàâîþ
äëÿ âèâ÷åííÿ.

Ðiâíÿííÿ Áîëüöìàíà äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü(àáî ðiâíÿííÿ Áðàé-
àíà-Ïiääàêà) ìà¹ âèãëÿä [1-4]:

D(f) = Q(f, f); (1)

D(f) ≡ ∂f

∂t
+

(
V,
∂f

∂x

)
; (2)

Q(f, f) ≡ d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
Σ
dαB(V − V1, α)·

·
[
f(t, V ∗1 , x, ω

∗
1)f(t, V ∗, x, ω∗)− f(t, V, x, ω)f(t, V1, x, ω1)

]
. (3)

Òóò d � äiàìåòð ìîëåêóëè, ÿêèé ïîâ'ÿçàíèé ç ìîìåíòîì iíåðöi¨ I íàñòóï-
íèì ñïiââiäíîøåííÿì:

I =
bd2

4
, (4)

äå b � ïàðàìåòð, b ∈
(
0, 2

3

]
, ÿêèé õàðàêòåðèçó¹ içîòðîïíèé ðîçïîäië ðå÷îâèíè

âñåðåäèíi ìîëåêóëè; t � ÷àñ; x = (x1, x2, x3) ∈ R3 � ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà;
V = (V 1, V 2, V 3) òà ω = (ω1, ω2, ω3) ∈ R3 � ëiíiéíà òà êóòîâà øâèäêîñòi
ìîëåêóëè âiäïîâiäíî; ∂f

∂x � ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ f ïî çìiííié x; Σ � îäèíè÷íà
ñôåðà ó ïðîñòîði R3; α � îäèíè÷íèé âåêòîð iç R3, ùî ñïðÿìîâàíèé âçäîâæ
ëiíi¨, ÿêà ç'¹äíó¹ öåíòðè ìîëåêóë, ÿêi çiøòîâõóþòüñÿ;

B (V − V1, α) = |(V − V1, α)| − (V − V1, α) (5)
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� ÷ëåí çiòêíåííÿ ó âèðàçi äëÿ iíòåãðàëà çiòêíåíü (3).
Ëiíiéíi (V ∗, V ∗1 ) òà êóòîâi (ω∗, ω∗1) øâèäêîñòi ìîëåêóë ïiñëÿ çiòêíåííÿ âè-

ðàæàþòüñÿ ÷åðåç âiäïîâiäíi øâèäêîñòi äî çiòêíåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì [1]:

V ∗ = V − 1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

V ∗1 = V1 +
1

b+ 1

(
b(V1 − V )− bd

2
α× (ω + ω1) + α(α, V1 − V )

)
,

ω∗ = ω +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

ω∗1 = ω1 +
2

d(b+ 1)

{
α× (V − V1) +

d

2
[α(ω + ω1, α)− ω − ω1]

}
,

(6)

äå ÷åðåç ñèìâîë × ïîçíà÷åíî âåêòîðíèé äîáóòîê. Öi ôîðìóëè ìîæíà îòðè-
ìàòè, êîðèñòóþ÷èñü çàêîíàìè çáåðåæåííÿ iìïóëüñó, ñóìàðíî¨ åíåðãi¨ ïîñòó-
ïàëüíîãî òà îáåðòàëüíîãî ðóõó (âïåðøå âîíè íàâåäåíi ó ðîáîòi [5]).

ßê âiäîìî, çàãàëüíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ Áîëüö-
ìàíà äëÿ ìîäåëi òâåðäèõ êóëü áóâ îòðèìàíèé â ðîáîòàõ [6-8], ¨õ îïèñ òà äîñëiä-
æåííÿ ìîæíî òàêîæ çíàéòè ó [9-11]. Àíàëîãi÷íà çàäà÷à äëÿ ìîäåëi Áðàéàíà-
Ïiääàêà áóëà îñòàòî÷íî ðîçâ'ÿçàíà òiëüêè ó ðîáîòi [12].

Çîêðåìà, òàì îòðèìàíî ÿâíèé âèãëÿä ìàêñâåëiâñüêîãî ðîçïîäiëó, ùî îïè-
ñó¹ ðóõ ãàçó òèïó �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ� äëÿ öi¹¨ ìîäåëi. Òàêèé ðîçïîäië
ôiçè÷íî ïðåäñòàâëÿ¹ ðóõ ãàçó, ïðè ÿêîìó âií ëåòèòü ç ïðèñêîðåííÿì òà óùiëü-
íþ¹òüñÿ ó âñüîìó ïðîñòîði. Âií ìà¹ íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ:

Mi = ρiI
3/2

(
βi
π

)3

e
−βi

(
(V−V i)

2
+Iω2

)
, (7)

äå ãóñòèíà ãàçó ρi (òóò òà óñþäè äàëi iíäåêñ i ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ 1 òà 2)
àíàëiòè÷íî ìà¹ âèãëÿä:

ρi = ρ0ie
βi

(
V

2
i +2uix

)
, (8)

ρ0i � äîâiëüíà äîäàòíÿ êîíñòàíòà, βi = 1
2Ti

� âåëè÷èíà, îáåðíåíà äî òåìïåðà-

òóðè, V i � ìàñîâà øâèäêiñòü, ùî âèðàæà¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

V i = V̂i − uit, (9)

V̂i, ui � äîâiëüíi âåêòîðè ó ïðîñòîði R3.
Íàáëèæåíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (1) ìè áóäåìî øóêàòè ó âèãëÿäi áiìî-

äàëüíîãî ðîçïîäiëó:
f = ϕ1M1 + ϕ2M2, (10)

äå Mi � ìàêñâåëiàíè ç âèãëÿäîì (7), à ôóíêöi¨ ϕi = ϕi(t, x) � íåâiä'¹ìíi,
ãëàäêi òà îáèðàþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âiäõèë ìiæ ÷àñòèíàìè ðiâíÿííÿ (1)
áóâ ñêiëü çàâãîäíî ìàëèì.
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Ó öié ðîáîòi ó ÿêîñòi âiäõèëó ìiæ ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè ðiâíÿí-
íÿ Áðàéàíà-Ïiääàêà áóäå ðîçãëÿíóòî àíàëîã âiäõèëó ç íåîäíîðiäíîþ âàãîþ
äëÿ òâåðäèõ êóëü, ùî áóâ óïåðøå ââåäåíèé ó ðîáîòi [13]. Ó âèïàäêó ìîäåëi
øîðñòêóâàòèõ êóëü âií âèãëÿäà¹ íàñòóïíèì ÷èíîì:

∆̃q = sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

∫
R3

dV

∫
R3

dω |D(f)−Q(f, f)| , (11)

ôóíêöiÿ q(x) � íåâiä'¹ìíà òà îáìåæåíà ó âñüîìó ïðîñòîði R3 òà âiäîáðàæà¹
íåîäíîðiäíiñòü ó âiäõèëi ç âàãîþ [14].

Ìåòà ðîáîòè ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi äëÿ ìîäåëi øîðñòêóâàòèõ êóëü, ÿêà
äîñëiäæó¹òüñÿ, âèãëÿäó ôóíêöié ϕi(t, x) òà òàêèõ äîñòàòíiõ óìîâ íà ãiäðîäè-
íàìi÷íi ïàðàìåòðè ìàêñâåëiâñüêèõ ðîçïîäiëiâ (7), ôóíêöié ϕi(t, x), ùîá âiä-
õèë (11) ìîæíà áóëî çðîáèòè ñêiëü çàâãîäíî ìàëèì.

Îñíîâíi ðåçóëüòàòè

Òåîðåìà 1. Íåõàé êîåôiöi¹íòíi ôóíêöi¨ ó ðîçïîäiëi (10) ìàþòü íàñòóï-

íèé âèãëÿä:

ϕi(t, x) = Ci

x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

 , (12)

äå Ci � íåâiä'¹ìíi, ãëàäêi òà îáìåæåíi ó ïðîñòîði R4 çi ñâî¹þ ïîõiäíîþ

ôóíêöi¨.

Òàêîæ íåõàé ìàþòü ìiñöå íàñòóïíi ïðèïóùåííÿ:

ui =
u0i

βni
i

, (13)

V̂i =
V̂0i

βkii
, (14)

äå u0i, V̂0i � äîâiëüíi òðèâèìiðíi âåêòîðè, à ïîêàçíèêè ni, ki òàêi, ùî:

ni > 1, ki >
1

2
, ki >

1

2
ni. (15)

Òàêîæ áóäåìî âèìàãàòè, ùîá ôóíêöiÿ q(x) · e2u0ix áóëà îáìåæåíà ó ïðî-

ñòîði R3.
Òîäi ìà¹ ìiñöå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

lim
βi→+∞

∆̃q = 0. (16)

Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ (16), ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî iñíó¹
òàêà âåëè÷èíà ∆̃′q, ùî:

∆̃q 6 ∆̃′q. (17)
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Äëÿ öüîãî çðîáèìî ïiäñòàíîâêó (10) ó âèðàç (2):

D(f) = M1D(ϕ1) + ϕ1D(M1) +M2D(ϕ2) + ϕ2D(M2)

= M1

(
∂ϕ1

∂t
+

(
V,
∂ϕ1

∂x

))
+M2

(
∂ϕ2

∂t
+

(
V,
∂ϕ2

∂x

))
,

à ïiäñòàâëÿþ÷è äî iíòåãðàëà çiòêíåíü (3) òà ïåðåòâîðþþ÷è, çäîáóäåìî:

Q(f, f) = ϕ1ϕ2

(
Q(M1,M2) +Q(M2,M1)

)
.

ßê âiäîìî [10]-[11], iíòåãðàë çiòêíåíü ìîæíà ïîäàòè ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

Q(f, g) = G(f, g)− fL(g), (18)

äå ïðèáóòêîâèé ÷ëåí:

G(f, g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)

×f(t, x, V ∗1 , ω
∗
1)g(t, x, V ∗, ω∗),

à âèòðàòíèé ÷ëåí ìà¹ âèãëÿä:

L(g) =
d2

2

∫
R3

dV1

∫
R3

dω1

∫
∑ dαB(V − V1, α)g(t, x, V1, ω1).

Ó ðîáîòi [15] áóëî ïðîäåìîíñòðîâàíî, ùî:∫
R3

dV

∫
R3

dωQ (Mi,Mj) = 0, (19)

òîäi, âðàõîâóþ÷è (18), îòðèìó¹ìî:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(Mi,Mj) =

∫
R3

dV

∫
R3

dωMiL(Mj). (20)

Âèêîðèñòîâóþ÷è ðiâíîñòi (18) òà (20), à òàêîæ âèãëÿä ëiâî¨ ÷àñòèíè ðiâ-
íÿííÿ Áðàéàíà-Ïiääàêà (2) äëÿ ôóíêöi¨ (10) çðîáèìî îöiíêó:

|D(f)−Q(f, f)|
6M1(|D(ϕ1)|+ ϕ1ϕ2L(M2)) +M2(|D(ϕ2)|+ ϕ1ϕ2L(M1))

+ϕ1ϕ2(G(M1,M2) +G(M2,M1)).

Ïðîiíòåãðóþ÷è îñòàííþ íåðiâíiñòü ïî ïðîñòîðó ëiíiéíèõ òà êóòîâèõ øâèä-
êîñòåé, îòðèìó¹ìî: ∫

R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑

i,j=1
i 6=j

∫
R3

dV

∫
R3

dω (|D(ϕi)|+ϕiϕjL(Mj))Mi+2ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2)

=

2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(ϕi)|Mi + 4ϕ1ϕ2

∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2).
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Äàëi, âèêîðèñòà¹ìî äîâåäåíó ó ðîáîòi [4] íàñòóïíó ôîðìóëó:∫
R3

dV

∫
R3

dωG(M1,M2)

=
d2ρ1ρ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ . (21)

Òåïåð, âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ìàêñâåëiàíiâ (7) òà îñòàííþ ðiâíiñòü (21), ïðî-
äîâæèìî îöiíêó: ∫

R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∫
R3

dω

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ ρiI3/2

(
βi
π

)3

e−βi((V−V i)
2+Iω2)

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V 1 − V 2

∣∣∣∣ .
Îá÷èñëþþ÷è ïîòðiéíèé iíòåãðàë ïî êóòîâèì øâèäêîñòÿì ω òà âèêîðèñòî-

âóþ÷è âèãëÿä ìàñîâî¨ øâèäêîñòi (9), îòðèìó¹ìî:∫
R3

dV

∫
R3

dω|D(f)−Q(f, f)|

6
2∑
i=1

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
V,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ ρi(βiπ
)3/2

e−βi(V−V i)
2

+
4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ ,
çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ:

V =
p√
βi

+ V i,

òà ïîìíîæóþ÷è íà q(x)
1+|t| , à äàëi ïåðåõîäÿ÷è äî ñóïðåìóìó ïî óñüîìó ïðîñòîðó

÷àñó i ïðîñòîðîâî¨ êîîðäèíàòè áóäåìî ìàòè:

∆̃q 6 ∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρi

π3/2

∫
R3

dV

∣∣∣∣∂ϕi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ϕi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ , (22)

äå ãóñòèíà ãàçó ρi ç âðàõóâàííÿì ìàñîâî¨ øâèäêîñòi (9) íàáóâà¹ âèãëÿäó:

ρi = ρ0ie
βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)
. (23)
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Äëÿ êîðåêòíî¨ âèçíà÷åíîñòi ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (22) äîñòàòíüî, ùîá

äîáóòîê ìíîæíèêà q(x)
1+|t| íà êîæíó iç íàñòóïíèõ ôóíêöié:

tϕiρi,
∂ϕi
∂t

ρi,

∣∣∣∣∂ϕi∂x

∣∣∣∣ ρi, tρi

(
ui,

∂ϕi
∂x

)

áóâ îáìåæåíèé íà R4, ùî âèïëèâà¹ ç âèãëÿäó êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíêöi¨ (12), ãó-
ñòèíè (23) òà íàêëàäåíèõ óìîâ íà ôóíêöiþ Ci, ¨¨ ïîõiäíó i
äîáóòîê q(x) · e2u0ix. Çíà÷åííÿ äîáóòêiâ

√
|t|ϕiρi òà |t|ϕ1ϕ2ρ1ρ2 ó çâ'ÿçêó

ç ãëàäêiñòþ ôóíêöié ϕi îáìåæåíi ó R
4.

Äàëi çíàõîäèìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ ϕi, ÿêi ìiñòÿòüñÿ ó ïðàâié ÷àñòèíi íåðiâ-
íîñòi (22):

∂ϕi
∂t

=
(
C
′
i , ui

)(V̂i, ui)− tu2
i

u2
i

, (24)

∂ϕi
∂x

= C
′
i

x+ ui

(
V̂i − uit

)2

2u2
i

 , (25)

äå ÷åðåç C
′
i ïîçíà÷åíî ãðàäi¹íò ôóíêöi¨ Ci çà ¨¨ âåêòîðíèì àðãóìåíòîì. Òå-

ïåð ïåðåõîäèìî äî íèçüêîòåìïåðàòóðíî¨ ãðàíèöi ó íåðiâíîñòi (22), äëÿ ÷îãî
çíàéäåìî ãðàíèöþ ãóñòèíè ãàçó ç âðàõóâàííÿì (23) â çàëåæíîñòi âiä çíà÷åíü
êîåôiöi¹íòiâ ni, ki :

lim
βi→+∞

ρi =

 ρ0i, ni > 1, ki >
1
2 ;

ρ0ie
2u0ix, ni = 1, ki >

1
2 ;

ρ0ie
V̂ 2
0i+2u0ix, ni = 1, ki = 1

2 .

Êðiì òîãî, ç âðàõóâàííÿì óìîâ (13), (14) ìà¹ìî:

lim
βi→+∞

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u1 − u2) t

∣∣∣∣ = 0,

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂t

= 0.
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I íà îñòàíîê çíàõîäèìî ãðàíèöþ êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíêöi¨ ϕi òà ¨¨ ãðàäi¹íòà:

lim
βi→+∞

ϕi

= lim
βi→+∞

Ci

x+ u0iβ
−ni

(
V̂0iβ

−ki
i − u0iβ

−ni
i t

)2

2u2
0iβ
−2ni


=

 Ci(x), ki >
1
2ni;

Ci

(
x+ u0i

V̂ 2
0i

2u20i

)
, ki = 1

2ni;

lim
βi→+∞

∂ϕi
∂x

=

 C ′i(x), ki >
1
2ni;

C ′i

(
x+ u0i

V̂ 2
0i

2u20i

)
, ki = 1

2ni,

çâiäêè ìè îòðèìó¹ìî, ùî ãðàíèöÿ ïðè βi → +∞ ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíî-
ñòi (22) äîðiâíþ¹ íóëþ, ùî i ñòâåðäæó¹ ðiâíiñòü (16). Òåîðåìa äîâåäåía.

Çàóâàæåííÿ 1. Ôóíêöiÿ q(x) ìîæå áóòè íå òiëüêè îáìåæåíîþ, íî i ôiíiò-
íîþ àáî øâèäêîñïàäàþ÷åé, õî÷à áè çà íàïðÿìêàìè, ùî ïàðàëåëüíi u0i.

Çàóâàæåííÿ 2. Óìîâè (13), (14) íåîáõiäíi äëÿ iñíóâàííÿ íèçüêîòåìïåðà-
òóðíî¨ ãðàíèöi âåëè÷èíè ∆̃′q. Êðiì òîãî, äàëi ó ðîáîòi áóäå ðîçãëÿíóòî i iíøi
ìîæëèâi çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ni.

Òåîðåìà 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ôóíêöi¨ ϕi ó áiìîäàëüíîìó ðîçïîäiëi (10)

íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi
(
(V̂i−uit)

2
+2uix

)
, (26)

òà ôóíêöi¨:

tψ1ψ2, tψi,
∂ψi
∂t

,

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ , t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
(27)

ïiñëÿ ïîìíîæåííÿ íà q(x)
1+|t| îáìåæåíi ïî (t, x) ∈ R4. Êðiì òîãî çàëèøèìî ó

ñèëi ðîçêëàä (13), çìiíèâøè çíà÷åííÿ ïîêàçíèêà ni íà íàñòóïíi:

ni >
1

2
. (28)

Òîäi, ÿêùî ðîçãëÿíóòè ôóíêöi¨ ψi(t, x) ó âèãëÿäi:

ψi = Ci

(
x− V̂it

)
(29)

àáî

ψi = Ci

([
x× V̂i

])
, (30)
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äå Ci � íåâiä'¹ìíi, ãëàäêi òà îáìåæåíi ôóíêöi¨ íà R4 òà, êðiì öüîãî, äîáóòêè

q(x) · Ci òà q(x) · C ′i îáìåæåíi, à

V̂1 = V̂2, (31)

òî çàëèøà¹òüñÿ â ñèëi ðiâíiñòü (16).

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çíîâó ïîáóäó¹ìî îöiíêó (17) òà ïîêàæåìî, ùî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
(ψ1ψ2). (32)

Ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 1 áóëà îòðèìàíà îöiíêà (22), ó ÿêié ïîõiäíi êîåôi-
öi¹íòíèõ ôóíêöié ó âèïàäêó (26) ìàþòü âèãëÿä:

∂ϕi
∂t

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− u2

i t
)}

, (33)

∂ϕi
∂x

= e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

}
. (34)

Òåïåð ïiäñòàâèìî òiëüêè ùî çíàéäåíi ïîõiäíi ó ïðàâó ÷àñòèíó íåðiâíî-
ñòi (22), îòðèìà¹ìî:

∆̃q 6 ∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρi

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣e−βi((V̂i−uit)2+2uix
)

×
{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
V̂i, ui

)
− tu2

i

)}
+

(
p√
βi

+ V̂i − uit, e
−βi

(
(V̂i−uit)

2
+2uix

){
∂ψi
∂x
− 2βiuiψi

})∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ1ρ2ϕ1ϕ2

π2

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
+ (u2 − u1)t

∣∣∣∣ .
Äàëi âðàõîâóþ÷è âèðàç (23) äëÿ ãóñòèíè ρi òà âèãëÿä êîåôiöi¹íòíî¨ ôóíê-



Âiñíèê ÕÍÓ, Ñåð."Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà�, Òîì 82 (2015)13

öi¨ (26), ùî ïåðåòâîðèòü âèðàç äëÿ ∆̃′q äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ψi
∂x

)
− 2
√
βiuiψip

∣∣∣∣ e−p2
+ sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· 4d2ρ01ρ02ψ1ψ2

π2

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
− (u1 − u2) t

∣∣∣∣ ,
òà, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâó òåîðåìè (28), îòðèìà¹ìî íàñòóïíå ïðåäñòàâëåííÿ
äëÿ ∆̃′q:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
p√
βi

+ V̂i −
u0i

βni
i

t,
∂ψi
∂x

)
−2
√
βiψip

u0i

βni
i

∣∣∣∣ e−p2 +
4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· (ψ1ψ2)

∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

×
∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+
(
V̂1 − V̂2

)
−
(
u01

βn1
1

− u02

βn2
2

)
t

∣∣∣∣ ,
i, âèêîíóþ÷è ãðàíè÷íèé ïåðåõiä (βi → +∞) â îñòàíüîìó âèðàçi, îòðèìó¹ìî,
ùî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

= sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0i

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
· (ψ1ψ2)

∫
R3

dq

∫
R3

dq1

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ e−q2−q21 ,
òà, îá÷èñëþþ÷è iíòåãðàë çà çìiíîþ p, îòðèìó¹ìî ðiâíiñòü (32).

Äàëi îá÷èñëþ¹ìî ïîõiäíi ôóíêöi¨ ψi ó âèãëÿäi (29), òîáòî:

∂ψi
∂t

= −
(
V̂i, C

′
i

)
,

∂ψi
∂x

= C ′i, (35)

à äëÿ âèïàäêà (30):

∂ψi
∂t

= 0,
∂ψi
∂x

= −
[
C ′i × V̂i

]
, (36)

Òîáòî, çíàéäåíi ïîõiäíi (35) òà (36) çàíóëþþòü ïåðøèé äîäàíîê (32), à
äðóãèé äîäàíîê çíèêà¹ çàâäÿêè ðiâíîñòi (31). Òàêèì ÷èíîì, ó ïðèïóùåííÿõ
òåîðåìè 2 âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü (16). Òåîðåìa äîâåäåía.
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Ðîçãëÿíåìî ù¹ îäèí ðåçóëüòàò äëÿ äîñëiäæóâàíîãî âiäõèëà ç íåîäíîðiä-
íîþ âàãîþ (11).

Òåîðåìà 3. Íåõàé ôóíêöi¨ ϕi â øóêàíîìó ðîçâ'ÿçêó (10) ìàþòü íàñòóï-

íèé âèãëÿä:

ϕi(t, x) = ψi(t, x) · e−βi(V̂i−uit)
2

, (37)

äå äîáóòîê ôóíêöié (27) íà ìíîæíèê e2βiuix îáìåæåíèé ç âàãîþ q(x)
1+|t| .

Òàêîæ íåõàé ìà¹ ìiñöå ïðåäñòàâëåííÿ (13) ç ïîêàçíèêîì ñòåïåíÿ ni > 1.
Òîäi òâåðäæåííÿ (16) çàëèøà¹òüñÿ âiðíèì, ÿêùî:

a) ó âèïàäêó ni > 1 ôóíêöi¨ ψi(t, x) ìàþòü âèãëÿä (29) àáî (30), êðiì òîãî,

âèêîíó¹òüñÿ óìîâà (31) àáî:

suppC1 ∩ suppC2 = ∅, (38)

äå Ci òà C
′
i � îáìåæåíi ôóíêöi¨. Ôóíêöiÿ q(x) ïîâèíà áóòè ôiíiòíîþ

àáî øâèäêîñïàäàþ÷îþ íà íåñêií÷åíîñòi.

b) ÿêùî ni = 1 íåîáõiäíî äî óìîâ ïîïåðåäíüîãî ïóíêòà äîäàòè íàñòóïíó

âèìîãó: (
ui, V̂i

)
= 0. (39)

Äîâåäåííÿ. Çíîâó ïîêàæåìî, ùî ïðè âèãëÿäi êîåôiöi¹íòíèõ ôóíêöié (37)
ó âèïàäêó ni > 1 çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ ðiâíiñòü (32), à êîëè ìà¹ ìiñöå ni = 1,
òî:

lim
βi→+∞

∆̃′q

=
2∑
i=1

ρ0i sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2u0i

∣∣∣∣∂ψi∂t +

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣
+4πd2ρ01ρ02

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2(u01x+u02x)ψ1(t, x)ψ2(t, x)

+2
2∑
i=1

ρ0i

∣∣∣(u0i, V̂i

)∣∣∣ sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
e2u0ixψi(t, x). (40)

ßê i ðàíiøå, çàëèøà¹òüñÿ âiðíîþ íåðiâíiñòü (22). Îá÷èñëèìî ïîõiäíi
êîåôiöi¹íòíèõ ôóíêöié (37). Çà çìiíîþ t áóäåìî ìàòè:

∂ϕi
∂t

= e−βi(V̂i−uit)
2
{
∂ψi
∂t

+ 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)}

, (41)

à ïî ïðîñòîðîâié êîîðäèíàòi:

∂ϕi
∂x

= e−βi(V̂i−uit)
2 ∂ψi
∂x

. (42)
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Çíàéäåíi ïîõiäíi (41), (42) ïiäñòàâèìî äî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (22) òà
âèêîðèñòà¹ìî âèðàç äëÿ ãóñòèíè (23), ùî äîçâîëÿ¹ ïîäàòè âèðàç äëÿ ∆̃′q íà-
ñòóïíèì ÷èíîì:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0ie
2βiuix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t + 2βiψi

((
ui, V̂i

)
− u2

i t
)

+

(
p√
βi

+ V̂i − uit,
∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2 +
4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2(β1u1x+β2u2x)

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V̂1 − V̂2 + (u2 − u1)t

∣∣∣∣ ,
òà, êîðèñòóþ÷èñü ïðåäñòàâëåííÿì (13), îòðèìó¹ìî:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1+|t|

2∑
i=1

ρ0ie
2βiu0iβ

−ni
i x

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t +2βiψi

((
u0i, V̂i

)
β−ni
i −u2

0itβ
−2ni
i

)
+

(
p√
βi

+ V̂i − u0itβ
−ni
i ,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2
(
β
1−n1
1 u01x+β

1−n2
2 u02x

)

×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣∣ q√
β1
− q1√

β2
+ V̂1 − V̂2 + (u02β

−n2
2 − u01β

−n1
1 )t

∣∣∣∣ , (43)

Âèêîíóþ÷è íèçüêîòåìïåðàòóðíèé ãðàíè÷íèé ïåðåõiä ó îñòàíüîìó âèðàçi ó
âèïàäêó ni > 1 òà, iíòåãðóþ÷è çà çìiíîþ p, ìè îòðèìà¹ìî ñàìå âèðàç (32), à
ÿêùî ni = 1, òî ãðàíèöÿ âåëè÷èíè ∆̃′q ñêëàäå:

sup
(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|

2∑
i=1

ρ0ie
2u0ix

π3/2

∫
R3

dp

∣∣∣∣∂ψi∂t + 2ψi

(
u0i, V̂i

)
+

(
V̂i,

∂ψi
∂x

)∣∣∣∣ e−p2
+

4d2ρ01ρ02

π2
sup

(t,x)∈R4

q(x)

1 + |t|
ψ1ψ2e

2(u01x+u02x) ×
∫
R3

dq

∫
R3

dq1e
−q2−q21

∣∣∣V̂1 − V̂2

∣∣∣ ,
ùî ïiñëÿ åëåìåíòàðíèõ ïåðåòâîðåíü i äà¹ (40).

Äàëi, ÿêùî ni > 1, ïåðåâiðèìî, ùî ôóíêöi¨ âèãëÿäó (29), (30) ç óðàõóâàí-
íÿì (31), (38) òà îáìåæåíîñòi ôóíêöié Ci òà C

′
i çàäîâiëüíÿ¹ óìîâàì òåîðåìè 3.
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Äëÿ öüîãî ïåðåâiðèìî îáìåæåíiñòü íàñòóïíèõ ôóíêöié:

q(x)

1 + |t|
tψ1ψ2e

2(β1u1x+β2u2x), (44)

q(x)

1 + |t|
∂ψi
∂t

e2βiuix, (45)

q(x)

1 + |t|
tψie

2βiuix, (46)

q(x)

1 + |t|

∣∣∣∣∂ψi∂x

∣∣∣∣ e2βiuix, (47)

q(x)

1 + |t|
t

(
ui,

∂ψi
∂x

)
e2βiuix. (48)

Âèðàç (48) äëÿ ôóíêöié (29) òà (30) â ñèëó òîãî, ùî íîñi¨ íå ïåðåòèíàþòüñÿ,
òîòîæíüî äîðiâíþ¹ íóëþ. ßêùî âèêîðèñòîâóâàòè óìîâó (31), òî âðàõîâóþ÷è
îáìåæåíiñòü ôóíêöié Ci òà ôiíiòíiñòü àáî øâèäêå ñïàäàííÿ q(x) âèðàç (48)
âñå îäíî çàëèøà¹òüñÿ îáìåæåíèì.

Òàêîæ âèðàç (49) îáåðòà¹òüñÿ íà íóëü äëÿ âèïàäêà (30), à äëÿ (29) âií
áóäå îáìåæåíèé çàâäÿêè íàêëàäåíèõ óìîâ íà C ′i òà ôóíêöiþ q(x). Óñi iíøi
âèðàçè (50), (47) òà (48) ìîæíà îöiíèòè àíàëîãi÷íèì ÷èíîì, âèêîðèñòîâóþ÷i
çíà÷åííÿ ïîõiäíèõ (35), (36).

Òåïåð, ñïèðàþ÷èñü íà (31) àáî (38) òà ôîðìóëè äëÿ ïîõiäíèõ (35) i (36),
îòðèìà¹ìî òâåðäæåííÿ (16)äëÿ âèïàäêó ni > 1.

Êîëè ni = 1 âèêîðèñòà¹ìî çíà÷åííÿ ãðàíèöi (40). Ôiíiòíiñòü àáî äîñòàò-
íüî øâèäêå ñïàäàííÿ ôóíêöi¨ q(x) çàáåçïå÷ó¹ îáìåæåíiñòü óñiõ âèðàçiâ, ùî
âõîäÿòü äî (40) òà ïîãëèíà¹ çðîñòàííÿ e2u0ix.

Ó ïiäñóìêó, âèêîðèñòîâóþ÷è (31) àáî (38), (35) òà (36), à òàêîæ óìîâó ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòi âåêòîðiâ ui òà V̂i (39) îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ (16) ó âèïàäêó
ni = 1. Òåîðåìa äîâåäåía.

Âèñíîâêè

Ðîçãëÿíóòå âiäõèëåííÿ ç íåîäíîðiäíîþ âàãîþ (11) äîçâîëèëî îòðèìàòè
äëÿ ìîäåëi Áðàéàíà-Ïiääàêà íèçêó íîâèõ íàáëèæåíèõ ðîçâ'ÿçêiâ ó âèãëÿäi
áiìîäàëüíîãî ðîçïîäiëó ç êîåôiöi¹íòíèìè ôióíêöiÿìè âiä ïðîñòîðîâî¨ êî-
îðäèíàòè òà ÷àñó ç ìàêñâåëiâñüêèìè ìîäàìè, ùî îïèñóþòü ðóõ ãàçó òè-
ïó �ïðèñêîðåííÿ-óùiëüíåííÿ�. Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî âäà¹òüñÿ îòðèìàòè ÿâíèé
âèãëÿä öèõ ðîçâ'ÿçêiâ, à íå òiëüêè âñòàíîâèòè ¨õ iñíóâàííÿ. Îòðèìàíi ðåçóëü-
òàòè ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi ïðè ïîäàëüøîìó âèâ÷åíi ðiâíÿííÿ Áðàéàíà-
Ïiääàêà.

Òàêèì ÷èíîì, ðåçóëüòàòè, ùî áóëè ðàíiøå îòðèìàíi äëÿ áiëüø ïðîñòî¨
ôiçè÷íî ìîäåëi òâåðäèõ êóëü, âäà¹òüñÿ ïîøèðèòè i íà ìîäåëü øîðñòêóâàòèõ
êóëü.
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Ïîäÿêà. Ðîáîòó âèêîíàíî çà ÷àñòêîâî¨ ïiäòðèìêè ÍÀÍ Óêðà¨íè,
Ïðîåêò �Ëiíiéíi åâîëþöiéíi ðiâíÿííÿ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði òà ðiâíÿííÿ
Áîëüöìàíà�.
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