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Ðîçãëÿäàþòüñÿ ìàëi ðóõè êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè â ïîñóäèíi, ñåêöiîíîâàíié
ïåðôîðîâàíèìè ïåðåãîðîäêàìè. Íàâåäåíî ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ
çàäà÷i ç óñåðåäíåíèìè óìîâàìè íà ïåðôîðîâàíèõ äiëÿíêàõ ïåðåãîðîäîê.
Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè äîñëiäæåíü åâîëþöiéíî¨ i ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷.
Êëþ÷îâi ñëîâà: êàïiëÿðíà ðiäèíà, ïåðôîðîâàíi ïåðåãîðîäêè, ìàëi
êîëèâàííÿ, âëàñíi ÷àñòîòè êîëèâàíü.

Áîðèñîâ Ä. È., Áîðèñîâ È. Ä., Ìàëûå êîëåáàíèÿ êàïèëëÿðíîé
æèäêîñòè â ñîñóäå ñ ïåðôîðèðîâàííûìè ïåðåãîðîäêàìè.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàëûå äâèæåíèÿ êàïèëëÿðíîé æèäêîñòè â ñîñóäå,
ñåêöèîíèðîâàííîì ïåðôîðèðîâàííûìè ïåðåãîðîäêàìè. Äàíà ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è ñ óñðåäíåííûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè
íà ïåðôîðèðîâàííûõ ó÷àñòêàõ ïåðåãîðîäîê. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû
èññëåäîâàíèÿ ýâîëþöèîííîé è ñïåêòðàëüíîé çàäà÷.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: êàïèëëÿðíàÿ æèäêîñòü, ïåðôîðèðîâàííûå ïåðåãîðîä-
êè, ìàëûå êîëåáàíèÿ, ñîáñòâåííûå ÷àñòîòû êîëåáàíèé.

D. I. Borysov, I. D. Borysov, Small motions of a capillary �uid in
the tank with perforated ba�ers. Small motions of a capillary �uid in
the tank partitioned by perforated ba�ers are considered. A mathematical
formulation of the problem with the averaged boundary conditions on
perforated sections of the ba�ers is formulated. The results of the study of
evolutionary and spectral problems are presented.
Keywords: capillary �uid, perforated ba�ers, small oscillations,
eigenfrequencies of oscillations.
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Âñòóï
Äîñëiäæåííÿ êîëèâàíü ðiäèíè â ÷àñòêîâî çàïîâíåíèõ áàêàõ ìàþòü âåëè-

êå ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ. Îòðèìàíi äî öüîãî ÷àñó ðåçóëüòàòè âiäîáðàæåíi â
÷èñåëüíèõ ïóáëiêàöiÿõ (äèâ., íàïðèêëàä, ìîíîãðàôi¨ [1]�[11] i âêàçàíó â íèõ
áiáëiîãðàôiþ). Iç ñòàòåé, ÿêi âèéøëè ïîðiâíÿíî íåäàâíî, âiäçíà÷èìî [12]�[17].

Â áiëüøîñòi ðîáiò ðîçãëÿäàþòüñÿ áàêè äîñòàòíüî ïðîñòî¨ ãåîìåòði¨. Íàÿâ-
íiñòü ïåðåãîðîäîê òà iíøèõ ïðèñòðî¨â, ðîçòàøîâàíèõ âñåðåäèíi áàêà, çíà÷íî
óñêëàäíþ¹ òåîðåòè÷íèé i ÷èñåëüíèé àíàëiç ïðîöåñiâ êîëèâàíü. Ïðèêëàäè ðî-
çðàõóíêiâ ÷àñòîò i ôîðì âiëüíèõ êîëèâàíü ðiäèíè â áàêàõ ç ïåðåãîðîäêàìè
íàâåäåíî â [12]�[15].

Â [14]�[15] ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî ïåðåãîðîäêè ìàþòü ïåðôîðàöiéíi îòâîðè.
Öå äîäàòêîâî óñêëàäíþ¹ ðîçðàõóíêè ãiäðîäèíàìi÷íèõ õàðàêòåðèñòèê áàêiâ.
Äëÿ ïîäîëàííÿ öèõ òðóäíîùiâ âèêîðèñòîâóþòüñÿ óñåðåäíåíi óìîâè íà ïåðåãî-
ðîäêàõ. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî êiëüêiñòü ïåðôîðàöiéíèõ îòâîðiâ âåëèêà,
à ¨õíi ðîçìiðè é âiäñòàíi ìiæ íèìè äîñòàòíüî ìàëi.

Â äàíié ðîáîòi, ÿê i â [14]�[15], ðîçãëÿäàþòüñÿ êîëèâàííÿ iäåàëüíî¨ ðiäè-
íè â íåðóõîìié ïîñóäèíi ç ïåðôîðîâàíèìè ïåðåãîðîäêàìè; äîäàòêîâî âðàõî-
âóþòüñÿ ñèëè ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó (êàïiëÿðíi ñèëè), ÿêi âiäiãðàþòü ñóòò¹âó
ðîëü â óìîâàõ íåâàãîìîñòi. Âñòàíîâëåíi çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ñïåêòðó ÷àñòîò
âëàñíèõ íîðìàëüíèõ êîëèâàíü ðiäèíè. Ðîçãëÿíóòi ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi åâî-
ëþöiéíî¨ çàäà÷i ïðî ìàëi ðóõè ðiäèíè â îêîëi ðiâíîâàæíîãî ñòàíó.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i
Íåõàé ðiäèíà ÷àñòêîâî çàïîâíþ¹ íåðóõîìié áàê, ñåêöiîíîâàíèé ïåðôîðî-

âàíèìè ïåðåãîðîäêàìè (äèâ. ðèñ.1). Áóäåìî ââàæàòè, ùî ðiäèíà çíàõîäèòüñÿ
ïiä äi¹þ ñèë ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó è çîâíiøíüîãî îäíîðiäíîãî ïîëþ ìàñîâèõ
ñèë. Ôîðìà âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè â ñòàíi ðiâíîâàãè ââàæà¹òüñÿ âiäîìîþ.

Ðèñ. 1: Äî ïîñòàíîâêè çàäà÷i

Îêðåìi ñåêöi¨ (îáëàñòi) áàêà ïîçíà÷èìî ÿê Ωk, k ∈ 1, N0, äå N0 � çàãàëüíå
÷èñëî ñåêöié, ÿêi ìiñòÿòü ðiäèíó. Ïåðøi N (N ≤ N0) ñåêöié ââàæàþòüñÿ çà-
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ïîâíåíi ðiäèíîþ ëèøå ÷àñòêîâî. Íåõàé Γ ïîçíà÷à¹ âiëüíó ïîâåðõíþ ðiäèíè,
Γk � âiëüíó ïîâåðõíþ ðiäèíè â k-é (k ≤ N ) ÷àñòêîâî çàïîâíåíié ñåêöi¨, òàê
ùî Γ = ∪N

k=1Γk. Íàäàëi, äëÿ ïðîñòîòè, áóäåìî ââàæàòè, ùî ïîâåðõíÿ Γk ïðè
∀k ∈ 1, N ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî êîìïîíåíòà çâ'ÿçíîñòi.

Ââàæàþ÷è òîâùèíó ïåðåãîðîäîê çíà÷íî ìåíøîþ õàðàêòåðíîãî ëiíiéíîãî
ðîçìiðó áàêà, áóäåìî îòîòîæíþâàòè ïåðåãîðîäêó ìiæ äâîìà ñóìiæíèìè îá-
ëàñòÿìè Ωj , Ωk ç ¨¨ ñåðåäèííîþ ïîâåðõíåþ Sjk (j < k). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Sk

ïîâåðõíþ êîíòàêòó ðiäèíè, ÿêà ìiñòèòüñÿ â Ωk, k ≥ 1, iç çîâíiøíüîþ ñòií-
êîþ áàêà S; äî Sk áóäåìî âiäíîñèòè òàêîæ äiëÿíêó ïåðåãîðîäêè, ÿêà ðîçäiëÿ¹
ãàçîâó ïîðîæíèíó i îáëàñòü Ωk, k ≥ 1. Íîðìàëi ~n äî ïîâåðõîíü Sjk óìîâèìî-
ñÿ ñïðÿìîâóâàòè â áiê îáëàñòi ç áiëüøèì íîìåðîì; íîðìàëi äî ïîâåðõîíü Γ i
Sk áóäåìî ââàæàòè çîâíiøíiìè ñòîñîâíî îáëàñòi Ω := ∪N0

k=1Ωk, ÿêà çàïîâíåíà
ðiäèíîþ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç IΩ ìíîæèíó ïàð öiëèõ ÷èñåë (jk), ÿêi âiäïîâiäàþòü ñó-
ìiæíèì îáëàñòÿì Ωj , Ωk. Âiäçíà÷èìî, ùî äëÿ äåÿêèõ íîìåðiâ j, k ∈ 1, N ïî-
âåðõíi Sjk, Sk ìîæóòü áóòè ïîðîæíiìè ìíîæèíàìè.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ(t, ~x) ïîòåíöiàë ïîëÿ øâèäêîñòåé ðiäèíè â îáëàñòi Ω,
÷åðåç ζ(t, ξ1, ξ2) � âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè Γ(t), ÿêå âiäðàõîâó¹òüñÿ
ïî íîðìàëi âiä ðiâíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ Γ (ξ1, ξ2 � êîîðäèíàòíi ïàðàìåòðè íà
Γ). Ïðèïóñòèìî, ùî êiëüêiñòü îòâîðiâ ó ïåðôîðîâàíié äiëÿíöi ïåðåãîðîäêè
äîñèòü âåëèêå, à ¨õíi ðîçìiðè é âiäñòàíi ìiæ íèìè ìàëi. Ïðè öèõ ïðèïóùåí-
íÿõ ìàëi ïîòåíöiàëüíi ðóõè ðiäèíè ïîáëèçó ðiâíîâàæíîãî ñòàíó â ëiíiéíîìó
íàáëèæåííi îïèñóþòüñÿ íàñòóïíèìè ðiâíÿííÿìè, ãðàíè÷íèìè é ïî÷àòêîâèìè
óìîâàìè [14]�[15]:

∆ϕ(k)(t, ~x) = 0 â Ωk, k ∈ 1, N0; (1)

∂ζ(k)

∂t
=

∂ϕ(k)

∂n
íà Γk, k ∈ 1, N ; (2)

ρ
∂ ϕ(k)

∂ t
+ σ(−∆(k)

Γ + a(k))ζ(k) = ρ f(t, ~x) + c(t) íà Γk, k ∈ 1, N ; (3)

∂ζ(k)

∂ν
+ æ(k)ζ(k) = 0 íà ∂Γk, k ∈ 1, N ; (4)

∂ϕ(j)

∂n
=

∂ϕ(k)

∂n
= qjk(ϕ(k) − ϕ(j)) íà Sjk, (jk) ∈ IΩ; (5)

∂ϕ(k)

∂n
= 0 íà Sk, k ∈ 1, N0; (6)

ζ(k)
∣∣∣
t=0

= ζ
(k)
0 (ξ1, ξ2),

∂ϕ(k)

∂n

∣∣∣∣∣
t=0

= ζ
(k)
1 (ξ1, ξ2) íà Γk, k ∈ 1, N ; (7)

a := −ρ

σ
~g · ~n− (k2

1 + k2
2), æ :=

kΓ cos α + kS

sin α
.
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Òóò ∆(k)
Γ � îïåðàòîð Ëàïëàñà�Áåëüòðàìi íà ïîâåðõíi Γk; σ � êîåôiöi¹íò

ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó íà âiëüíié ïîâåðõíi Γ; ρ � ãóñòèíà ðiäèíè; qjk(~x) � ïðî-
íèêíiñòü ïåðåãîðîäêè Sjk; k1, k2 � ãîëîâíi êðèâèíè âiëüíî¨ ïîâåðõíi Γ; ∂Γk

� êîíòóð, ÿêèé îáìåæó¹ âiëüíó ïîâåðõíþ Γk; kΓ, kS � êðèâèíà ïåðåòèíiâ
ïîâåðõîíü Γ i S ïëîùèíîþ, ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî êîíòóðà ∂ Γ := ∪N

k=1∂Γk;
α � êóò çìî÷óâàííÿ � äâîãðàííèé êóò, ÿêié ñòâîðþ¹òüñÿ ðiäèíîþ â òî÷êàõ
êîíòóðà ∂Γ; ~ν � íîðìàëü äî êîíòóðà ∂Γ, ùî ðîçòàøîâàíà â äîòè÷íié äî Γ
ïëîùèíi; f(t, ~x) � ñèëîâà ôóíêöiÿ çáóðåííÿ çîâíiøíüîãî ïîëÿ ìàñîâèõ ñèë;
~g � iíòåíñèâíiñòü çîâíiøíüîãî ñèëîâîãî ïîëÿ; c(t) � äîâiëüíà ôóíêöiÿ ÷àñó t;
ζ
(k)
0 (ξ1, ξ2), ζ

(k)
1 (ξ1, ξ2) � çàäàíi ôóíêöi¨, ùî âèçíà÷àþòü ïî÷àòêîâi âiäõèëåííÿ

é øâèäêîñòi òî÷îê âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè.
Â (1) � (7) i íàäàëi âåðõíié iíäåêñ ó êðóãëèõ äóæêàõ îçíà÷à¹ íîìåð îáëàñòi

àáî ïîâåðõíi, äî ÿêî¨ âiäíîñèòüñÿ òà àáî iíøà ôóíêöiÿ.
Ïîëå øâèäêîñòåé ~v(k)(t, ~x) ðiäèíè â îáëàñòi Ωk âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç ïîòåí-

öiàë ϕ(k)(t, ~x) çãiäíî ñïiââiäíîøåííÿ: ~v(k) := ∇ϕ(k)(t, ~x), k ∈ 1, N0. Ðiâíÿí-
íÿ (1) ¹ íàñëiäêîì ðiâíÿííÿ íåïåðåðâíîñòi div~v(k) = 0 i ïîòåíöiàëüíîñòi ðóõó
ðiäèíè. Ðiâíÿííÿ (2), (3) ¹ ëiíåàðèçîâàíi êiíåìàòè÷íi i äèíàìi÷íi óìîâè íà
âiëüíié ïîâåðõíi ðiäèíè. Äèíàìi÷íi óìîâè (3) íà ïîâåðõíÿõ Γk, k ∈ 1, N çàïè-
ñàíi â ïðèïóùåííi, ùî âñi ãàçîâi ïîðîæíèíè ñïîëó÷åíi ìiæ ñîáîþ. Êîåôiöi¹íò
ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó σ(= const) ïðèïóñêà¹òüñÿ îäíàêîâèì äëÿ âñiõ ïîâåðõîíü
Γk, k ∈ 1, N . Êóò çìî÷óâàííÿ α ââàæà¹òüñÿ çàäàíîþ ôóíêöi¹þ òî÷îê êîíòóðó
∂Γ. Ïðè öüîìó ââàæà¹òüñÿ, ùî êîæíèé êîíòóð ∂Γk ïåðåòèíà¹òüñÿ ç ïîâåðõ-
íåþ Sk ïî ¨¨ íåïðîíèêíåíié äiëÿíöi.

Óìîâè (5) îòðèìàíî óñåðåäíåííÿì òî÷íèõ (ó ðàìêàõ ìîäåëi iäåàëüíî¨
ðiäèíè) ãðàíè÷íèõ óìîâ íà ïåðåãîðîäêàõ Sjk, ùî ðîçäiëÿþòü ñóìiæíi îá-
ëàñòi Ωj , Ωk. Ôóíêöi¨ qjk(~x) â öèõ óìîâàõ ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè, ïðè÷îìó
qjk(~x) ≡ 0 íà íåïåðôîðîâàíèõ äiëÿíêàõ ïåðåãîðîäîê. Ìàòåìàòè÷íå îá ðóíòó-
âàííÿ óìîâ (4) íàâåäåíî â [18]�[20].

Äëÿ âiäõèëåíü âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè âiä ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ïîâèííà
âèêîíóâàòèñÿ óìîâà:

∑

k∈1,N

∫

Γk

ζ(k)(t, ξ1, ξ2)dΓ =0 ∀t ≥ 0. (8)

Ôóíêöi¨ ζ
(k)
0 , ζ

(k)
1 â (7) ïîâèííi çàäîâîëüíÿòè óìîâi (8).

2. Îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëüíå ôîðìóëþâàííÿ
åâîëþöiéíî¨ çàäà÷i

Çâåäåìî åâîëþöiéíó çàäà÷ó (1) � (7) äî çàäà÷i Êîøi äëÿ îïåðàòîðíî-
äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Ââå-
äåìî N -êîìïîíåíòíi ôóíêöi¨ ζ := (ζ(1), ζ(2), ..., ζ(N))τ , äå êîæíà ç ôóíêöié
ζ(k) âèçíà÷åíà íà ïîâåðõíi Γk i ¹ åëåìåíòîì ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó L2(Γk), à
âåðõíié èíäåêñ τ îçíà÷à¹ îïåðàöiþ òðàíñïîíóâàííÿ. Ôóíêöi¨ ζ, ÿêi âèçíà÷åíi
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íà âiëüíié ïîâåðõíi ðiäèíè Γ := ∪N
k=1Γk, áóäåìî ââàæàòè åëåìåíòàìè ãiëüáåð-

òîâîãî ïðîñòîðó L2(Γ) := L2(Γ1)⊕ L2(Γ2)⊕ ...⊕ L2(ΓN ). Ñêàëÿðíèé äîáóòîê
i íîðìà â L2(Γ) ìàþòü âèãëÿä:

(ζ, η)0 :=
∑

k∈1,N

∫

Γk

ζ(k)η̄(k)dΓ, ‖ζ‖0 := (ζ, ζ)1/2
0 .

Ïîçíà÷èìî ÿê H0(Γ) ïiäïðîñòið ôóíêöié ç L2(Γ), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìî-
âi (8). Ïiäïðîñòið H0(Γ) ¹ îðòîãîíàëüíèì äîïîâíåííÿì ó L2(Γ) äî îäíîâèìið-
íîãî ïiäïðîñòiðó, íàòÿãíóòîìó íà ôóíêöiþ eΓ := (1, 1, ..., 1)τ , ÿêà äîðiâíþ¹
òîòîæíî 1 íà âiëüíié ïîâåðõíi Γ, òàê ùî H0(Γ) := L2(Γ) ª {eΓ}. Çãiäíî ç (8)
âiäõèëåííÿ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäèíè âiä ðiâíîâàæíîãî ñòàíó ¹ åëåìåíòîì ïðî-
ñòîðó H0(Γ), òîáòî ζ(t, ξ1, ξ2) ∈ H0(Γ)∀t ≥ 0.

Ðîçãëÿíåìî äîïîìiæíó êðàéîâó çàäà÷ó:

∆φ(k)(~x) = 0 â Ωk, k ∈ 1, N0; (9)

∂ϕ(k)

∂n
= χ(k) íà Γk, k ∈ 1, N ; (10)

∂φ(j)

∂n
=

∂φ(k)

∂n
= qjk

(
φ(k) − φ(j)

)
íà Sjk, (jk) ∈ IΩ; (11)

∂φ(k)

∂n
= 0 íà Sk, k ∈ 1, N0; (12)

äå ôóíêöi¨ χ(k) ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè. Áóäåìî ââàæàòè, ùî ñåðåäèííi ïî-
âåðõíi ïåðåãîðîäîê Sjk, ïîâåðõíÿ ïîñóäèíè S i âiëüíà ïîâåðõíÿ ðiäèíè Γ ¹
äîñòàòíüî ãëàäêèìè é ïåðåòèíàþòüñÿ îäèí ç îäíèì ïiä êóòàìè, âiäìiííè-
ìè âiä íóëÿ. Ôóíêöi¨ qjk(~x) ïiäïîðÿäêó¹ìî óìîâi: 0 ≤ qjk ≤ q0 ∀(jk) ∈ IΩ,
äå q0 � äåÿêà äîäàòíà êîíñòàíòà.

Óâåäåìî ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið H1(Ω) := H1(Ω1)⊕H1(Ω2)⊕...⊕H1(ΩN ), äå
H1(Ωk) îçíà÷à¹ ïðîñòið Ñîáîë¹âà ôóíêöié, ùî íàëåæàòü L2(Ωk) ðàçîì iç óçà-
ãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè ïåðøîãî ïîðÿäêó. Íàãàäà¹ìî, ùî Ω îçíà÷à¹ îá'¹äíàííÿ
îáëàñòåé, çàéíÿòèõ ðiäèíîþ: Ω := ∪N0

k=1Ωk.
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç γ

(k)
Γ , k ∈ 1, N îïåðàòîð ñëiäó, ùî çiñòàâëÿ¹ äîâiëüíié

ôóíêöi¨ ϕ(k) ∈ H1(Ωk), k ∈ 1, N ¨¨ çíà÷åííÿ íà ïîâåðõíi Γk: γ
(k)
Γ ϕ(k) :=

= ϕ(k)
∣∣
Γk
. ßê âiäîìî [21], îïåðàòîðè γ

(k)
Γ îáìåæåíî äiþòü iç H1(Ωk) â

H1/2(Γk), äå H1/2(Γk) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà�Ñëîáîäåöüêîãî. Âèçíà÷èìî îïå-
ðàòîð γΓ := diag(γ(1)

Γ , γ
(2)
Γ , ..., γ

(N)
Γ ), ùî çiñòàâëÿ¹ äîâiëüíié ôóíêöi¨ ϕ ∈ H1(Ω)

¨ ¨ çíà÷åííÿ íà ïîâåðõíi Γ : γΓϕ := ϕ|Γ. Îïåðàòîð γΓ, âíàñëiäîê îáìåæåíîñòi
γ

(k)
Γ ∀ k ∈ 1, N , òàêîæ ¹ ëiíiéíèì îáìåæåíèì îïåðàòîðîì, ùî äi¹ ç ãiëüáåðòî-

âîãî ïðîñòîðó H1(Ω) â ïðîñòið H1/2(Γ) := H1/2(Γ1)⊕H1/2(Γ2)⊕...⊕H1/2(ΓN ).
Óâåäåìî ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið

H1
0 (Ω) :=

{
ϕ : ϕ ∈ H1(Ω), γΓϕ ∈ H

1/2
0 (Γ) := H1/2(Γ) ∩ H0(Γ)

}
.
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Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî â ïðèéíÿòèõ ïðèïóùåííÿõ iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíå-
íèé ðîçâ'ÿçîê φ ∈ H1

0 (Ω) êðàéîâî¨ çàäà÷i (9)�(12) äëÿ äîâiëüíèõ ôóíêöié
χ := (χ(1), χ(2), ..., χ(N))τ ∈ H

−1/2
0 (Γ), äå H

−1/2
0 (Γ) � ïðîñòið ñïðÿæåíèé äî

H
1/2
0 (Γ) âiäíîñíî ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â H0(Γ). Ïiä óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì

öi¹¨ çàäà÷i ðîçóìi¹òüñÿ ôóíêöiÿ φ := (φ(1), φ(2), ..., φ(N0))τ ∈ H1
0 (Ω), ùî çàäî-

âîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi:

∑

k∈1,N0

∫

Ωk

∇φ(k) · ∇η̄(k)dΩ +
∑

(jk)∈IΩ

∫

Sjk

qjk(φ(k) − φ(j))(η̄(k) − η̄(j))dS =

= (χ, γΓη)0 ∀η := (η(1), η(2), ..., η(N))τ ∈ H1
0 (Ω). (13)

Òóò i äàëi (·, ·)0 îçíà÷à¹ ïðîäîâæåííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó â H0(Γ) íà ñïðÿ-
æåíi ïðîñòîðè H

1/2
0 (Γ) é H

−1/2
0 (Γ).

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç A îïåðàòîð, ùî ðîçâ'ÿçó¹ êðàéîâó çàäà÷ó (9)�(12), òàê
ùî φ = Aχ. Îïåðàòîð A � ëiíiéíèé îáìåæåíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ ç ïðîñòîðó
H
−1/2
0 (Γ) â ïðîñòið H1

0 (Ω). Óâåäåìî îïåðàòîð C := γΓA, ùî îáìåæåíî äi¹ ç
H
−1/2
0 (Γ) â H

1/2
0 (Γ). Â [14] äîâåäåíî, ùî çâóæåííÿ C íà H0(Γ) ¹ ñàìîñïðÿæå-

íèé äîäàòíèé òà êîìïàêòíèé îïåðàòîð ó H0(Γ).
Çiñòàâëÿþ÷è åâîëþöiéíó (1)�(8) i äîïîìiæíó (9)�(12) çàäà÷i, íåâàæêî

âñòàíîâèòè, ùî ïîòåíöiàë øâèäêîñòåé ϕ i âiäõèëåííÿ ζ âiëüíî¨ ïîâåðõíi ðiäè-
íè âiä ðiâíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ çâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè:

ϕ = A
∂ζ

∂t
, ϕ|Γ = γΓA

∂ζ

∂t
= C

∂ζ

∂t
. (14)

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L(k) åëiïòè÷íèé äèôåðåíöiàëüíèé îïåðàòîð 2-ãî ïîðÿä-
êó:

L(k)ζ(k) := (−∆(k)
Γ + a(k))ζ(k), k ∈ 1, N,

âèçíà÷åíèé íà ôóíêöiÿõ ζ(k) ∈ H2(Γk), ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì (4)
(H2(Γk) � ïðîñòið Ñîáîë¹âà ñêàëÿðíèõ ôóíêöié, ùî íàëåæàòü L2(Γk) ðàçîì
ç óçàãàëüíåíèìè ïîõiäíèìè äî äðóãîãî ïîðÿäêó âêëþ÷íî). Óâåäåìî îïåðàòîð
L := diag(L(1), L(2), ..., L(N)) i îïåðàòîð B,

Bζ := PH0Lζ = Lζ − eΓ

|Γ|(Lζ, eΓ)0, (15)

ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ

D(B) :=



ζ : ζ ∈ H2(Γ) ∩H0(Γk),

(
∂ ζ

∂ ν
+ æ ζ

)∣∣∣∣
∂Γ

= 0 íà ∂Γ :=
⋃

k∈1,N

Γk



 ,

äå PH0 � îïåðàòîð îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ â L2(Γ) íà ïiäïðîñòið H0(Γ).
Âiäçíà÷èìî, ùî |Γ| â (15) îçíà÷à¹ ïëîùó âñi¹¨ âiëüíî¨ ïîâåðõíi Γ, òàê ùî
|Γ| := ∑N

k=1 |Γk|.
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ßê âiäîìî, êîæíèé iç îïåðàòîðiâ L(k), k ∈ 1, N � äîïóñêà¹ ðîçøèðåííÿ çà
Ôðiäðiõñîì äî ñàìîñïðÿæåíîãî îáìåæåíîãî çíèçó îïåðàòîðà â L2(Γ) ç îáëà-
ñòüþ âèçíà÷åííÿ D(L(k)) ⊂ H1(Γk) [5, 11]. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð B
ìîæíà ðîçøèðèòè äî ñàìîñïðÿæåíîãî îáìåæåíîãî çíèçó îïåðàòîðà â H0(Γ) ç
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ D(B) ⊂ H1

0 (Γ). Íàäàëi öå ðîçøèðåííÿ áóäåìî ïîçíà÷àòè
ÿê i ðàíiøå ÷åðåç B.

Çâåðòàþ÷èñü äî äèíàìi÷íî¨ óìîâè (3), à òàêîæ äî ïî÷àòêîâèõ óìîâ (7),
ïðèéäåìî äî çàäà÷i Êîøi â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H0(Γ), ùî îïèñó¹ ìàëi
ïîòåíöiàëüíi ðóõè êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè ïîáëèçó ðiâíîâàæíîãî ñòàíó:

ρC
d2ζ

dt2
+ σBζ = ρf0(t) (t > 0), ζ(0) = ζ0,

dζ(0)
dt

= ζ1. (16)

ζ0 := (ζ(1)
0 , ζ

(2)
0 , . . . , ζ

(N)
0 )τ , ζ1 := (ζ(1)

1 , ζ
(2)
1 , . . . , ζ

(N)
1 )τ ,

f0(t) := f(t)− 1
|Γ|

∫

Γ

f(t)dΓ.

Ðiâíîâàæíèì ñòàíàì ðiäèíè âiäïîâiäàþòü ñòàöiîíàðíi çíà÷åííÿ ôóíêöiî-
íàëà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨

Π :=
∑

k∈1,N

σ|Γk|+
∑

k∈1,N0

(σg − σf )|Sk| −
∑

k∈1,N0

∫

Ωk

ρ(~g · ~x)dΩ, (17)

òàê ùî δΠ(Γ; ζ) = 0 ∀ζ ∈ H0(Γ), äå δ Π(Γ; ζ) � ïåðøà âàðiàöiÿ ôóíêöiîíàëà
Π (σf , σg = const � êîåôiöi¹íòè ïîâåðõíåâîãî íàòÿãó íà ïîâåðõíÿõ êîíòàê-
òó ðiäèíè òà ãàçó ç òâåðäîþ ñòiíêîþ). Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî äðóãà âàðiàöiÿ
ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ δ2Π(Γ; ζ) çáiãà¹òüñÿ (ç òî÷íiñòþ äî ìíîæíèêà) iç êâàä-
ðàòè÷íîþ ôîðìîþ îïåðàòîðà B, òàê ùî ó âèïàäêó ìàëèõ âiäõèëåíü âiëüíî¨
ïîâåðõíi ðiäèíè âiä ðiâíîâàæíîãî ïîëîæåííÿ ìîæíà ïðèéíÿòè

Π ' 1
2
δ2Π(Γ; ζ) =

σ

2
(Bζ, ζ)0 =

=
σ

2

∑

k∈1,N




∫

Γk

(∣∣∣∇(k)
Γ ζ(k)

∣∣∣
2
+ a(k)

∣∣∣ζ(k)
∣∣∣
2
)

dΓ +
∫

∂Γk

æ(k)
∣∣∣ζ(k)

∣∣∣
2
ds


, (18)

äå ∇(k)
Γ (·) � ïîâåðõíåâèé ãðàäi¹íò ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà Γk, ds � åëåìåíò

äîâæèíè êîíòóðó ∂Γ.
Êiíåòè÷íà åíåðãiÿ ïîòåíöiàëüíèõ ðóõiâ ðiäèíè ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, ÿêà ñïîëó÷åíà ç îïåðàòîðîì C:
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K =
ρ

2

∑

k∈1,N

(
C

∂ζ

∂ t

(k)

,
∂ζ

∂ t

(k)
)

0

=

=
ρ

2




∑

k∈1,N0

∫

Ωk

∣∣∣∇ϕ(k)
∣∣∣
2
dΩ +

∑

(jk)∈IΩ

∫

Sjk

qjk

∣∣∣ϕ(k) − ϕ(j)
∣∣∣
2
dS


 . (19)

Ïîðiâíÿíî çi çâè÷àéíèì âèðàçîì äëÿ êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨ ïîòåíöiàëüíèõ êîëè-
âàíü ðiäèíè ïðàâà ÷àñòèíà ðiâíîñòi (19) ìiñòèòü äîäàòêîâèé äîäàíîê; ïîÿâà
öüîãî äîäàíêà ïîÿñíþ¹òüñÿ òèì, ùî êiíåòè÷íà åíåðãiÿ âèçíà÷åíà ÷åðåç óñå-
ðåäíåíèé ïîòåíöiàë øâèäêîñòåé ðiäèíè.

Âíàñëiäîê ðiâíîñòåé (18), (19) îïåðàòîðè B, C áóäåìî íàçèâàòè îïåðàòî-
ðàìè ïîòåíöiàëüíî¨ i êiíåòè÷íî¨ åíåðãié, âiäïîâiäíî.

3. Âëàñíi êîëèâàííÿ ðiäèíè. Ðîçâ'ÿçíiñòü åâîëþöiéíî¨ çàäà÷i.
Åâîëþöiéíà çàäà÷à (16) â òî÷íîñòi çáiãà¹òüñÿ ç îïåðàòîðíî-äèôåðåíöiàëü-

íèì ôîðìóëþâàííÿì êëàñè÷íî¨ çàäà÷è ïðî ìàëi ðóõè êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè â
÷àñòêîâî çàïîâíåíî¨ ïîñóäèíi [3, 5, 11]. Ïðè öüîìó çáåðiãàþòüñÿ îñíîâíi âëà-
ñòèâîñòi îïåðàòîðiâ ïîòåíöiàëüíî¨ i êiíåòè÷íî¨ ¹íåðãié. Öå äîçâîëÿ¹ ïåðåíåñòè
ðåçóëüòàòè, îòðèìàíi â [3, 5, 11], íà ðîçãëÿäà¹ìèé âèïàäîê êîëèâàíü ðiäèíè
â ïîñóäèíi ç ïåðôîðîâàíèìè ïåðåãîðîäêàìè.

Âëàñíi íîðìàëüíi êîëèâàííÿ ðiäèíè îïèñóþòüñÿ ðîçâ'ÿçêàìè îäíîðiäíîãî
ðiâíÿííÿ (16), ùî çàëåæàòü âiä ÷àñó t çà çàêîíîì

ζ = exp (i ω t)u(~x),

äå ω � êðóãîâà ÷àñòîòà êîëèâàíü, u(~x), ~x ∈ Γ � ìîäà êîëèâàíü âiëüíî¨ ïî-
âåðõíi ðiäèíè. Ðiâíÿííÿ (16) ïðè f0 ≡ 0 ïðèâîäèòü äî ñïåêòðàëüíî¨ çàäà÷i

Bu = λCu, λ := ω2ρ/σ. (20)

Îïåðàòîð ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ B � îáìåæåíèé çíèçó îïåðàòîð ç äèñêðåòíèì
äiéñíèì ñïåêòðîì. Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó B ìà¹ n âiä'¹ìíèõ, n0 íóëüîâèõ
i ðàõóíêîâó ìíîæèíó äîäàòíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü λk(B). Âñi âëàñíi çíà÷åííÿ
îïåðàòîðà B ïðîíóìåðó¹ìî, ÿê çâè÷àéíî, ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ ç óðàõóâàííÿì
¨õ êðàòíîñòåé,

λ1(B) ≤ λ2(B) ≤ . . . ≤ λn(B) < 0, λn+1(B) = ... = λn+n0(B) = 0,

0 < λn+n0+1(B) ≤ λn+n0+2(B) ≤ λn+n0+3(B) ≤ . . . . (21)

Ñêîðèñòàâøèñü ðåçóëüòàòàìè [5, 11], ñôîðìóëþ¹ìî çàãàëüíi âëàñòèâîñòi
âëàñíèõ çíà÷åíü i âëàñíèõ ôóíêöié çàäà÷i (20).
Òåîðåìà 1. Íåõàé âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ B çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâàì (21). Òîäi çàäà÷à (20) ìà¹ äèñêðåòíèé ñïåêòð {λk}∞k=1,
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ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ iç âëàñíèõ çíà÷åíü λk ñêií÷åííî¨ êðàòíîñòi; óñi âëàñíi
çíà÷åííÿ äiéñíi, ïðè÷îìó λk := λ−k < 0 ∀ k ∈ 1, n, λn+k := λ0

k = 0 ∀ k ∈
1, n0, λn+n0+k := λ+

k > 0 ∀ k ∈ 1,∞, λ+
k → +∞ ïðè k → +∞. Ñóêóïíiñòü

âëàñíèõ ôóíêöié {uk}∞k=1 :=
{
u−k

}n

k=1
∪ {

u0
k

}n0

k=1
∪ {

u+
k

}∞
k=1

(u0
k, u

±
k � âëàñíi

ôóíêöi¨, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì λ0
k, λ

±
k ) ïîâíà â H0(Γ), ñòâî-

ðþ¹ áàçèñ Ðèññà â öüîìó ïðîñòîði i ìîæå áóòè îáðàíà òàê, ùîá âèêîíóâà-
ëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿ:

(B uj , uk)0 = δjkλk, (C uj , uk)0 = δjk.

Ñïåêòðàëüíà çàäà÷à (20) äîïóñêà¹ âàðiàöiéíå ôîðìóëþâàííÿ. Âëàñíi çíà-
÷åííÿ öi¹¨ çàäà÷i ìîæíà çíàéòè ÿê ïîñëiäîâíi ìiíiìóìè ñïiââiäíîøåííÿ

(Bu, u)0
(Cu, u)0

=

∑
k∈1,N

[
∫
Γk

(∣∣∣∇(k)
Γ u(k)

∣∣∣
2
+ a(k)

∣∣u(k)
∣∣2

)
dΓ +

∫
∂Γk

æ(k)
∣∣u(k)

∣∣2ds

]

∑
k∈1,N0

∫
Ωk

∣∣∇ϕ(k)
∣∣2dΩ +

∑
(jk)∈IΩ

∫
Sjk

qjk

∣∣ϕ(k) − ϕ(j)
∣∣2 dS

. (22)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:

γk := |λ−k σ/ρ|1/2 > 0 ∀k ∈ 1, n, ω0
k := 0 ∀k ∈ 1, n0,

ω+
k := (λ+

k σ/ρ)1/2 > 0 ∀k ∈ 1,∞.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ñïåêòð {ωk} âëàñíèõ ÷àñòîò êîëèâàíü ðiäèíè ìiñòèòü n

ïàð óÿâíèõ "÷àñòîò"{± iγk}n
k=1, à òàêîæ n0 íóëüîâèõ

{
ω0

k = 0
}n0

k=1
i ðàõóíêîâó

ìíîæèíó âiä'¹ìíèõ i äîäàòíèõ ÷àñòîò ±{
ω+

k

}∞
k=1

. Òî÷íî êàæó÷è, ôiçè÷íèé
ñìèñë êðóãîâî¨ ÷àñòîòè êîëèâàíü ìàþòü òiëüêè âåëè÷èíè ω+

k . Çàáiãàþ÷è âïå-
ðåä, âiäçíà÷èìî òàêîæ, ùî âåëè÷èíè γk, ω

0
k âiäïîâiäàþòü íåñòiéêîìó ñòàíó

ðiâíîâàãè ðiäèíè, ïðè öüîìó γk ¹ iíêðåìåíòè ðîñòó çáóðåíü ïðè âòðàòi ñòié-
êîñòi ðiâíîâàãè.

Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i Êîøi (16) íà âiäðiçêó ÷àñó [0, T ]
áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöiþ ζ(t), íåïåðåðâíó ïî t ∈ [0, T ] ó íîðìi ïðîñòî-
ðó H1

0 (Γ), ç íåïåðåðâíîþ ïåðøîþ ïîõiäíîþ ïî t ∈ [0, T ] ó íîðìi ïðîñòîðó
H
−1/2
0 (Γ),

ζ(t) ∈ C([0, T ];H1
0 (Γ)), ζ ′(t) ∈ C([0, T ]; H−1/2

0 (Γ)) (′ := d/dt),

ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíié òîòîæíîñòi:
∫ T

0

(
ρ(Cζ ′(t), η′(t))0 − σ(Bζ(t), η(t))0 + ρ(f0(t), η(t))0

)
dt+ρ(Cζ1, η(0))0 = 0,

∀ η(t) ∈ L2([0, T ];H1
0 (Γ)), η′(t) ∈ L2([0, T ]; H−1/2

0 (Γ)), η(T ) = 0. (23)
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Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè: ζ0 ∈ H1
0 (Γ), ζ1 ∈ H−1/2

0 (Γ), f0(t) ∈
L2([0, T ];H0(Γ)). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Êîøi (16).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè íåâàæêî îäåðæàòè, ñëiäóþ÷è ñõåìi íàâåäåíié â [5, 11].
Óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (16) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

ζ(t) =
n∑

j=1

c−j (t)u−j +
n0∑

j=1

c0
j (t)u

0
j +

∞∑

j=1

c+
j (t)u+

j , (24)

c−j (t) := α−j ch (γjt) +
β−j
γj

sh (γjt) + 1
γj

t∫
0

sh(γj(t− τ))f−j (τ)dτ,

c0
j (t) := α0

j + β0
j t +

t∫
0

dτ
τ∫
0

f0
j (s)ds,

c+
j (t) := α+

j cos(ω+
j t) +

β+
j

ω+
j

sin(ω+
j t) + 1

ω+
j

t∫
0

sin(ω+
j (t− τ))f+

j (τ)dτ,

α±j := (Cζ0, u
±
j )0, β±j := (Cζ1, u

±
j )0, f±j (t) := (f0(t), u±j )0,

α0
j := (Cζ0, u

0
j )0, β0

j := (Cζ1, u
0
j )0, f0

j (t) := (f0(t), u0
j )0.

Íà çàêií÷åííÿ äàíîãî ðîçäiëó ðîçãëÿíåìî óìîâè ñòiéêîñòi ðiâíîâàæ-
íîãî ñòàíó êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè. Áóäåìî íàçèâàòè ðiâíîâàæíèé ñòàí
ñòiéêèì , ÿêùî äëÿ êîæíîãî ε > 0 ìîæíà âêàçàòè δ > 0 òàêå,
ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïî÷àòêîâèõ çáóðåíü ζ0, ζ1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì
‖ζ0‖H1

0 (Γ) < δ, ‖ζ1‖H
−1/2
0 (Γ)

< δ, âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi:

‖ζ(t)‖H1
0 (Γ) < ε,

∥∥ζ ′(t)
∥∥

H
−1/2
0 (Γ)

< ε ïðè∀t > 0.

Ó âiäñóòíîñòi çáóðåíü çîâíiøíüîãî ïîëÿ ìàñîâèõ ñèë (f ≡ 0) ðiâíîâàæíèé
ñòàí êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè ¹ ñòiéêèé, ÿêùî íàéìåíøå âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðà-
òîðà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ B äîäàòíå, òîáòî λ1(B) > 0, i íåñòiéêèé, ÿêùî
λ1(B) < 0. Äiéñíî, ÿêùî λ1(B) > 0, òî, çâåðòàþ÷èñü äî (24), íåâàæêî ïåðå-
êîíàòèñÿ â òîìó, ùî ïðè f ≡ 0 ðiâíîâàæíèé ñòàí ñòiéêèé. ßêùî λ1(B) < 0,
òî ç (24) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî â öüîìó âèïàäêó iñíóþòü ÿê çàâãîäíî ìàëi
(ïî íîðìi ïðîñòîðó H1

0 (Γ)) ïî÷àòêîâi çáóðåííÿ ðiâíîâàæíîãî ñòàíó òàêi, ùî
‖ζ(t)‖H1

0 (Γ) →∞ ïðè t →∞.
Ñïåêòðàëüíà îçíàêà ñòiéêîñòi: λ1(B) > 0 (àáî íåñòiéêîñòi: λ1(B) < 0) ó

äåÿêèõ âèïàäêàõ äîïóñêà¹ äîñòàòíüî åôåêòèâíó ïåðåâiðêó. Ïðèêëàäè ¨¨ âè-
êîðèñòàííÿ ìîæíà çíàéòè â [6], [17].

Çãiäíî (18) ó ðiâíîâàæíîìó ñòàíi ðiäèíè ôóíêöiîíàë ïîòåíöiàëüíî¨ åíåð-
ãi¨ áóäå ìàòè ëîêàëüíî ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ, ÿêùî îïåðàòîð ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãi¨ B ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèé i îòæå λ1(B) > 0. Ç (18) âèïëèâà¹ òàêîæ,
ùî ó âèïàäêó λ1(B) < 0 äðóãà âàðiàöiÿ ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìîæå ïðèéìàòè
âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ ìiñöå íàñòóïíà
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Òåîðåìà 3. Ó âiäñóòíîñòi çáóðåíü çîâíiøíüîãî ïîëÿ ìàñîâèõ ñèë (f ≡ 0)
ðiâíîâàæíèé ñòàí êàïiëÿðíî¨ ðiäèíè ¹ ñòiéêèì, ÿêùî éîìó âiäïîâiäà¹ içî-
ëüîâàíèé ëîêàëüíèé ìiíiìóì ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨ Π (äèâ.(17)). ßêùî ðiâíî-
âàæíîìó ñòàíó âiäïîâiäà¹ ñòàöiîíàðíå çíà÷åííÿ ôóíêöiîíàëà ïîòåíöiàëüíî¨
åíåðãi¨, ùî íå ¹ ëîêàëüíèì ìiíiìóìîì, i ïðè öüîìó äðóãà âàðiàöiÿ ïîòåí-
öiàëüíî¨ åíåðãi¨ ìîæå ïðèéìàòè âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, òî ðiâíîâàæíèé ñòàí
ðiäèíè ¹ íåñòiéêèì.

Äàíà òåîðåìà ¹ àíàëîãîì âiäîìî¨ òåîðåìè Ëàãðàíæà (i ¨¨ îáåðíåííÿ) ïðî
ñòiéêiñòü ðiâíîâàãè êîíñåðâàòèâíèõ ñèñòåì çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì ñòóïåíiâ
âiëüíîñòi.
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