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Неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку

над скiнченними комутативними кiльцями з

одиницею
У статтi дослiджується неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . над скiнченним комутативним кiльцем 𝑅 з
одиницею, тобто рiвняння з необоротним елементом 𝐵 кiльця 𝑅. На вiдмiну вiд кла-
сичного (явного) лiнiйного рiзницевого рiвняння, неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння
над скiнченним кiльцем 𝑅 може не мати розв’язкiв, а також може мати нескiнченну
кiлькiсть розв’язкiв. Оскiльки будь-яке скiнченне комутативне кiльце з одиницею
iзоморфне скiнченнiй прямiй сумi локальних комутативних кiлець з одиницею, то
рiвняння розпадається на систему рiвнянь над локальними скiнченними комутатив-
ними кiльцями з одиницею. Показано, що умова спiвпадiння з 𝑅 iдеалу (𝐴,𝐵), який
породжено елементами 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅, є необхiдною i достатньою для iснування скiн-
ченного числа розв’язкiв цього рiвняння, пiдраховано кiлькiсть розв’язкiв в разi їх
iснування та надано формулу для загального розв’язку. Умова (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 є необ-
хiдною i достатньою умовою iснування нескiнченного числа розв’язкiв вiдповiдного
однорiдного рiвняння 𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. Також встановлено, що у ви-
падку (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 умова 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . є необхiдною для розв’язностi
неоднорiдного неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння, але не є достатньою, як
показують приклади. При додатковому обмеженнi, що (𝐴,𝐵) є власним головним
iдеалом кiльця 𝑅, ця умова буде також достатньою умовою для iснування розв’язку
розглянутого неоднорiдного рiвняння, в цiй ситуацiї рiвняння має нескiнченно бага-
то розв’язкiв. За умови, що (𝐴,𝐵) є головним iдеалом, спочатку доводиться критерiй
iснування розв’язку у випадку локального комутативного скiнченного кiльця з оди-
ницею, а потiм у випадку довiльного скiнченного комутативного кiльця з одиницею.
Як i в теорiї Фредгольма, показано наступне: якщо вiдповiдне однорiдне рiвнян-
ня має тiльки тривiальний розв’язок, то дослiджуване неоднорiдне рiвняння має
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єдиний розв’язок. На конкретних прикладах продемонстровано роботу доведених
теорем.
Ключовi слова: неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння; скiнченне кiльце; ло-

кальне кiльце, iдеал.
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1. Вступ

У зв’язку iз багаточисленними застосуваннями у 80-хх та 90-хх роках
XX столiття виникла теорiя неявних лiнiйних рiзницевих рiвнянь в вектор-
них просторах з необоротними операторними коефiцiєнтами (див. напри-
клад [1, 2]). Ця теорiя продовжує свiй розвиток i у XXI-му столiттi (див.
наприклад [3, 4, 5]) паралельно з теорiєю неявних лiнiйних рiзницевих рiв-
нянь над комутативними кiльцями [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

Нехай 𝑅 ̸= {0} – скiнченне комутативне кiльце з одиницею, 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅 i
{𝐹𝑛}∞𝑛=0 —послiдовнiсть елементiв кiльця 𝑅. В данiй роботi дослiджується
неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над 𝑅:

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .} . (1)

Як i в [8, 9, 10], рiвняння (1) називається неявним, якщо 𝐵 є необоротним
елементом кiльця 𝑅, i явним в протилежному випадку. Неявнi лiнiйнi рiзни-
цевi рiвняння вигляду (1) над цiлiсними кiльцями дослiджувались в [8, 9],
зокрема над кiльцем цiлих чисел — в [6, 10]. Неявне лiнiйне рiзницеве рiв-
няння (1) над скiнченним кiльцем дослiджувалось ранiше лише у випадку
кiльця лишкiв Z𝑚 = Z/𝑚Z за модулем 𝑚 в [11], i у випадку кiльця Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2)
(𝑝—просте число) у [12]. Дана робота є продовженням дослiджень, якi було
започатковано в роботах [11, 12].

У роздiлi 2 наведено попереднi вiдомостi щодо розв’язностi рiвняння (1)
над довiльним комутативним кiльцем з одиницею, не обов’язково скiнчен-
ним. Оскiльки скiнченне кiльце 𝑅 iзоморфне скiнченнiй прямiй сумi скiнчен-
них локальних комутативних кiлець з одиницею [13], то проблема iснування
та єдиностi розв’язку рiвняння (1) зводиться до проблеми розв’язностi цього
рiвняння над локальним кiльцем 𝑅 (див. наслiдок 1 з теореми 1). Проблемi
класифiкацiї локальних скiнченних кiлець присвячено багато робiт (див. на-
приклад [14, 15] i бiблiографiю в цих роботах). Цiкаво зауважити (див. [16]),
що кожний елемент локального скiнченного комутативного кiльця є оборо-
тним або нiльпотентним.

Основнi результати даної роботи мiстяться у роздiлах 3 та 4. При дослi-
дженнi рiвняння (1) суттєву роль грає iдеал (𝐴,𝐵), який породжено коефi-
цiєнтами цього рiвняння (див. теореми 2–5). Так, умова (𝐴,𝐵) = 𝑅 є необхi-
дною i достатньою для iснування скiнченного числа розв’язкiв рiвняння (1)
(див. теорему 3, де наведено також загальний розв’язок рiвняння (1) в цiй
ситуацiї). Умова

𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 ∈ Z+ (2)
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є необхiдною умовою iснування розв’язку рiвняння (1) (третє твердження ле-
ми 1), але не є достатньою умовою (див. приклад 1). Якщо додатково iдеал
(𝐴,𝐵) є головним iдеалом кiльця 𝑅, то умова (2) є достатньою для iснува-
ння розв’язку рiвняння (1), бiльш того, в цьому випадку iснує нескiнченно
багато розв’язкiв цього рiвняння (див. теорему 5, де також описано загаль-
ний розв’язок рiвняння (1) в цiй ситуацiї). Умова (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 є необхiдною i
достатньою умовою iснування нескiнченної кiлькостi розв’язкiв вiдповiдного
до (1) однорiдного рiвняння (див. теорему 2). Вiдмiтимо, що iдеал (𝐴,𝐵) буде
головним у будь-якому кiльцi 𝑅 головних iдеалiв, зокрема, в кiльцях Z𝑚 та
Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2), над якими дослiджувалось ранiше рiвняння (1) вiдповiдно в [11]
та [12]. Отже, якщо iдеал (𝐴,𝐵) є власним iдеалом кiльця 𝑅 i не є головним,
то при виконаннi умови (2) неоднорiдне рiвняння (1) або не має розв’язкiв,
або має нескiнченно багато розв’язкiв (див. теореми 3–5 i зауваження 1).

В роздiлi 5 даної роботи наведено приклади, якi iлюструють роботу тео-
рем роздiлiв 3 та 4.

2. Попереднi твердження

Протягом цього роздiлу наводяться попереднi вiдомостi про розв’язнiсть
рiвняння (1) над ненульовим комутативним кiльцем 𝑅 з одиницею (нео-
бов’язково скiнченним).

Через 𝑅× позначимо множину оборотних елементiв кiльця 𝑅. Для нiль-
потентного елемента 𝑢 ∈ 𝑅 через ind𝑢 позначатимемо його iндекс нiльпотен-
тностi, тобто таке найменше число 𝑘 ∈ N, що 𝐵𝑘 = 0. Через (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑘)
позначаємо iдеал кiльця 𝑅, породжений елементами 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝑅.

Наступна лема дає загальний розв’язок явного рiвняння (1) i неявного
рiвняння (1) з нiльпотентним 𝐵 та 𝐴 ∈ 𝑅×. Також наводяться достатнi умови
вiдсутностi розв’язкiв цього рiвняння.

Лема 1. Справедливi наступнi твердження.

1. Якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то загальний розв’язок рiвняння (1) визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (3)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅.

2. Якщо 𝐵 —нiльпотент i 𝐴 ∈ 𝑅×, то iснує єдиний розв’язок рiвнян-
ня (1). Цей розв’язок визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = −
ind𝐵−1∑︁

𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+. (4)

3. Якщо 𝐹𝑛 /∈ (𝐴,𝐵) при деякому 𝑛 ∈ Z+, то рiвняння (1) не має
розв’язкiв.
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Доведення. Перше твердження леми випливає з вiдомої формули загального
розв’язку явного рiвняння (1) (див. наприклад [17, с. 4, формула (1.2.6)]).

Доведемо друге твердження леми. Нехай 𝐵 є нiльпотентним елементом
кiльця 𝑅, 𝜈 = ind𝐵, а 𝐴 ∈ 𝑅×. Рiвняння (1) можна переписати у виглядi

𝑋𝑛 = 𝐵𝐴−1𝑋𝑛+1 −𝐴−1𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Скориставшись цiєю рiвнiстю 𝜈 разiв, з урахуванням рiвностi 𝐵𝜈 = 0 отри-
маємо:

𝑋𝑛 = −
𝜈−1∑︁
𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+.

Перевiримо, що ця послiдовнiсть є розв’язком рiвняння (1):

𝐵𝑋𝑛+1−𝐴𝑋𝑛 = −𝐵
𝜈−1∑︁
𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+1+𝑠+𝐴
𝜈∑︁

𝑠=0

𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠 = 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Це доводить друге твердження леми.
Третє твердження леми випливає з того, що у разi iснування розв’язку

{𝑋𝑛}∞𝑛=0 рiвняння (1) 𝐹𝑛 = 𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) при всiх 𝑛 ∈ Z+.

Нехай 𝑅 iзоморфне прямiй сумi комутативних кiлець ̂︀𝑅1, . . . , ̂︀𝑅𝑟 з одини-
цею (цей факт буде записуватись наступним чином: 𝑅 ∼= ̂︀𝑅1 ⊕ . . . ⊕ ̂︀𝑅𝑟). Ми
не виключаємо випадок, коли ̂︀𝑅𝑖 = {0} для деяких значень 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}:
в цьому i тiльки в цьому випадку вважаємо, що одиниця кiльця ̂︀𝑅𝑖 спiвпа-
дає з нулем цього кiльця. Позначимо ̂︀𝜓 : ̂︀𝑅1 ⊕ . . . ⊕ ̂︀𝑅𝑟 → 𝑅— вiдповiдний
канонiчний iзоморфiзм, а ̂︀𝜋𝑘 : 𝑅→ ̂︀𝑅𝑘 — вiдповiднi канонiчнi проекцiї. Також
позначимо ̂︀𝐴𝑘 = ̂︀𝜋𝑘(𝐴), ̂︀𝐵𝑘 = ̂︀𝜋𝑘(𝐵), ̂︀𝐹𝑘,𝑛 = ̂︀𝜋𝑘(𝐹𝑛), 𝑛 ∈ Z+, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟.

Якщо ̂︀𝑇𝑘 ∈ ̂︀𝑅𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, то з означення ̂︀𝜓 випливає, що

̂︀𝜋𝑘(︁ ̂︀𝜓 (︁̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟)︁)︁ = ̂︀𝑇𝑘, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (5)

Також, (̂︀𝜋1)−1 ( ̂︀𝑇1) ∩ . . . ∩ (̂︀𝜋𝑟)−1 ( ̂︀𝑇𝑟) є одноелементною множиною, причому̂︀𝜓( ̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟) є елементом цiєї множини. Це означає, що

{︁̂︀𝜓( ̂︀𝑇1, . . . , ̂︀𝑇𝑟)}︁ =
𝑟⋂︁

𝑘=1

(̂︀𝜋𝑘)−1
(︁̂︀𝑇𝑘)︁ . (6)

Наступна теорема показує, що рiвняння (1) еквiвалентне системi рiвнянь

̂︀𝐵𝑘
̂︀𝑋𝑘,𝑛+1 = ̂︀𝐴𝑘

̂︀𝑋𝑘,𝑛 + ̂︀𝐹𝑘,𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (7)

де при кожному 𝑘 = 1, . . . , 𝑟 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем̂︀𝑅𝑘 вiдносно послiдовностi
{︁ ̂︀𝑋𝑘,𝑛

}︁∞

𝑛=0
.
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Теорема 1. Послiдовнiсть

𝑋𝑛 = ̂︀𝜓 (︁ ̂︀𝑋1,𝑛, . . . , ̂︀𝑋𝑟,𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+ (8)

є розв’язком рiвняння (1) тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑘 = 1, . . . , 𝑟

послiдовнiсть
{︁ ̂︀𝑋𝑘,𝑛

}︁∞

𝑛=0
є розв’язком вiдповiдного рiвняння (7). При цьому̂︀𝜋𝑘 (𝑋𝑛) = ̂︀𝑋𝑘,𝑛, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. З рiвностей (8) i (5) випливають рiвностi ̂︀𝜋𝑘 (𝑋𝑛) = ̂︀𝑋𝑘,𝑛, 𝑘 =
1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+.

Оскiльки ̂︀𝜋𝑘 (𝑘 = 1, . . . , 𝑟) є гомоморфiзмами [18, с. 243, теорема 7], то

̂︀𝜋𝑘(𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛) = ̂︀𝐵𝑘
̂︀𝑋𝑘,𝑛+1 − ̂︀𝐴𝑘

̂︀𝑋𝑘,𝑛 − ̂︀𝐹𝑘,𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (9)

За рiвнiстю (6) отримуємо:

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = ̂︀𝜓 (︁ ̂︀𝐵1
̂︀𝑋1,𝑛+1 − ̂︀𝐴1

̂︀𝑋1,𝑛 − ̂︀𝐹1,𝑛, . . . ,̂︀𝐵𝑟
̂︀𝑋𝑟,𝑛+1 − ̂︀𝐴𝑟

̂︀𝑋𝑟,𝑛 − ̂︀𝐹𝑟,𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+.

Зазначимо, що ̂︀𝜋𝑘(0) = 0, 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. (10)

За рiвностями (9) i (10) маємо, що рiвнiсть (1) вiрна тодi i тiльки тодi, коли є
вiрною рiвнiсть (7) для всiх 𝑘 = 1, . . . , 𝑟. Це завершує доведення теореми.

3. Загальнi критерiї iснування розв’язку рiвняння

Уздовж цього роздiлу 𝑅 є ненульовим скiнченним комутативним кiльцем
з одиницею.

Анулятором елемента 𝑢 ∈ 𝑅 називається множина

Ann𝑢 = {𝑣 ∈ 𝑅 | 𝑣𝑢 = 0}

[18, с. 249, вправа 22(а)].

За теоремою VI.2 [13, с. 95], кiльце 𝑅 iзоморфне прямiй сумi
𝑟⨁︀

𝑖=1
𝑅𝑖 локаль-

них скiнченних комутативних кiлець 𝑅𝑖 ̸= {0} з одиницею. Позначимо через
𝜋𝑖 : 𝑅 → 𝑅𝑖 вiдповiднi канонiчнi проекцiї, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Визначимо множини
𝐼1, 𝐼2, 𝐼3 наступним чином:

� 𝐼1 —множина всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} таких, що 𝜋𝑖(𝐵) ∈ 𝑅×
𝑖 ;

� 𝐼2 —множина всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟} ∖ 𝐼1 таких, що 𝜋𝑖(𝐴) ∈ 𝑅×
𝑖 ;

� 𝐼3 = {1, . . . , 𝑟} ∖ (𝐼1 ∪ 𝐼2).
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Тодi {1, . . . , 𝑟} = 𝐼1∪𝐼2∪𝐼3 i вiдповiдно 𝑅 ∼= 𝑅(1)⊕𝑅(2)⊕𝑅(3), де 𝑅(𝑗) =
⨁︀
𝑖∈𝐼𝑗

𝑅𝑖,

при цьому будемо вважати 𝑅(𝑗) = {0}, якщо 𝐼𝑗 = ∅, 𝑗 = 1, 2, 3. Позначимо
через 𝜋(𝑗) канонiчну проекцiю з 𝑅 у 𝑅(𝑗) i

𝐵(𝑗) = 𝜋(𝑗)(𝐵), 𝐴(𝑗) = 𝜋(𝑗)(𝐴), 𝐹 (𝑗)
𝑛 = 𝜋(𝑗)(𝐹𝑛), 𝑗 = 1, 2, 3. (11)

Наступна лема встановлює властивостi деяких елементiв 𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗), 𝑗 =
1, 2, 3.

Лема 2.

1. 𝐵(2) —нiльпотент кiльця 𝑅(2), а 𝐵(3), 𝐴(3) —нiльпотенти кiльця 𝑅(3).

2. Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то 𝐵(1) — оборотний елемент кiльця 𝑅(1). Якщо
𝑅(2) ̸= {0}, то 𝐴(2) — оборотний елемент кiльця 𝑅(2).

Доведення. За означенням множини 𝐼2, для кожного 𝑖 ∈ 𝐼2 елемент 𝜋𝑖(𝐵) не є
оборотним у кiльцi 𝑅𝑖. Оскiльки кiльце 𝑅𝑖 локальне, то 𝜋𝑖(𝐵) нiльпотентний
елемент [16, лема 2.1, теорема 2.3], а тому елемент 𝐵(2) також нiльпотентний.
Аналогiчно, з означення 𝐼3 випливають необоротностi елементiв 𝜋𝑖(𝐴), 𝜋𝑖(𝐵)
для всiх 𝑖 ∈ 𝐼3 i отже 𝐴(3), 𝐵(3) є нiльпотентами кiльця 𝑅(3).

Нехай 𝑅(1) ̸= {0}, тобто 𝐼1 ̸= ∅. Тодi, за означенням 𝐼1, для кожного 𝑖 ∈ 𝐼1
елемент 𝜋𝑖(𝐵) є оборотним. Отже 𝐵(1) є оборотним елементом кiльця 𝑅(1).
Аналогiчно доводиться, що якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то 𝐴(2) є оборотним елементом
кiльця 𝑅(2). Лему доведено повнiстю.

Лема 3. Умови (𝐴,𝐵) = 𝑅 i 𝑅(3) = {0} рiвносильнi.

Доведення. Зауважимо, що умову (𝐴,𝐵) = 𝑅 виконано тодi i тiльки тодi,
коли 𝜋(𝑗)

(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
= 𝜋(𝑗)(𝑅) = 𝑅(𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3. Оскiльки 𝜋(𝑗) — сюр’єктивний

гомоморфiзм, то

𝜋(𝑗)
(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
=
{︁
𝜋(𝑗)(𝛼𝐴+ 𝛽𝐵) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︁
=

=
{︁
𝜋(𝑗)(𝛼)𝐴(𝑗) + 𝜋(𝑗)(𝛽)𝐵(𝑗) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︁
=
(︁
𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗)

)︁
, 𝑗 = 1, 2, 3.

Тому умову (𝐴,𝐵) = 𝑅 виконано тодi i тiльки тодi, коли(︁
𝐴(𝑗), 𝐵(𝑗)

)︁
= 𝑅(𝑗), 𝑗 = 1, 2, 3. (12)

Тепер покажемо, що умова (12) виконується завжди при 𝑗 = 1, 2.
Якщо 𝑅(1) = {0}, то 𝐴(1) = 𝐵(1) = 0 i рiвнiсть (12) при 𝑗 = 1 є очевидною.

Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐵(1) є оборотним елементом кiльця 𝑅(1),
звiдки випливає рiвнiсть (12) при 𝑗 = 1.

Аналогiчно при 𝑗 = 2: якщо 𝑅(2) = {0}, то рiвнiсть (12) є очевидною.
Якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐴(2) є оборотним елементом кiльця 𝑅(2), i
отже справджується рiвнiсть (12) при 𝑗 = 2.
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Таким чином, умова (12) рiвносильна умовi(︁
𝐴(3), 𝐵(3)

)︁
= 𝑅(3). (13)

Тепер покажемо, що умова (13) рiвносильна рiвностi 𝑅(3) = {0}. Якщо
𝑅(3) = {0}, то

(︀
𝐴(3), 𝐵(3)

)︀
= {0} i тому рiвнiсть (13) виконується. Тепер, нав-

паки, нехай виконано (13) i 𝑅(3) ̸= {0}. Тодi, за лемою 2, елементи 𝐴(3) i 𝐵(3)

є нiльпотентами кiльця 𝑅(3), а тому 1 ∈ 𝑅(3) не може бути їх лiнiйною комбi-
нацiєю. Отже, (𝐴(3), 𝐵(3)) ̸= 𝑅(3), що суперечить (13). Це завершує доведення
леми.

Позначимо через 𝜓 iзоморфiзм кiлець 𝑅(1) ⊕𝑅(2) ⊕𝑅(3) i 𝑅.
Наступний наслiдок з теореми 1 показує, що рiвняння (1) еквiвалентне

системi рiвнянь

𝐵(𝑗)𝑋
(𝑗)
𝑛+1 = 𝐴(𝑗)𝑋(𝑗)

𝑛 + 𝐹 (𝑗)
𝑛 , 𝑛 ∈ Z+, (14)

де при кожному 𝑗 = 1, 2, 3 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем

𝑅(𝑗) вiдносно послiдовностi
{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
.

Наслiдок 1. Послiдовнiсть

𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋(1)

𝑛 , 𝑋(2)
𝑛 , 𝑋(3)

𝑛

)︁
, 𝑛 ∈ Z+

є розв’язком рiвняння (1) тодi i тiльки тодi, коли для кожного 𝑗 = 1, 2, 3

послiдовнiсть
{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
є розв’язком вiдповiдного рiвняння (14). При цьому

𝜋(𝑗) (𝑋𝑛) = 𝑋
(𝑗)
𝑛 , 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+.

Через card𝑅 позначатимемо кiлькiсть елементiв кiльця 𝑅. Наступна тео-
рема встановлює критерiй iснування скiнченного числа розв’язкiв однорiдно-
го рiвняння

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z+ (15)

над кiльцем 𝑅.

Теорема 2. Однорiдне рiвняння (15) має скiнченне число розв’язкiв тодi i
тiльки тодi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅. При цьому кiлькiсть розв’язкiв цього рiвняння
дорiвнює card𝑅(1).

Доведення. Розглянемо рiвняння (14) з 𝐹 (𝑗)
𝑛 = 0, 𝑗 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+.

Достатнiсть. Нехай (𝐴,𝐵) = 𝑅, тодi, за лемою 3, 𝑅(3) = {0}. Отже, єди-
на послiдовнiсть у кiльцi 𝑅(3) має вигляд 𝑋(3)

𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), ця послiдовнiсть
i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3.

Якщо 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, при 𝑗 = 2 елемент 𝐵(2) є нiльпотентним, а
𝐴(2) — оборотним. Отже, за другим твердженням леми 1, при 𝑗 = 2 iснує лише
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тривiальний розв’язок рiвняння (14). Якщо 𝑅(2) = {0}, то єдина послiдовнiсть
𝑋

(2)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) у кiльцi 𝑅(2) i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 2. Таким

чином, рiвняння (14) при 𝑗 = 2 має лише тривiальний розв’язок.

Якщо 𝑅(1) = {0}, то єдина послiдовнiсть 𝑋(1)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) у кiльцi 𝑅(1) є

розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 1. Якщо 𝑅(1) ̸= {0}, то, за лемою 2, елемент
𝐵(1) є оборотним. Отже, за першим твердженням леми 1, загальний розв’язок
рiвняння (14) при 𝑗 = 1 має вигляд 𝑋

(1)
𝑛 =

(︀
𝐵(1)

)︀−𝑛 (︀
𝐴(1)

)︀𝑛
𝑋

(1)
0 (𝑛 ∈ Z+),

де 𝑋(1)
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅(1). Таким чином, кiлькiсть розв’язкiв

рiвняння (14) при 𝑗 = 1 дорiвнює card𝑅(1).
Враховуючи наслiдок 1, отримуємо, що при (𝐴,𝐵) = 𝑅 кiлькiсть

розв’язкiв рiвняння (15) дорiвнює card𝑅(1). Достатнiсть доведено.
Необхiднiсть. Нехай (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅, тодi, за лемою 3, 𝑅(3) ̸= {0}. За лемою 2,

елементи 𝐴(3), 𝐵(3) є нiльпотентними. Отже, за [16, лема 2.2], iснує елемент
𝑢 ̸= 0 кiльця 𝑅(3) такий, що 𝑢 ∈ Ann𝐴(3) ∩ Ann𝐵(3). Тодi послiдовнiсть
𝑋

(3)
𝑛 = 𝑢𝛽𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де {𝛽𝑛}∞𝑛=0 є довiльною послiдовнiстю нулiв та одиниць,

є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3. Справдi,

𝐵(3)𝑋
(3)
𝑛+1 −𝐴(3)𝑋(3)

𝑛 = (𝑢𝐵(3))𝛽𝑛+1 − (𝑢𝐴(3))𝛽𝑛 = 0, 𝑛 ∈ Z+.

Таким чином отримуємо нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (14) при 𝑗 =
3. Оскiльки при 𝑗 = 1, 2 рiвняння (14) має принаймнi тривiальний розв’язок,
то, за наслiдком 1, рiвняння (15) має нескiнченно багато розв’язкiв. Теорему
доведено повнiстю.

Наступний наслiдок є критерiєм єдиностi розв’язку однорiдного рiвнян-
ня (15).

Наслiдок 2. Однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривiальний розв’язок
тодi i тiльки тодi, коли 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, а 𝐴 ∈ 𝑅×.

Доведення. Достатнiсть випливає з твердження 2 леми 1.
Необхiднiсть. Нехай рiвняння (15) має тiльки тривiальний розв’язок. За

теоремою 2, (𝐴,𝐵) = 𝑅 i card𝑅(1) = 1. Умова card𝑅(1) = 1 рiвносильна тому,
що 𝑅(1) = {0}. За лемою 3, 𝑅(3) = {0}. Отже 𝑅(2) ∼= 𝑅 i тому 𝑅(2) ̸= {0}. За
лемою 2, 𝐵(2) —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅(2), а 𝐴(2) — оборотний еле-
мент цього кiльця. Враховуючи, що 𝑅(2) ∼= 𝑅, маємо, що 𝐵 —нiльпотентний
елемент кiльця 𝑅, а 𝐴 ∈ 𝑅×.

Наступний наслiдок є деяким аналогом однiєї з теорем Фредгольма.

Наслiдок 3. Якщо однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривiальний
розв’язок, то вiдповiдне неоднорiдне рiвняння (1) має єдиний розв’язок для
будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0. Цей розв’язок визначається формулою (4).

Доведення. За наслiдком 2, якщо однорiдне рiвняння (15) має тiльки тривi-
альний розв’язок, то 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅. Тодi,
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за лемою 1, рiвняння (1) має єдиний розв’язок, який визначається форму-
лою (4).

Наступна теорема встановлює необхiдну i достатню умову iснування скiн-
ченного числа розв’язкiв неоднорiдного рiвняння (1).

Теорема 3. Рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв тодi i тiльки то-
дi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅. При цьому кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (1) дорiвнює
card𝑅(1). Крiм того:

1. якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то загальний розв’язок рiвняння (1) визначається фор-
мулою (3), де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅;

2. якщо 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то єдиний
розв’язок рiвняння (1) визначається формулою (4);

3. якщо 𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то загальний розв’язок рiвняння (1)

визначається формулою 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де

𝑋(1)
𝑛 =

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑛 (︁
𝐴(1)

)︁𝑛
𝑋

(1)
0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑠−1 (︁
𝐴(1)

)︁𝑠
𝐹

(1)
𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N,

(16)

𝑋(2)
𝑛 =

ind𝐵(2)−1∑︁
𝑠=0

(︁
𝐴(2)

)︁−𝑠−1 (︁
𝐵(2)

)︁𝑠
𝐹

(2)
𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+, (17)

а 𝑋
(1)
0 є довiльним елементом кiльця 𝑅(1).

Доведення. Достатнiсть. Нехай (𝐴,𝐵) = 𝑅.
Якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то, за лемою 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має ви-

гляд (3), де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅. Отже кiлькiсть розв’язкiв рiв-
няння (1) у цьому випадку дорiвнює card𝑅. З того, що 𝐵 ∈ 𝑅×, випливає, що
𝜋𝑖(𝐵) ∈ 𝑅×

𝑖 при всiх 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}, тому 𝑅(1) ∼= 𝑅, а отже кiлькiсть розв’язкiв
рiвняння (1) у цьому випадку дорiвнює card𝑅(1), що доводить твердження 1
теореми.

Якщо 𝐴 ∈ 𝑅× i 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то, за лемою 1,
розв’язок рiвняння (1) визначається єдиним чином формулою (4). Оскiльки
𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, то 𝑅(1) = {0}, i тодi card𝑅(1) = 1. Це
завершує доведення твердження 2 теореми.

Тепер доведемо третє твердження теореми.
Оскiльки 𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то, за лемою 2, 𝐵(1) є оборотним еле-

ментом кiльця 𝑅(1), 𝐵(2) є нiльпотентним елементом кiльця 𝑅(2), 𝐴(2) є обо-
ротним елементом кiльця 𝑅(2). Отже, за лемою 1, розв’язки рiвнянь (14)
при 𝑗 = 1 i при 𝑗 = 2 визначаються формулами (16) i (17) вiдповiдно,
причому кiлькiсть розв’язкiв рiвняння (14) при 𝑗 = 1 дорiвнює card𝑅(1),
а рiвняння (14) при 𝑗 = 2 має єдиний розв’язок. Оскiльки (𝐴,𝐵) = 𝑅,
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то, за лемою 3, 𝑅(3) = {0}, а тому єдина послiдовнiсть у 𝑅(3) має вигляд

𝑋
(3)
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+). Ця послiдовнiсть i є розв’язком рiвняння (14) при 𝑗 = 3.

За наслiдком 1, маємо, що загальний розв’язок рiвняння (1) визначається рiв-

нiстю 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де послiдовностi

{︁
𝑋

(𝑗)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
, 𝑗 = 1, 2,

визначаються формулами (16), (17) вiдповiдно. Кiлькiсть розв’язкiв рiвня-
ння (1), вiдповiдно, дорiвнює card𝑅(1). Це завершує доведення достатностi
теореми.

Необхiднiсть. Нехай рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв. При-
пустимо супротивне, що (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅. Зафiксуємо деякий розв’язок {𝑋𝑛}∞𝑛=0

рiвняння (1). Тодi формула

̃︀𝑋𝑛 = 𝑋𝑛 + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (18)

де {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — загальний розв’язок однорiдного рiвняння (15), також задає
розв’язок рiвняння (1). Оскiльки, за теоремою 2, iснує нескiнченно бага-
то розв’язкiв рiвняння (15), то формула (18) визначає нескiнченно багато
розв’язкiв рiвняння (1). Отримали протирiччя з припущенням скiнченностi
числа розв’язкiв рiвняння (1). Теорему доведено повнiстю.

З теореми 3 випливає наступний критерiй iснування та єдиностi розв’язку
рiвняння (1).

Наслiдок 4. Рiвняння (1) має єдиний розв’язок для будь-якої послiдовно-
стi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 тодi i тiльки тодi, коли 𝐴 ∈ 𝑅×, а 𝐵 є нiльпотентним еле-
ментом кiльця 𝑅. Цей розв’язок визначається формулою (4).

Також iз теореми 3 випливають наступнi наслiдки.

Наслiдок 5. Рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв для будь-якої по-
слiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 тодi i тiльки тодi, коли (𝐴,𝐵) = 𝑅.

Наслiдок 6. Якщо 𝐴 ∈ 𝑅×, то однорiдне рiвняння (15) має card𝑅(1)

розв’язкiв. При цьому загальний розв’язок цього рiвняння визначається фор-

мулою 𝑋𝑛 = 𝜓
(︁
𝑋

(1)
𝑛 , 0, 0

)︁
(𝑛 ∈ Z+), де

𝑋(1)
𝑛 =

(︁
𝐵(1)

)︁−𝑛 (︁
𝐴(1)

)︁𝑛
𝑋

(1)
0 , 𝑛 ∈ N,

а 𝑋
(1)
0 є довiльним елементом кiльця 𝑅(1).

Зауваження 1. Нехай (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅. Тодi множина розв’язкiв однорiдного
рiвняння (15) має потужнiсть континууму (див. доведення необхiдностi твер-
дження теореми 2). Тому, за теоремою 3, множина розв’язкiв неоднорiдного
рiвняння (1) або порожня, або також має потужнiсть континууму. Зокрема,
множина розв’язкiв цього рiвняння не може бути злiченною.



100 М. В. Генералов, О. Л. Пiвень

4. Випадок, коли коефiцiєнти рiвняння породжують головний

iдеал

В цьому роздiлi, якщо не оговорено iнше,𝑅 ̸= {0} є скiнченним комутатив-
ним кiльцем з одиницею i iснує елемент 𝐷 кiльця 𝑅 такий, що (𝐴,𝐵) = (𝐷),
де 𝐴,𝐵 —коефiцiєнти рiвняння (1).

Якщо 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то зафiксуємо деякi елементи
𝐴′, 𝐵′, 𝐹 ′

𝑛 (𝑛 ∈ Z+) кiльця 𝑅 так, що

𝐴 = 𝐷𝐴′, 𝐵 = 𝐷𝐵′, 𝐹𝑛 = 𝐷𝐹 ′
𝑛, 𝑛 ∈ Z+. (19)

Лема 4. Нехай 𝑅—локальне кiльце. Якщо 𝐷 ̸= 0, то (𝐴′, 𝐵′) = 𝑅, тобто
хоча б один з елементiв 𝐴′, 𝐵′ є оборотним. Бiльш того, iснує елемент
𝛾 ∈ 𝑅 такий, що 𝐴 = 𝛾𝐵 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×, 𝐵 = 𝛾𝐴 у випадку 𝐴′ ∈ 𝑅×.

Доведення. Запишемо

(𝐷) = (𝐴,𝐵) = {𝛼𝐴+ 𝛽𝐵 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} =
{︀
𝛼𝐷𝐴′ + 𝛽𝐷𝐵′ | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︀
.

Припустимо, що серед 𝐴′, 𝐵′ немає оборотного елементу. Тодi, оскiльки 𝑅—
локальне кiльце, то 𝐴′, 𝐵′ —нiльпотенти [16, лема 2.1, теорема 2.3] i сума
нiльпотентiв є також нiльпотентом [18, с. 250, вправа 29]. Тому для деяких
𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅 справедливе наступне зображення елементу 𝐷:

𝐷 = 𝛼𝐷𝐴′ + 𝛽𝐷𝐵′ = 𝐷(𝛼𝐴′ + 𝛽𝐵′) = 𝐷j0,

де j0 —деякий нiльпотентний елемент кiльця 𝑅. Тому 𝐷 = 𝐷j𝑚0 для довiль-
ного натурального 𝑚, зокрема 𝐷 = 𝐷jind j0

0 = 0. Це суперечить умовi 𝐷 ̸= 0,
отже припущення хибне i серед 𝐴′, 𝐵′ є оборотний елемент.

Тепер нехай 𝐴′ ∈ 𝑅×. Тодi, за (19), 𝐵 = 𝐵′𝐷 = 𝐵′(𝐴′)−1𝐴 = 𝛾𝐴, де
𝛾 = 𝐵′(𝐴′)−1. Аналогiчно у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅× доводиться рiвнiсть 𝐴 = 𝛾𝐵
для деякого 𝛾 ∈ 𝑅. Лему доведено.

Зауваження 2. Якщо 𝐷 = 0, то 𝐴 = 𝐵 = 0 i будемо вважати в (19) 𝐴′ =
𝐹 ′
𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) i 𝐵′ = 1 у кiльцi 𝑅.
Наступна теорема встановлює критерiї iснування скiнченного i нескiнчен-

ного числа розв’язкiв рiвняння (1) над локальним кiльцем 𝑅.

Теорема 4. Нехай 𝑅—локальне кiльце. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 ∈ 𝑅×. При цьому рiвняння (1) має

𝑁 =

{︂
card𝑅, 𝐵 ∈ 𝑅×,
1, 𝐵 /∈ 𝑅×, 𝐴 ∈ 𝑅×
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розв’язкiв i загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵 ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵−1∑︀

𝑠=0
𝐴−𝑠−1𝐵𝑠𝐹𝑛+𝑠, 𝐵 /∈ 𝑅×, 𝐴 ∈ 𝑅×,

(20)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝑅 у випадку 𝐵 ∈ 𝑅×.

2. Рiвняння (1) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний розв’язок
цього рiвняння визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝑋 ′
𝑛 + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (21)

в якiй {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷,
а послiдовнiсть {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 має вигляд

𝑋 ′
𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′)−𝑛(𝐴′)𝑛𝑋 ′

0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠𝐹 ′
𝑛−𝑠−1, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠𝐹 ′

𝑛+𝑠, 𝐵′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×,

(22)
де 𝑋 ′

0 є довiльним елементом кiльця 𝑅 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐹𝑛 /∈ (𝐷) при
деякому 𝑛.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Нехай 𝐷 ∈
𝑅×. Тодi (𝐷) = 𝑅 i отже виконано рiвнiсть (𝐴,𝐵) = (𝐷) = 𝑅. Тому, за теоре-
мою 3, рiвняння (1) має скiнченне число розв’язкiв. Вигляд (20) загального
розв’язку рiвняння (1) випливає з тверджень 1, 2 теореми 3.

При цьому, якщо 𝐵 ∈ 𝑅×, то рiвняння (1) є явним i, за першим твер-
дженням леми 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має вигляд (3), де 𝑋0 —
довiльний елемент кiльця 𝑅. Отже, у цьому випадку кiлькiсть розв’язкiв рiв-
няння (1) дорiвнює card𝑅. Якщо ж 𝐵 —нiльпотентний елемент кiльця 𝑅 i
𝐴 ∈ 𝑅×, то, за другим твердженням теореми 3, рiвняння (1) має єдиний
розв’язок.

Достатнiсть твердження 1 доведено.
Доведемо достатнiсть другого твердження теореми. Нехай 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈

(𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. Рiвняння (1) з урахуванням (19) приймає вигляд

𝐷
(︀
𝐵′𝑋𝑛+1 −𝐴′𝑋𝑛 − 𝐹 ′

𝑛

)︀
= 0, 𝑛 ∈ Z+,

що рiвносильно рiвнянню

𝐵′𝑋𝑛+1 = 𝐴′𝑋𝑛 + (𝐹 ′
𝑛 + 𝛽𝑛), 𝑛 ∈ Z+, (23)
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де {𝛽𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷. Оскiльки,
за лемою 4 i зауваженням 2, (𝐴′, 𝐵′) = 𝑅, то можна застосувати теорему 3 до
рiвняння (23). З цiєї теореми випливає, що загальний розв’язок рiвняння (23)
визначено формулою

𝑋𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′)−𝑛(𝐴′)𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠(𝐹 ′
𝑛−𝑠−1 + 𝛽𝑛−𝑠−1), 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠(𝐹 ′

𝑛+𝑠 + 𝛽𝑛+𝑠), 𝐵′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×,

де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅, а {𝛽𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть еле-
ментiв анулятора Ann𝐷.

Останню рiвнiсть можна переписати у виглядi (21), де {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 визначе-

но формулою (22), 𝑋 ′
0 = 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝑅, а послiдовнiсть

{𝛼𝑛}∞𝑛=0 визначено формулою

𝛼𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
0, 𝑛 = 0, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′)−𝑠−1(𝐴′)𝑠𝛽𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, 𝐵′ ∈ 𝑅×,

−
ind𝐵′−1∑︀

𝑠=0
(𝐴′)−𝑠−1(𝐵′)𝑠𝛽𝑛+𝑠, 𝑛 ∈ Z+, 𝐵

′ /∈ 𝑅×, 𝐴′ ∈ 𝑅×.

Оскiльки 𝛽𝑛 ∈ Ann𝐷 i Ann𝐷 є iдеалом кiльця 𝑅 [18, с. 249, вправа 22], то
𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷 при кожному 𝑛 ∈ Z+. Таким чином, кожен розв’язок рiвняння (1)
має вигляд (21), де {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 визначено формулою (22), а {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна

послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷.
Тепер покажемо, що для довiльної послiдовностi {𝛼𝑛}∞𝑛=0 елементiв ану-

лятора Ann𝐷 i послiдовностi {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0, визначеної формулою (22), будь-яка

послiдовнiсть вигляду (21) є розв’язком рiвняння (1). Пiдставляючи {𝑋𝑛}∞𝑛=0

в рiвняння (1) i враховуючи, що {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 є розв’язком рiвняння (23) при

𝛽𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), маємо

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = 𝐷𝐵′𝑋 ′
𝑛+1 +𝐷𝐵′𝛼𝑛+1 −𝐷𝐴′𝑋 ′

𝑛 −𝐷𝐴′𝛼𝑛 −𝐷𝐹 ′
𝑛 =

= 𝐷 (𝐵′𝑋 ′
𝑛+1 −𝐴′𝑋 ′

𝑛 − 𝐹 ′
𝑛) = 0, 𝑛 ∈ Z+,

тобто {𝑋𝑛}∞𝑛=0 є розв’язком рiвняння (1). Це доводить формулу загального
розв’язку у випадку другого твердження теореми.

Оскiльки 𝑅—локальне кiльце i 𝐷 /∈ 𝑅×, то 𝐷—нiльпотент [16, лема 2.1,
теорема 2.3]. Покладемо

𝑎 =

{︃
𝐷ind𝐷−1, 𝐷 ̸= 0,

1 ∈ 𝑅, 𝐷 = 0.

Тодi 𝑎 ̸= 0 i 𝑎 ∈ Ann𝐷. Тепер, якщо зафiксувати будь-яку послiдовнiсть
{𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 i обрати {𝛼𝑛}∞𝑛=0 як довiльну послiдовнiсть з 0 i 𝑎, то отримаємо

нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (1).
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Достатнiсть третього твердження теореми випливає з третього твердже-
ння леми 1.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Оскiльки достатнi
умови всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно
несумiснi, то доведення критерiїв завершено.

Зауваження 3. Формула (20) є частковим випадком формули (21), оскiльки
якщо 𝐷 ∈ 𝑅×, то 𝛼𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+ i вiдповiдно 𝑋𝑛 = 𝑋 ′

𝑛 (𝑛 ∈ Z+).

Зауваження 4. Нехай 𝑅 ̸= {0} є локальним скiнченним кiльцем головних
iдеалiв, 𝐴,𝐵 ̸= 0 i j—нiльпотентний елемент кiльця 𝑅, що породжує макси-
мальний iдеал цього кiльця. На кiльцi 𝑅 уведемо вiдношення еквiвалентностi
наступним чином: 𝑢 ∼ 𝑣 (𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅), якщо 𝑢 = 𝑣𝑠 для деякого 𝑠 ∈ 𝑅×. Для
будь-якого 𝑢 ∈ 𝑅 ∖ {0} iснує єдине цiле невiд’ємне 𝜅(𝑢) таке, що 𝑢 ∼ j𝜅(𝑢) [19,
с. 245]. Позначимо 𝑚 = min {𝜅(𝐴), 𝜅(𝐵)}. Оскiльки 𝑅—кiльце головних iде-
алiв, то iснує такий елемент 𝐷 ∈ 𝑅, що (𝐴,𝐵) = (𝐷). Пояснимо, що 𝐷 ∼ j𝑚.
Справдi, нехай 𝐴 = j𝜅(𝐴) ̃︀𝐴,𝐵 = j𝜅(𝐵) ̃︀𝐵, де 𝐴, 𝐵̃ ∈ 𝑅×. Тодi

(𝐷) = (𝐴,𝐵) = (j𝜅(𝐴) ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵) ̃︀𝐵) = j𝑚(j𝜅(𝐴)−𝑚 ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵)−𝑚 ̃︀𝐵).

Оскiльки 𝜅(𝐴) = 𝑚 або 𝜅(𝐵) = 𝑚, то (j𝜅(𝐴)−𝑚 ̃︀𝐴, j𝜅(𝐵)−𝑚 ̃︀𝐵) = 𝑅 i (𝐷) = (j𝑚).
Тодi, з урахуванням локальностi кiльця 𝑅, маємо 𝐷 ∼ j𝑚. Звiдси випливає,
що Ann𝐷 = Ann j𝑚 =

(︀
jind j−𝑚

)︀
. Тому будь-який елемент 𝛼 ∈ Ann𝐷 допу-

скає зображення 𝛼 = jind j−𝑚𝛾 при деякому 𝛾 ∈ 𝑅. Отже, якщо 𝐷 /∈ 𝑅×

i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то загальний розв’язок рiвняння (1) має ви-
гляд 𝑋𝑛 = 𝑋 ′

𝑛+ jind j−𝑚𝛾𝑛 (𝑛 ∈ Z+), в якому {𝛾𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть
елементiв кiльця 𝑅, а послiдовнiсть {𝑋 ′

𝑛}
∞
𝑛=0 визначено формулою (22), де

𝑋 ′
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅 у випадку 𝐵′ ∈ 𝑅×.
Нагадаємо, що, за теоремою VI.2 [13, с. 95], будь-яке скiнченне комута-

тивне кiльце 𝑅 ̸= {0} з одиницею iзоморфне прямiй сумi
𝑟⨁︀

𝑖=1
𝑅𝑖 локальних

скiнченних комутативних кiлець 𝑅𝑖 ̸= {0} з одиницею. Позначимо через
𝜙 : 𝑅1 ⊕ . . . ⊕ 𝑅𝑟 → 𝑅 канонiчний iзоморфiзм i через 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐹𝑖,𝑛 канонiчнi
проекцiї елементiв 𝐴,𝐵, 𝐹𝑛 вiдповiдно (див. роздiл 3):

𝐴𝑖 = 𝜋𝑖(𝐴), 𝐵𝑖 = 𝜋𝑖(𝐵), 𝐹𝑖,𝑛 = 𝜋𝑖(𝐹𝑛), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+. (24)

Наступна лема встановлює зв’язок мiж рiвнiстю (𝐴,𝐵) = (𝐷) у кiльцi 𝑅
i рiвностями (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖) у кiльцях 𝑅𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Лема 5. Нехай 𝑅 ̸= {0}— скiнченне комутативне кiльце з одиницею,
𝐴,𝐵,𝐷 ∈ 𝑅. Для виконання умови (𝐷) = (𝐴,𝐵) необхiдно i достатньо iсну-
вання таких елементiв 𝐷𝑖 ∈ 𝑅𝑖, що (𝐷𝑖) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. При цьому
𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) i 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷) для кожного 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай (𝐷) = (𝐴,𝐵). Зафiксуємо довiльне 𝑖 ∈
{1, . . . , 𝑟} i покладемо 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷). Зауважимо, що

(𝐷𝑖) = 𝜋𝑖(𝐷)𝑅𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷)𝜋𝑖(𝑅) = 𝜋𝑖(𝐷𝑅) = 𝜋𝑖((𝐴,𝐵)).
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З iншого боку, оскiльки 𝜋𝑖 — сюр’єктивний гомоморфiзм, то

𝜋𝑖
(︀
(𝐴,𝐵)

)︀
= 𝜋𝑖({𝛼𝐴+ 𝛽𝐵 | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅}) =

= {𝜋𝑖(𝛼)𝜋𝑖(𝐴) + 𝜋𝑖(𝛽)𝜋𝑖(𝐵) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} = (𝜋𝑖(𝐴), 𝜋𝑖(𝐵)) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖).

Це доводить необхiднiсть.
Достатнiсть. Нехай (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖) при всiх 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.
Оскiльки 𝜋𝑖 (𝑖 = 1, . . . , 𝑟), 𝜙— сюр’єктивнi гомоморфiзми, маємо:

(𝐴,𝐵) = (𝜙(𝐴1, . . . , 𝐴𝑟), 𝜙(𝐵1, . . . , 𝐵𝑟)) =

= {𝛼𝜙(𝐴1, . . . , 𝐴𝑟) + 𝛽 𝜙(𝐵1, . . . , 𝐵𝑟) | 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅} =

=
{︀
𝜙
(︀
𝜋1(𝛼)𝐴1 + 𝜋1(𝛽)𝐵1, . . . , 𝜋𝑟(𝛼)𝐴𝑟 + 𝜋𝑟(𝛽)𝐵𝑟

)︀
| 𝛼, 𝛽 ∈ 𝑅

}︀
=

= 𝜙 ((𝐴1, 𝐵1), . . . , (𝐴𝑟, 𝐵𝑟)) = 𝜙
(︀
(𝐷1), . . . , (𝐷𝑟)

)︀
=

= {𝜙(𝛼1𝐷1, . . . , 𝛼𝑟𝐷𝑟) | 𝛼1 ∈ 𝑅1, . . . , 𝛼𝑟 ∈ 𝑅𝑟} =

= {𝜙(𝛼1, . . . , 𝛼𝑟)𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) | 𝛼1 ∈ 𝑅1, . . . , 𝛼𝑟 ∈ 𝑅𝑟} = (𝐷),

де 𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟). Тепер застосування тотожностi (5) дає формулу
𝜋𝑖(𝐷) = 𝜋𝑖 (𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟)) = 𝐷𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Це завершує доведення ле-
ми.

Оскiльки (𝐷) = (𝐴,𝐵), то, за лемою 5, (𝐴𝑖, 𝐵𝑖) = (𝐷𝑖), де 𝐷𝑖 = 𝜋𝑖(𝐷),
𝑖 = 1, . . . , 𝑟. Якщо 𝐹𝑛 ∈ (𝐷), то визначимо елементи 𝐴′

𝑖, 𝐵
′
𝑖, 𝐹

′
𝑖,𝑛 наступними

спiввiдношеннями, якi є аналогами спiввiдношень (19) для кiльця 𝑅𝑖:

𝐵𝑖 = 𝐵′
𝑖𝐷𝑖, 𝐴𝑖 = 𝐴′

𝑖𝐷𝑖, 𝐹𝑖,𝑛 = 𝐹 ′
𝑖,𝑛𝐷𝑖, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟, 𝑛 ∈ Z+. (25)

Тодi, за лемою 4, у випадку 𝐷𝑖 ̸= 0 принаймнi один з елементiв 𝐴′
𝑖, 𝐵

′
𝑖 є

оборотним. Якщо 𝐷𝑖 = 0, то згiдно з зауваженням 2 вважаємо, що 𝐴′
𝑖 =

𝐹 ′
𝑖,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+) i 𝐵′

𝑖 = 1 у кiльцi 𝑅𝑖.
Наступна теорема встановлює критерiї розв’язностi рiвняння (1) над до-

вiльним скiнченним кiльцем 𝑅 у випадку (𝐴,𝐵) = (𝐷).

Теорема 5. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 ∈ 𝑅×. При цьому рiвняння (1) має 𝑁 = card𝑅(1) розв’язкiв i
загальний розв’язок цього рiвняння визначається твердженнями 1–3
теореми 3.

2. Рiвняння (1) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний розв’язок
цього рiвняння визначено рiвнiстю

𝑋𝑛 = 𝜙
(︀
𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛

)︀
+ 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (26)
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в якiй {𝛼𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора Ann𝐷,
а

𝑋 ′
𝑖,𝑛 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝐵′

𝑖)
−𝑛 (𝐴′

𝑖)
𝑛𝑋 ′

𝑖,0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

(𝐵′
𝑖)
−𝑠−1 (𝐴′

𝑖)
𝑠 𝐹 ′

𝑖,𝑛−𝑠−1, 𝐵′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 ,

−
ind𝐵′

𝑖−1∑︀
𝑠=0

(𝐴′
𝑖)
−𝑠−1 (𝐵′

𝑖)
𝑠 𝐹 ′

𝑖,𝑛+𝑠, 𝐵′
𝑖 /∈ 𝑅×

𝑖 , 𝐴
′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 ,

(27)
де 𝑋 ′

𝑖,0 — довiльний елемент кiльця 𝑅𝑖 у випадку 𝐵′
𝑖 ∈ 𝑅×

𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑟.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐹𝑛 /∈ (𝐷) при
деякому 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. Перше твердження теореми безпосередньо випливає з теореми 3.
Доведемо достатнiсть другого твердження теореми.
За теоремою 1, рiвняння (1) еквiвалентне системi рiвнянь

𝐵𝑖𝑋𝑖,𝑛+1 = 𝐴𝑖𝑋𝑖,𝑛 + 𝐹𝑖,𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (28)

де при кожному 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 вiдповiдне рiвняння розглядається над кiльцем
𝑅𝑖 вiдносно послiдовностi {𝑋𝑖,𝑛}∞𝑛=0. Зафiксуємо 𝑖 ∈ {1, . . . , 𝑟}. За лемою 5,
(𝐷𝑖) = (𝐴𝑖, 𝐵𝑖). Для вiдповiдного рiвняння (28) в залежностi вiд оборотностi
елементу𝐷𝑖 скористаємось першим або другим твердженням теореми 4 з ура-
хуванням зауваження 3. Отримуємо, що загальний розв’язок рiвняння (28)

має вигляд 𝑋𝑖,𝑛 = 𝑋 ′
𝑖,𝑛 + 𝛼𝑖,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де послiдовнiсть

{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначе-

но формулою (27), а {𝛼𝑖,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв анулятора
Ann𝐷𝑖. Тодi, за теоремою 1, загальний розв’язок рiвняння (1) має наступний
вигляд:

𝑋𝑛 = 𝜙(𝑋 ′
1,𝑛 + 𝛼1,𝑛, . . . , 𝑋

′
𝑟,𝑛 + 𝛼𝑟,𝑛) = 𝜙(𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛) + 𝛼𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (29)

де 𝛼𝑛 = 𝜙(𝛼1,𝑛, . . . , 𝛼𝑟,𝑛). Враховуючи, що, за лемою 5, 𝐷 = 𝜙(𝐷1, . . . , 𝐷𝑟) i
𝛼𝑖,𝑛 ∈ Ann𝐷𝑖 (𝑛 ∈ Z+, 𝑖 = 1, . . . , 𝑟), маємо 𝐷𝛼𝑛 = 𝜙 (𝐷1𝛼1,𝑛, . . . , 𝐷𝑟𝛼𝑟,𝑛) =
𝜙(0, . . . , 0) = 0, тобто 𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷. Таким чином, будь-який розв’язок рiвня-
ння (1) має вигляд (26). Тепер нехай {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть еле-

ментiв анулятора Ann𝐷, а при кожному 𝑖 = 1, . . . , 𝑟 послiдовнiсть
{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначено формулою (27). Покажемо, що послiдовнiсть {𝑋𝑛}∞𝑛=0, яку визна-
чено рiвнiстю (26), є розв’язком рiвняння (1). Справдi, оскiльки 𝛼𝑛 ∈ Ann𝐷 =
Ann𝐴 ∩Ann𝐵, то

𝐵𝑋𝑛+1 −𝐴𝑋𝑛 − 𝐹𝑛 = 𝐵𝑋 ′
𝑛+1 +𝐵𝛼𝑛+1 −𝐴𝑋 ′

𝑛 −𝐴𝛼𝑛 − 𝐹𝑛 =

= 𝐵𝑋 ′
𝑛+1 −𝐴𝑋 ′

𝑛 − 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (30)

де 𝑋 ′
𝑛 = 𝜙(𝑋 ′

1,𝑛, . . . , 𝑋
′
𝑟,𝑛). Поклавши у формулi (29) всi 𝛼𝑖,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+, 𝑖 =

1, . . . , 𝑟), отримуємо, що послiдовнiсть {𝑋 ′
𝑛}

∞
𝑛=0 є розв’язком рiвняння (1),
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а отже, з урахуванням рiвностi (30), {𝑋𝑛}∞𝑛=0 задовольняє рiвняння (1). Це
доводить достатнiсть другого твердження теореми i формулу (26) загального
розв’язку рiвняння (1) у цьому випадку.

Достатнiсть третього твердження теореми випливає з третього твердже-
ння леми 1.

Ми довели достатнiсть всiх тверджень теореми. Оскiльки достатнi умови
всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно несумiснi,
то доведення теореми завершено.

5. Приклади

В цьому роздiлi розглядаються приклади застосування результатiв, отри-
маних у роздiлах 3, 4.

Нагадаємо, що через Z𝑚 позначається кiльце лишкiв за модулем 𝑚, еле-
ментами якого є класи [𝑧]𝑚 чисел 𝑧 ∈ Z.

Приклад 1. Розглянемо рiвняння

𝑣𝑋𝑛+1 = 𝑢𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (31)

над кiльцем 𝑅 = Z𝑚[𝑢, 𝑣]/(𝑢2, 𝑣2) (𝑚 > 1). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд
𝑡0 + 𝑡𝑢𝑢+ 𝑡𝑣𝑣+ 𝑡𝑢𝑣𝑢𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z𝑚 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 0 в 𝑅. Рiвнян-
ня (31) записується у виглядi (1), де 𝐴 = 𝑢, 𝐵 = 𝑣, i тому (𝐴,𝐵) = (𝑢, 𝑣) ̸= 𝑅.
За теоремою 3, рiвняння (31) або не має розв’язкiв, або має нескiнченно
багато розв’язкiв. Зобразимо в (31) 𝑋𝑛 = 𝑥0,𝑛 + 𝑥𝑢,𝑛𝑢 + 𝑥𝑣,𝑛𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣,
𝐹𝑛 = 𝑓0,𝑛+ 𝑓𝑢,𝑛𝑢+ 𝑓𝑣,𝑛𝑣+ 𝑓𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, де 𝑥𝑘,𝑛, 𝑓𝑘,𝑛 ∈ Z𝑚 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}, 𝑛 ∈ Z+).
Рiвняння (31) переписується у виглядi

𝑥0,𝑛+1𝑣+𝑥𝑢,𝑛+1𝑢𝑣 = 𝑓0,𝑛+𝑥0,𝑛𝑢+𝑥𝑣,𝑛𝑢𝑣+𝑓𝑢,𝑛𝑢+𝑓𝑣,𝑛𝑣+𝑓𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, 𝑛 ∈ Z+. (32)

Прирiвнюючи в (32) коефiцiєнти при 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣 i вiльнi члени, маємо 𝑓0,𝑛 = 0,
𝑥0,𝑛+1 = 𝑓𝑣,𝑛, 𝑓𝑢,𝑛 = −𝑥0,𝑛, 𝑥𝑢,𝑛+1 − 𝑥𝑣,𝑛 = 𝑓𝑢𝑣,𝑛, 𝑛 ∈ Z+. Таким чином,
рiвняння (32) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли

𝑓0,𝑛 = 0, 𝑛 ∈ Z+ (33)

i
𝑓𝑣,𝑛 + 𝑓𝑢,𝑛+1 = 0, 𝑛 ∈ Z+. (34)

При цьому рiвняння (31) має нескiнченно багато розв’язкiв i загальний
розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋0 = −𝑓𝑢,0 + 𝑥𝑢,0𝑢+ 𝑥𝑣,0𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,0𝑢𝑣,

𝑋𝑛 = −𝑓𝑢,𝑛 + (𝑥𝑣,𝑛−1 + 𝑓𝑢𝑣,𝑛−1)𝑢+ 𝑥𝑣,𝑛𝑣 + 𝑥𝑢𝑣,𝑛𝑢𝑣, 𝑛 ∈ N,

де 𝑥𝑢,0 —довiльний елемент кiльця Z𝑚, а {𝑥𝑣,𝑛}∞𝑛=0, {𝑥𝑢𝑣,𝑛}
∞
𝑛=0 —довiльнi по-

слiдовностi елементiв кiльця Z𝑚.
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Цiкаво зауважити, що якщо порушується умова (33), то рiвняння (31) не
має розв’язкiв за лемою 1. А якщо виконується умова (33), але порушується
умова (34), то рiвняння (31) не має розв’язкiв, хоча 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) при всiх
𝑛 ∈ Z+. Цей приклад показує, що умова 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵) (𝑛 ∈ Z+) не є достатньою
для iснування розв’язку рiвняння (1).

Приклад 2. Розглянемо рiвняння

([4]6 + 𝑣)𝑋𝑛+1 = ([3]6 + [2]6 𝑢)𝑋𝑛 + [𝑛]6 𝑢, 𝑛 ∈ Z+ (35)

над кiльцем 𝑅 = Z6[𝑢, 𝑣]/(𝑢
2, 𝑣2). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд 𝑡0+ 𝑡𝑢𝑢+

𝑡𝑣𝑣 + 𝑡𝑢𝑣𝑢𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z6 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 0 в 𝑅. Рiвняння (35)
записується у виглядi (1), де 𝐴 = [3]6+[2]6 𝑢, 𝐵 = [4]6+𝑣, 𝐹𝑛 = [𝑛]6 𝑢 (𝑛 ∈ Z+).
Розглянемо локальнi кiльця 𝑅𝑖 = Z𝑚𝑖 [𝑢, 𝑣]/(𝑢

2, 𝑣2), де 𝑚1 = 3, 𝑚2 = 2 [15].
Тодi, за китайською теоремою про остачi, 𝑅 ∼= 𝑅1 ⊕𝑅2 (див. [18, п. 7.6]).

При цьому 𝐴+𝐵 = [1]6 + [2]6 𝑢+ 𝑣 є оборотним, а отже (𝐴,𝐵) = 𝑅.

Визначимо 𝐵𝑖 = 𝜋𝑖(𝐵), 𝐴𝑖 = 𝜋𝑖(𝐴), 𝐹𝑖,𝑛 = 𝜋𝑖(𝐹𝑛), 𝑛 ∈ Z+ згiдно з форму-
лами (24), де для кожного 𝑖 = 1, 2 канонiчна проекцiя 𝜋𝑖 : 𝑅 → 𝑅𝑖 визначає-
ться формулою

𝜋𝑖([𝑎]𝑚 + [𝑏]𝑚 𝑢+ [𝑐]𝑚 𝑣 + [𝑑]𝑚 𝑢𝑣) = [𝑎]𝑚𝑖
+ [𝑏]𝑚𝑖

𝑢+ [𝑐]𝑚𝑖
𝑣 + [𝑑]𝑚𝑖

𝑢𝑣 (36)

для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ Z.
Обчислимо множини 𝐼1, 𝐼2 i вiдповiднi їм кiльця 𝑅(1), 𝑅(2) (див. роздiл 3).

Маємо 𝐵1 = [1]3 + 𝑣,𝐵2 = 𝑣, тому 𝐵2
2 = 0 i 𝐵1 · ([1]3 − 𝑣) = [1]3. Вiдповiдно,

𝐼1 = {1} , 𝐼2 = {2}, i тому 𝑅(1) = 𝑅1, 𝑅(2) = 𝑅2.

Обчислимо елементи 𝐵(𝑗), 𝐴(𝑗), 𝐹 (𝑗)
𝑛 кiлець 𝑅(𝑗) вiдповiдно (див. форму-

ли (11), (36)), 𝑗 = 1, 2, 𝑛 ∈ Z+:

𝐵(1) = 𝐵1 = [1]3 + 𝑣, 𝐴(1) = 𝐴1 = −𝑢, 𝐹 (1)
𝑛 = 𝜋1(𝐹𝑛) = [𝑛]3 𝑢,

𝐵(2) = 𝐵2 = 𝑣, 𝐴(2) = 𝐴2 = [1]2 , 𝐹 (2)
𝑛 = 𝜋2(𝐹𝑛) = [𝑛]2 𝑢.

Помiтимо, що
(︀
𝐵(2)

)︀2
= 0, 𝐵(1) ·([1]3−𝑣) = [1]3, а отже ind𝐵

(2) = 2,
(︀
𝐵(1)

)︀−1
=

[1]3 − 𝑣.

За теоремою 3, рiвняння (35) має card𝑅(1) = 81 розв’язок. Оскiльки
𝑅(1) ̸= {0} i 𝑅(2) ̸= {0}, то загальний розв’язок рiвняння (35) має вигляд

𝑋𝑛 = 𝜓(𝑋
(1)
𝑛 , 𝑋

(2)
𝑛 , 0) (𝑛 ∈ Z+), де послiдовностi

{︁
𝑋

(1)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
,
{︁
𝑋

(2)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
визна-

чаються формулами (16) i (17) вiдповiдно, а 𝜓 є iзоморфiзмом 𝑅(1) ⊕ 𝑅(2) ⊕
{0} → 𝑅.

Оскiльки
(︀
𝐴(1)

)︀2
= 𝑢2 = 0,

(︀
𝐵(1)

)︀−1
= [1]3 − 𝑣, а

(︀
𝐵(1)

)︀−2
= [1]3 + 𝑣, за
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формулою (16) маємо

𝑋(1)
𝑛 = ([1]3 + 𝑣)−𝑛(−𝑢)𝑛𝑋(1)

0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

([1]3 + 𝑣)−𝑠−1(−𝑢)𝑠 [𝑛− 𝑠− 1]3 𝑢 =

=

⎧⎪⎨⎪⎩
𝑋

(1)
0 , 𝑛 = 0,

(𝑣 − [1]3)𝑢𝑋
(1)
0 , 𝑛 = 1,

([1]3 − 𝑣) [𝑛− 1]3 𝑢, 𝑛 ≥ 2,

(37)

де 𝑋(1)
0 —довiльний елемент кiльця 𝑅1.

Враховуючи, що ind𝐵(2) = 2, за формулою (17) маємо

𝑋(2)
𝑛 = [𝑛]2 𝑢+ [𝑛+ 1]2 𝑢𝑣, 𝑛 ∈ Z+. (38)

Формула

𝑋
(1)
0 = [𝜌]3 + [𝜇]3 𝑢+ [𝜎]3 𝑣 + [𝜃]3 𝑢𝑣, 𝜌, 𝜎, 𝜇, 𝜃 ∈ Z (39)

описує зображення довiльного елемента 𝑋(1)
0 ∈ 𝑅1.

Пiдставляючи (39) у (37), отримуємо:

𝑋(1)
𝑛 =

⎧⎪⎨⎪⎩
[𝜌]3 + [𝜇]3 𝑢+ [𝜎]3 𝑣 + [𝜃]3 𝑢𝑣, 𝑛 = 0,

− [𝜌]3 𝑢+ [𝜌− 𝜎]3 𝑢𝑣, 𝑛 = 1,

[𝑛− 1]3 (𝑢− 𝑢𝑣), 𝑛 ≥ 2.

(40)

Iзоморфiзм 𝜓 : 𝑅(1) ⊕𝑅(2) ⊕𝑅(3) → 𝑅 визначається формулою

𝜓
(︀
[𝑡0,1]3 + [𝑡𝑢,1]3 𝑢+ [𝑡𝑣,1]3 𝑣 + [𝑡𝑢𝑣,1]3 𝑢𝑣,

[𝑡0,2]2 + [𝑡𝑢,2]2 𝑢+ [𝑡𝑣,2]2 𝑣 + [𝑡𝑢𝑣,2]2 𝑢𝑣, 0
)︀
=

= 𝜓0([𝑡0,1]3 , [𝑡0,2]2) + 𝜓0([𝑡𝑢,1]3 , [𝑡𝑢,2]2)𝑢+ 𝜓0([𝑡𝑣,1]3 , [𝑡𝑣,2]2)𝑣+

+ 𝜓0([𝑡𝑢𝑣,1]3 , [𝑡𝑢𝑣,2]2)𝑢𝑣, 𝑡𝑘,𝑖 ∈ Z, 𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣, 𝑢𝑣} , 𝑖 = 1, 2, (41)

де iзоморфiзм 𝜓0 : Z3 ⊕ Z2 → Z6 будується наступним чином:

𝜓0([𝑧1]3 , [𝑧2]2) = [4𝑧1 + 3𝑧2]6 , 𝑧1, 𝑧2 ∈ Z (42)

(див. [18, с. 267, вправа 5(b)]). Користуючись формулами (38), (40)–(42), одер-
жимо загальний розв’язок рiвняння (35):

𝑋0 = [4𝜌]6 + [4𝜇]6 𝑢+ [4𝜎]6 𝑣 + [4𝜃 + 3]6 𝑢𝑣,

𝑋1 = [−4𝜌+ 3]6 𝑢+ [4𝜌− 4𝜎]6 𝑢𝑣,

𝑋𝑛 = [𝑛+ 2]6 𝑢+ [−𝑛+ 1]6 𝑢𝑣, 𝑛 ≥ 2,

де 𝜌, 𝜎, 𝜇, 𝜃—довiльнi цiлi числа.
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Приклад 3. Розглянемо рiвняння

([20]360+[180]360 𝑣)𝑋𝑛+1 = ([210]360+[280]360 𝑢)𝑋𝑛+[20𝑛]360 𝑢, 𝑛 ∈ Z+, (43)

над кiльцем 𝑅 = Z360[𝑢, 𝑣]/(𝑢
2, 𝑣2, 𝑢𝑣). Елементи кiльця 𝑅 мають вигляд 𝑡0 +

𝑡𝑢𝑢 + 𝑡𝑣𝑣, де 𝑡𝑘 ∈ Z360 (𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣}), а 𝑢2 = 𝑣2 = 𝑢𝑣 = 0 в 𝑅. Рiвняння (43)
записується у виглядi (1), де 𝐵 = [20]360 + [180]360 𝑣, 𝐴 = [210]360 + [280]360 𝑢
i 𝐹𝑛 = [20𝑛]360 𝑢, причому 𝐴, 𝐵 —необоротнi елементи кiльця 𝑅. Розглянемо
локальнi кiльця 𝑅𝑖 = Z𝑚𝑖 [𝑢, 𝑣]/(𝑢

2, 𝑣2, 𝑢𝑣), де 𝑚1 = 8, 𝑚2 = 9, 𝑚3 = 5 [15].
Тодi, за китайською теоремою про остачi, 𝑅 ∼= 𝑅1⊕𝑅2⊕𝑅3 (див. [18, п. 7.6]).

Канонiчнi проекцiї 𝜋𝑖 : 𝑅→ 𝑅𝑖 тут визначаються формулами

𝜋𝑖([𝑎]360 + [𝑏]360 𝑢+ [𝑐]360 𝑣) = [𝑎]𝑚𝑖
+ [𝑏]𝑚𝑖

𝑢+ [𝑐]𝑚𝑖
𝑣, 𝑖 = 1, 2, 3, (44)

для довiльних 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ Z.
Iзоморфiзм 𝜙 : 𝑅1 ⊕𝑅2 ⊕𝑅3 → 𝑅 визначається формулою

𝜙
(︀
[𝑡0,1]8 + [𝑡𝑢,1]8 𝑢+ [𝑡𝑣,1]8 𝑣, [𝑡0,2]9 + [𝑡𝑢,2]9 𝑢+ [𝑡𝑣,2]9 𝑣,

[𝑡0,3]5 + [𝑡𝑢,3]5 𝑢+ [𝑡𝑣,3]5 𝑣
)︀
= 𝜓0([𝑡0,1]8 , [𝑡0,2]9 , [𝑡0,3]5)+

+ 𝜓0([𝑡𝑢,1]8 , [𝑡𝑢,2]9 , [𝑡𝑢,3]5)𝑢+

+ 𝜓0([𝑡𝑣,1]8 , [𝑡𝑣,2]9 , [𝑡𝑣,3]5)𝑣, 𝑡𝑘,𝑖 ∈ Z, 𝑘 ∈ {0, 𝑢, 𝑣} , 𝑖 = 1, 2, 3, (45)

де iзоморфiзм 𝜓0 : Z8 ⊕ Z9 ⊕ Z5 → Z360 будується наступним чином:

𝜓0([𝑧1]8 , [𝑧2]9 , [𝑧3]5) = [225𝑧1 + 280𝑧2 + 216𝑧3]360 , 𝑧1, 𝑧2, 𝑧3 ∈ Z (46)

(див. також [18, с. 267, вправа 5(b)]).
Обчислимо елементи 𝐴𝑖, 𝐵𝑖, 𝐹𝑖,𝑛, 𝑖 = 1, 2, 3, 𝑛 ∈ Z+ (див. формули (24),

(44)):

𝐵1 = [4]8 + [4]8 𝑣, 𝐵2 = [2]9 , 𝐵3 = [0]5 ,

𝐴1 = [2]8 , 𝐴2 = [3]9 + [1]9 𝑢, 𝐴3 = [0]5 ,

𝐹1,𝑛 = [4𝑛]8 𝑢, 𝐹2,𝑛 = [2𝑛]9 𝑢, 𝐹3,𝑛 = [0]5 .

Зауважимо, що (𝐴1, 𝐵1) = ([2]8), (𝐴2, 𝐵2) = ([1]9), (𝐴3, 𝐵3) = ([0]5).
Вiдповiдно покладемо 𝐷1 = [2]8, 𝐷2 = [1]9, 𝐷3 = [0]5. Тодi, за лемою 5,
(𝐴,𝐵) = (𝐷), де 𝐷 = 𝜙(𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) = 𝜓0(𝐷1, 𝐷2, 𝐷3) = [10]360 (див. форму-
ли (45), (46)).

Оскiльки 𝐷 /∈ 𝑅× i 𝐹𝑛 = [20𝑛]360 𝑢 ∈ (𝐷) при всiх 𝑛 ∈ Z+, то, за дру-
гим твердженням теореми 5, рiвняння (43) має нескiнченно багато розв’язкiв.
Бiльш того, загальний розв’язок рiвняння (43) має вигляд (26), де {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —

довiльна послiдовнiсть елементiв анулятораAnn𝐷, а послiдовностi
{︁
𝑋 ′

𝑖,𝑛

}︁∞

𝑛=0
(𝑖 = 1, 2, 3) визначаються формулами (27), причому елементи

𝐵′
1 = [2]8 + [2]8 𝑣, 𝐵′

2 = 𝐵2 = [2]9 , 𝐵′
3 = [1]5 ,

𝐴′
1 = [1]8 , 𝐴′

2 = 𝐴2 = [3]9 + [1]9 𝑢, 𝐴′
3 = [0]5 ,

𝐹 ′
1,𝑛 = [2𝑛]8 𝑢, 𝐹 ′

2,𝑛 = 𝐹2,𝑛 = [2𝑛]9 𝑢, 𝐹 ′
3,𝑛 = [0]5 , 𝑛 ∈ Z+
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задовольняють рiвностi (25).
Обчислимо елементи послiдовностi

{︀
𝑋 ′

1,𝑛

}︀∞
𝑛=0

. Оскiльки 𝐴′
1 ∈ 𝑅×

1 , (𝐵
′
1)

3 =

[0]8 i (𝐵
′
1)

2𝐹 ′
1,𝑛 = 0 (𝑛 ∈ Z+), то, за другою формулою (27),

𝑋 ′
1,𝑛 = −

2∑︁
𝑠=0

[1]−𝑠−1
8 ([2]8 + [2]8 𝑣)

𝑠 [2 (𝑛+ 𝑠)]8 𝑢 = [2𝑛+ 4]8 𝑢, 𝑛 ∈ Z+. (47)

Оскiльки (𝐵′
2)

−1 = [5]9, то послiдовнiсть
{︁
𝑋

(2)
𝑛

}︁∞

𝑛=0
визначається першою

формулою (27). Тепер, враховуючи рiвнiсть (𝐴′
2)

3 = 0, приходимо до формули

𝑋 ′
2,𝑛 = ([2]9)

−𝑛 ([3]9 + [1]9 𝑢)
𝑛𝑋 ′

2,0+

+
𝑛−1∑︁
𝑠=0

([2]9)
−𝑠−1 ([3]9 + [1]9 𝑢)

𝑠 [2 (𝑛− 𝑠− 1)]9 𝑢 =

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
𝑋 ′

2,0, 𝑛 = 0,

([6]9 + [5]9 𝑢)𝑋
′
2,0, 𝑛 = 1,

[6]9𝑋
′
2,0𝑢+ [1]9 𝑢, 𝑛 = 2,

[𝑛− 1]9 𝑢+ [𝑛− 2]9 [6]9 𝑢, 𝑛 ≥ 3,

(48)

де 𝑋 ′
2,0 —довiльний елемент кiльця 𝑅2.

Також маємо

𝑋 ′
3,𝑛 =

{︃
𝑋 ′

3,0, 𝑛 = 0,

[0]5 , 𝑛 ∈ N,
(49)

де 𝑋 ′
3,0 —довiльний елемент кiльця 𝑅3.

Формули

𝑋 ′
2,0 = [𝜌2]9 + [𝜇2]9 𝑢+ [𝜎2]9 𝑣, 𝜌2, 𝜎2, 𝜇2 ∈ Z, (50)

𝑋 ′
3,0 = [𝜌3]5 + [𝜇3]5 𝑢+ [𝜎3]5 𝑣, 𝜌3, 𝜎3, 𝜇3 ∈ Z (51)

описують зображення елементiв 𝑋 ′
2,0 ∈ 𝑅2 та 𝑋 ′

3,0 ∈ 𝑅3 вiдповiдно.
Пiдставляючи (50) у (48) та (51) у (49), отримуємо:

𝑋 ′
2,𝑛 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
[𝜌2]9 + [𝜇2]9 𝑢+ [𝜎2]9 𝑣, 𝑛 = 0,

[6𝜌2]9 + [5𝜌2 + 6𝜇2]9 𝑢+ [6𝜎2]9 𝑣, 𝑛 = 1,

[6𝜌2 + 1]9 𝑢, 𝑛 = 2,

[7𝑛+ 5]9 𝑢, 𝑛 ≥ 3,

(52)

𝑋 ′
3,𝑛 =

{︃
[𝜌3]5 + [𝜇3]5 𝑢+ [𝜎3]5 𝑣, 𝑛 = 0,

[0]5 , 𝑛 ∈ N.
(53)

Тепер знайдемо анулятор Ann𝐷. Оскiльки 𝐷 = [10]360, то для 𝑓 =
[𝑓0]360 + [𝑓𝑢]360 𝑢 + [𝑓𝑣]360 𝑣 ∈ 𝑅 (𝑓0, 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ Z) рiвнiсть 𝐷𝑓 = 0 рiвносиль-
на одночасному виконанню рiвностей [10𝑓0]360 = [10𝑓𝑢]360 = [10𝑓𝑣]360 = [0]360,
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що, в свою чергу, виконано тодi i тiльки тодi, коли 𝑓0, 𝑓𝑢, 𝑓𝑣 ∈ [36]360 Z. Остан-
нє означає, що 𝑓 ∈ [36]360𝑅, тобто Ann𝐷 = ([36]360).

Пiдставляючи (47), (52), (53) в (26) i враховуючи зображення iзоморфi-
змiв (45), (46), одержимо загальний розв’язок рiвняння (43):

𝑋0 = [280𝜌2]360 + [280𝜇2]360 𝑢+ [280𝜎2]360 𝑣 + 𝛼0,

𝑋1 = [240𝜌2]360 + [270 + 320𝜌2 + 240𝜇2]360 𝑢+ [240𝜎2]360 𝑣 + 𝛼1,

𝑋2 = [240𝜌2 + 280]360 𝑢+ 𝛼2,

𝑋𝑛 = [250𝑛+ 140]360 𝑢+ 𝛼𝑛, 𝑛 ≥ 3,

де 𝜌2, 𝜎2, 𝜇2 —довiльнi цiлi числа, а {𝛼𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елемен-
тiв iдеалу [36]360𝑅.

6. Висновок

У данiй статтi дослiджено неоднорiдне неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння
першого порядку над скiнченним комутативним кiльцем з одиницею. Вста-
новлено необхiднi i достатнi умови iснування скiнченного числа розв’язкiв
вiдповiдного однорiдного рiвняння над цим кiльцем. Встановлено необхiднi
i достатнi умови скiнченностi числа розв’язкiв неоднорiдного рiвняння, а за
умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть розв’язкiв та загальний ви-
гляд розв’язку. У випадку, коли iдеал, породжений коефiцiєнтами рiвняння,
є головним, встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi неоднорiдно-
го рiвняння, а за умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть розв’язкiв
та загальний вигляд розв’язку. Наведено приклади, що демонструють вико-
ристання одержаних теоретичних результатiв. Планується в подальшому до-
слiдити розв’язнiсть початкової задачi для розглянутого неявного лiнiйного
рiзницевого рiвняння першого порядку, а також дослiдити рiзницеве рiвняння
вищого порядку над скiнченними комутативними кiльцями з одиницею.

Подяка. Роботу виконано за часткової пiдтримки Фонду Ахiєзера (Харкiв).

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.

Iсторiя статтi: отримана: 7 квiтня 2026; останнiй варiант: 10 травня 2026;
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First-order implicit linear difference equation over finite commutative
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The paper studies an implicit first-order linear difference equation 𝐵𝑋𝑛+1 =
𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . . over a finite commutative ring 𝑅 with identi-
ty, that is, an equation with a noninvertible element 𝐵 of the ring 𝑅. In
contrast to the classical (explicit) linear difference equation, an implicit li-
near difference equation over the finite ring 𝑅 may have no solutions, and
may also have infinitely many solutions. Since any finite commutative ring
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with identity is isomorphic to a finite direct sum of local commutative ri-
ngs with identity, the equation decomposes into a system of equations over
local finite commutative rings with identity. It is shown that the condition
that the ideal (𝐴,𝐵) generated by the elements 𝐴,𝐵 ∈ 𝑅 coincides with
𝑅 is necessary and sufficient for the existence of a finite number of soluti-
ons of this equation; the number of solutions in the case of their existence
is counted and a formula for the general solution is provided. The conditi-
on (𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 is a necessary and sufficient condition for the existence of
an infinite number of solutions of the corresponding homogeneous equati-
on 𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 = 0, 1, 2, . . .. It is also established that in the case
(𝐴,𝐵) ̸= 𝑅 the condition 𝐹𝑛 ∈ (𝐴,𝐵), 𝑛 = 0, 1, 2, . . . is necessary for
the solvability of the nonhomogeneous implicit linear difference equation,
but it is not sufficient, as examples show. Under the additional restriction
that (𝐴,𝐵) is a proper principal ideal of the ring 𝑅, this condition is also
sufficient for the existence of a solution of the considered nonhomogeneous
equation; in this situation the equation has infinitely many solutions. Under
the assumption that (𝐴,𝐵) is a principal ideal, first a criterion for the exi-
stence of a solution is proved in the case of a local finite commutative ring
with identity, and then in the case of an arbitrary finite commutative ring
with identity. As in Fredholm theory, it is shown that if the correspondi-
ng homogeneous equation has only the trivial solution, then the studied
nonhomogeneous equation has a unique solution. The work of the proved
theorems is demonstrated by concrete examples.
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