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Коректнi крайовi задачi з iнтегральною умовою

в напiвпросторi для рiвнянь у частинних похiдних

Як вiдомо, задача Кошi некоректна для диференцiальних рiвнянь у частинних
похiдних зi сталими коефiцiєнтами, якi не є коректними за Петровським.
У цiй роботi пропонується iнтегральна умова, в якiй отримана крайова задача стає
коректною в просторi Л.Шварца, а також у просторах функцiй степеневого зроста-
ння за просторовими змiнними. Наведена iнтегральна умова є iнтегралом по пiвосi
з експоненцiйною вагою, що забезпечує збiжнiсть даного iнтеграла.

Якщо розглядати цей iнтеграл як перетворення Лапласа вiд функцiї exp
(︀
−𝑡2/2

)︀
,

то можна отримати його асимптотику, яка дозволяє оцiнити розв’язувальну фун-
кцiю. Дана оцiнка дозволяє довести теорему про коректнiсть отриманої крайової
задачi в просторi Л.Шварца, а також у шкалi функцiй кiнцевої гладкостi степене-
вого зростання.

Потiм розглядається задача для неоднорiдного диференцiального рiвняння, у
якого права частина за просторовими змiнними належить простору Л.Шварца, а за
часовою змiнною — фiнiтна. Для отриманої задачi знаходиться функцiя Грiна, що
оцiнюється зверху. За допомогою цiєї оцiнки доводиться теорема про коректнiсть
даної задачi в просторi Л.Шварца й у спряженому просторi.

Наведено приклади некоректних за Петровським рiвнянь та вказано конкре-
тнi iнтегральнi умови, за яких одержуванi задачi будуть коректними в просторi
Л.Шварца.
Розглянемо рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.

60

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2026-103-03
https://creativecommons.org/licenses/by/4.0/
https://orcid.org/0000-0002-9050-4987
https://orcid.org/0000-0002-2904-6761


ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том103 (2026)61

Для даного рiвняння не виконанi умови за Петровським, оскiльки полiном
𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 необмежений. Але якщо додати умову

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2),

то така задача буде коректною в просторi Л.Шварца, а також у шкалi банахових
просторiв.
Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних; iнтеграль-

нi умови; псевдодиференцiальний оператор; перетворення Фур’є; простiр

Л.Шварца.
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Вступ

Як вiдомо [1], задача Кошi некоректна для диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних зi сталими коефiцiєнтами, якi не є коректними за Пе-
тровським.
У цiй роботi пропонується iнтегральна умова для еволюцiйного диференцi-
ального рiвняння в частинних похiдних, в якiй отримана крайова задача стає
коректною в просторi Л.Шварца, а також у просторах функцiй степенево-
го зростання за просторовими змiнними. Наведена iнтегральна умова є iн-
тегралом по пiвосi з експоненцiйною вагою, що забезпечує збiжнiсть даного
iнтеграла.

Подiбнi iнтегральнi умови зустрiчалися ранiше в крайових задачах на кiн-
цевому вiдрiзку, наприклад, у роботах [2, 3, 4].

1. Постановка задачi

Розглянемо наступну крайову задачу:

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ≥ 0 (1)

∞∫︁
0

𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥), (2)

де 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— диференцiальний оператор зi сталими коефiцiентами,𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— псевдодиференцiальний оператор iз символом ̃︀𝐵(𝑡, 𝑠), який належить про-
стору 𝐶∞

−∞ =
⋂︀
𝑠

⋃︀
𝑙

𝐶𝑠
𝑙 для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Означення 1. Задача (1)–(2) називається коректною в просторi Л. Швар-
ца 𝑆 =

⋂︀
𝑠,𝑙

𝐶𝑠
𝑙 , якщо для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆 iснує єдиний розв’язок
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𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝑆 для будь-яких 𝑡 ≥ 0, i розв’язувальний оператор 𝑇 : 𝜙 → 𝑢 є
неперервним у топологiчних просторах 𝑆 для всiх 𝑡 ≥ 0.

2. Крайова задача для однорiдного рiвняння

Теорема 1. Для будь-якого рiвняння (1) крайова задача з умовою (2), де

̃︀𝐵(𝑡, 𝑠) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 · Im𝑃 (𝑠)

)︂
,

коректна в просторi 𝑆.

Зауваження. Вигляд функцiї ̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) обумовлений вимогами до збiжностi
iнтеграла у рiвняннi (2) та iснування розв’язку крайової задачi.

Доведення. Застосуємо перетворення Фур’є за просторовими змiнними.
Тодi задача (1) перейде в задачу

𝜕̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝑃 (𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡), (3)

∞∫︁
0

̃︀𝐵(𝑡, 𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 = ̃︀𝜙(𝑠). (4)

Оскiльки розв’язок рiвняння (3) має загальний вигляд ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = exp (𝑡𝑃 (𝑠))𝜓(𝑠)

i зростає за 𝑡 не швидше нiж експонента, то iнтеграл
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

збiгається.
Пiдставляючи розв’язок ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) до умови (4), отримаємо

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · 𝜓(𝑠) = ̃︀𝜙(𝑠).

Отже,

𝜓(𝑠) =

⎛⎝ ∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

⎞⎠−1 ̃︀𝜙(𝑠).
Оцiнемо зростання функцii △(𝑠) =

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡. Цей iнте-

грал можна розглядати як перетворення Лапласа вiд функцiї exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
при

𝑧 = Re𝑃 (𝑠). Тому (див. [5])

⃒⃒
△(𝑠)−1

⃒⃒
≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp

(︂
−1

2
(Re𝑃 (𝑠))2

)︂
.
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Тодi розв’язувальна функцiя 𝑄(𝑠, 𝑡) = exp 𝑡𝑃 (𝑠) · △−1(𝑠) задовольняє оцiнку

|𝑄(𝑠, 𝑡)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡Re𝑃 (𝑠)− 1

2
(Re𝑃 (𝑠))2

)︂
≤

≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 .

Тобто для кожного фiксованого значення 𝑡 вона належить простору 𝐶∞
−∞,

а тому є мультиплiкатором у просторi 𝑆.
Отже, для фiксованого 𝑡 функцiя ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = 𝑄(𝑠, 𝑡)̃︀𝜙(𝑠) ∈ 𝑆. Розв’язок

𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) ⋆ 𝜙(𝑥) також належить простору 𝑆, де 𝐺(𝑥, 𝑡) = 𝐹−1
𝑠 𝑄(𝑠, 𝑡) є

згортувачем у просторi 𝑆 (див. [1]).
Теорема доведена.

Зауваження. Оскiльки оператор згортки 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝐺(𝑥, 𝑡) ⋆ 𝜙(𝑥) про-
довжується до неперервного оператора у спряженому просторi 𝑆′, то дана
крайова задача також коректна в просторi 𝑆′, а тому коректно розв’язна з
простору 𝐶𝑠1

𝑙1
в простiр 𝐶𝑠2

𝑙2
для будь-яких досить великих 𝑠1 та 𝑙1 i деяких 𝑠2

та 𝑙2 (див. [1]).
Розглянемо наступнi приклади.
Приклад 1. Дано рiвняння

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑐

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
, 𝑥 ∈ R, 𝑐 = 𝑎+ 𝑏𝑖 ∈ C.

Оскiльки Im𝑃 (𝑠) = 𝑎𝑠, то при ̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑎𝑠𝑡

)︂
крайова умова (2)

має вигляд
∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥− 𝑎𝑡, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥).

Згiдно з теоремою (1) дана крайова задача коректна в прострi 𝑆 i в просторi
𝑆′.

Приклад 2. Розглянемо рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.

Полiном 𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 є дiйсним та необмеженим, тобто задане рiв-
няння не є коректним за Петровським.

Але якщо додати умову

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥),

то дана крайова задача буде коректною в просторi 𝑆, а також у просторi 𝑆′.
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3. Крайова задача для неоднорiдного рiвняння

Розглянемо тепер неоднорiдне рiвняння

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) + 𝑓(𝑥, 𝑡) (5)

i однорiдну крайову умову

∞∫︁
0

𝐵

(︂
𝑡,

𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = 0. (6)

Будемо розглядати функцiї 𝑓(𝑥, 𝑡), якi належать простору 𝑆 для всiх 𝑡 ≥ 0
та задовольняють умову 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0, 𝑡 ≥ 𝑇 .

Як i ранiше будемо розглядати ̃︀𝐵(𝑡, 𝑠) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂
. Застосу-

ємо до рiвняння (5) перетворення Фур’є за просторовими змiнними та роз-
глянемо крайову задачу

𝜕̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡

= 𝑃 (𝑠)̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) + ̃︀𝑓(𝑠, 𝑡), (7)

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂ ̃︀𝑢(𝑠, 𝑡)𝑑𝑡 = 0 (8)

Знайдемо для цiєї задачi функцiю Грiна 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏), яка має задовольняти
умови

1)
𝜕 ̃︀𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)

𝜕𝑡
= 𝑃 (𝑠)𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏), 𝑡 ̸= 𝜏 ,

2)
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂ ̃︀𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)𝑑𝑡 = 0,

3) 𝐺(𝑠, 𝜏 + 0, 𝜏)−𝐺(𝑠, 𝜏 − 0, 𝜏) = 1.

Перевiримо, що функцiя Грiна має вигляд

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
exp(𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠) ·

𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠), 𝑡 ≥ 𝜏,

− exp(𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠) ·
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠), 𝑡 < 𝜏,

де △(𝑠) =
∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡.

Умова 1) виконана.
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Перевiремо виконання умови 2).

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠)

)︂
𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)𝑑𝑡 =

= −
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠) + (𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠)+

+
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑖𝑡 Im𝑃 (𝑠) + (𝑡− 𝜏)𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 · △−1(𝑠) =

=

(︂
−

𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡 ·

∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡+

+
∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡·

·
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

)︂
· exp(−𝜏𝑃 (𝑠)) · △−1(𝑠) = 0.

Отже, умова 2) також виконана.

Перевiремо виконання умови 3).

𝐺(𝑠, 𝜏 + 0, 𝜏)−𝐺(𝑠, 𝜏 − 0, 𝜏) =

=

(︂
𝜏∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡+

∞∫︀
𝜏
exp

(︂
− 𝑡

2

2
+ 𝑡Re𝑃 (𝑠)

)︂
𝑑𝑡

)︂
· △−1(𝑠) = 1.

Таким чином, умова 3) також виконана.
Оцiнимо функцiю Грiна.

При 𝑡 ≥ 𝜏 та Re𝑃 (𝑠) ≥ 0 отримаємо

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ exp ((𝑡− 𝜏) |Re𝑃 (𝑠)|) · exp (𝜏 |Re𝑃 (𝑠)|) ·

·𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
−1

2
|Re𝑃 (𝑠)|2

)︂
≤

≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡2

2

)︂
.

Для Re𝑃 (𝑠) < 0 маємо |𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) exp
(︂
𝑡2

2

)︂
.

Якщо 𝑡 < 𝜏 та Re𝑃 (𝑠) ≥ 0, то |𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 1.
А для Re𝑃 (𝑠) < 0 маємо

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ exp (𝑡Re𝑃 (𝑠)) · △−1(𝑠) ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 .

Тодi функцiя Грина задовольняє оцiнцi

|𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏)| ≤ 𝐶 (1 + |Re𝑃 (𝑠)|) 𝑒
𝑡2

2 ,
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тобто вона належить простору 𝐶∞
−∞ для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Розв’язок задачi (7)–(8) знаходиться за формулою

̃︀𝑢(𝑠, 𝑡) = ∞∫︁
0

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ̃︀𝑓(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏 =

𝑇∫︁
0

𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ̃︀𝑓(𝑠, 𝜏)𝑑𝜏
i належить простору 𝑆 для будь-яких 𝑡 ≥ 0.

Таким чином доведена наступна теорема.

Теорема 2. Крайова задача (5)–(6) з функцiєю

̃︀𝐵(𝑠, 𝑡) = exp

(︂
− 𝑡

2

2
− 𝑖𝑡 · Im𝑃 (𝑠)

)︂
з додатковою умовою 𝑓(𝑥, 𝑡) = 0 при 𝑡 ≥ 𝑇 коректна у просторi 𝑆.

Зауваження. Оскiльки 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) ∈ 𝐶∞
−∞ ∀𝑡, 𝜏 ≥ 0, то оператор згортки з

𝐹−1
𝑠 𝐺(𝑠, 𝑡, 𝜏) продовжується за неперервнiстю на простiр 𝑆′. Тому задача (5)–

(6) коректна у просторi 𝑆′.

Приклад 3. Задача

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
+ 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

∞∫︀
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 0

коректна у просторi 𝑆 при 𝑓(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) = 0 для 𝑡 ≥ 𝑇 .

Висновок. У цiй роботi показано, що для будь-якого диференцiального
рiвняння в частинних похiдних зi сталими коефiцiєнтами вигляду (1) iснує
iнтегральна умова вигляду (2), для якої крайова задача (1)–(2) коректна у
просторах 𝑆 та 𝑆′.

Аналогiчний факт є справедливим i для неоднорiдного рiвняння вигля-
ду (3).

Конфлiкт iнтересiв: Автори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.
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прийнята: 15 травня 2026. Оприлюднено 31 травня 2026.
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Well-posed boundary value problems with an integral condition

in half-space for partial differential equations

A. A. Makarov, I. G. Nikolenko

Department of Mathematical Modeling and Data Analysis
Educational and Scientific Institute of Computer Science

and Artificial Intelligence
V. N. Karazin Kharkiv National University
sq. Svobody, 6, Kharkiv, 61022, Ukraine

It is well known that the Cauchy problem is ill posed for partial differential
equations with constant coefficients if they do not satisfy the Petrovsky well-
posedness condition.

In this work, an integral condition is proposed under which the resulting
boundary value problem becomes well-posed in the Schwartz space, as well
as in spaces of functions with polynomial growth in spatial variables. The
presented integral condition is an integral over a semi-axis with an exponenti-
al weight, which ensures the convergence of this integral.

By considering this integral as the Laplace transform of the function
exp(−𝑡2/2), one can obtain its asymptotics, which allow to estimate the
resolving function. This estimate makes it possible to prove a theorem on
the well-posedness of the resulting boundary value problem in the Schwartz
space, as well as in a scale of functions of finite smoothness with polynomial
growth.

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2018-87-05
https://ena.lpnu.ua/handle/ntb/42779
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Furthermore, the problem is considered for an inhomogeneous differential
equation where the right-hand side belongs to the Schwartz space in the
spatial variables and is compactly supported in the time variable. For the
resulting problem, a Green’s function is found and estimated from above.
Using this estimate, a theorem on the well-posedness of this problem is
proved in the Schwartz space and its dual space.

Examples of equations that are ill posed in the sense of Petrovsky are provi-
ded, and specific integral conditions are indicated under which the resulting
problems will be well-posed in the Schwartz space.
Examples of Petrovsky-incorrect equations are given and specific integral
conditions are indicated under which the resulting problems will be correct
in the L. Schwartz space. Consider the equation

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
.

For this equation, the Petrovsky conditions are not satisfied, since the
polynomial 𝑃 (𝑠1, 𝑠2) = −𝑠21 + 𝑠22 is unbounded. But if we add the condi-
tion

∞∫︁
0

exp

(︂
− 𝑡

2

2

)︂
𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)𝑑𝑡 = 𝜙(𝑥1, 𝑥2),

then which the boundary value problem becomes well-posed in the
L. Schwartz space, as well as in the scale of Banach spaces.

Keywords: partial differential equations; integral conditions; pseudodi-
fferential operator; Fourier transform; L. Schwartz space.
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