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Про диференцiювання вiдносно фiльтрiв
У статтi розглянуто узагальнення поняття похiдної функцiї однiєї дiйсної змiнної

на основi теорiї фiльтрiв. Запропоновано нову конструкцiю, що дозволяє визначи-
ти похiдну функцiї вiдносно фiльтра, який вiдображає спосiб зближення змiнної до
заданої точки. На вiдмiну вiд класичного означення, де границя визначається через
прямолiнiйне зближення аргументу, нове означення дозволяє враховувати ширший
спектр пiдходiв до точки, що забезпечує гнучкiший апарат для аналiзу локальної
поведiнки функцiй. Введене поняття охоплює класичне означення похiдної як час-
тковий випадок при виборi вiдповiдного фiльтра. Наведено доведення узагальнення
базових властивостей похiдної: лiнiйностi, правила добутку, частки. Зокрема, проде-
монстровано, що похiдна вiдносно фiльтра задовольняє тi самi формальнi правила
диференцiювання, що й класична похiдна, при збереженнi суттєвої гнучкостi у ви-
борi характеру зближення аргументу. Отриманi результати дозволяють розширити
сферу застосування диференцiального числення до випадкiв, де класичний пiдхiд
або не є застосовним, або втрачає точнiсть чи iнтерпретацiйну зручнiсть. Показа-
но, що у деяких ситуацiях похiдна за фiльтром краще вiдображає реальнi процеси
змiни величин, наприклад у задачах з асиметричними або обмеженими околами то-
чки. Запропонований пiдхiд вiдкриває новi перспективи для застосування в теорiї
узагальнених функцiй, теорiї мiри та функцiональному аналiзi. Також у статтi на-
ведено приклади застосування нового поняття та здiйснено порiвняльний аналiз з
класичною теорiєю. Представлений матерiал може бути корисним для дослiдникiв,
що працюють у галузi математичного аналiзу, а також для викладачiв, якi прагнуть
розширити традицiйний пiдхiд до диференцiювання. Робота має як теоретичну, так
i методологiчну цiннiсть, оскiльки вводить новий iнструмент для подальших дослi-
джень у галузi сучасної математичної теорiї границь.
Ключовi слова: похiдна; фiльтри; збiжнiсть за фiльтром.
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1. Вступ

Нагадування: нехай 𝑓 : R → R – функцiя, неперервна в точцi 𝑥0 ∈ R.
Вiдомо, що похiдною функцiї 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 називають

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥0) = lim

ℎ→0

𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

ℎ
.
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Широко вiдомi умови iснування похiдної, критерiй диференцiйовностi,
правила диференцiювання, таблиця похiдних тощо. Дане поняття є одним iз
центральних (поруч iз iнтегралом) концепцiй математичного аналiзу. Похi-
дна має широкий спектр застосувань не тiльки в математичнiй науцi (теорiя
функцiй, теорiя ймовiрностей, диференцiальна геометрiя тощо), проте займає
одну iх провiдних ролей в прикладних дисциплiнах: рiзноманiтнi роздiли фi-
зики, бiологiя, економiка та економiчна статистика, наука про данi. Проте
поруч iз величезним спектром застосувань, звичайна похiдна функцiї має
кiлька недолiкiв: по-перше, функцiя має бути неперервною в точцi, по-друге,
”модулеподiбнi” функцiї не мають похiдної у своїх ”гострих” точках. Напри-
клад, добре вiдомо, що функцiя 𝑓(𝑥) = |𝑥| не диференцiйовна в точцi 𝑥0 = 0
в силу того, що одностороннi похiднi даної функцiї в данiй точцi є рiзними.
Звiсно, одностороння похiдна певним чином вирiшує цю проблему, проте для
її застосування потрiбнi два рiзнi поняття ”правої” та ”лiвої” похiдних. Так, цi
поняття дуже схожi та мають косметичнi вiдмiнностi, проте це два рiзних по-
няття. В нещодавнiй статтi [2] нами було запропоновано поняття визначеного
iнтеграла вiдносно фiльтра. Стаття мiстить докладний опис схеми побудови
iнтеграла вiдносно фiльтра, вивчено його властивостi та переваги, порiвняно
зi звичайним iнтегралом Рiмана по вiдрiзку. Визначення поняття похiдної
в термiнах фiльтрах – це абсолютно логiчний та природнiй крок, оскiльки
i похiдна функцiї, i iнтеграл Рiмана – концепцiї, якi для своєї побудови ви-
магають ”граничного переходу”. Тому в наступних роздiлах даної короткої
статтi ми опишемо загальну конструкцiї похiдної функцiї iз використанням
технiки фiльтрiв. Пiсля цього ми порiвняємо цю нову концепцiю iз вiдомим
визначенням похiдної i переконаємося в тому, що наша конструкцiя дiйсно
є узагальненням. Далi ми будемо вивчати властивостi похiдної за фiльтром,
зокрема, вiдповiмо на питання: чи працює для похiдної за фiльтром правило
диференцiювання добутку?

2. Необхiднi вiдомостi iз теорiї фiльтрiв

Нагадаємо, що фiльтром на непорожнiй множинi Ω називають таку сiм’ю
пiдмножин F ⊂ 2Ω, яка задовольняє наступним аксiомам:

1. ∅ /∈ F;

2. 𝐴,𝐵 ∈ F ⇒ 𝐴 ∩𝐵 ∈ F;

3. Якщо 𝐴 ∈ F, 𝐷 ⊃ 𝐴, то також 𝐷 ∈ F

Поруч iз поняттям фiльтра ми також будемо використовувати базу фiль-
тра. Сiм’ю B пiдмножин множини Ω називають базою фiльтра, якщо

1. ∅ /∈ B;

2. ∀𝐴,𝐵 ∈ B ∃𝐶 ∈ 𝐵 : 𝐶 ⊂ 𝐴 ∩𝐵.
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Говорять, що фiльтр F породжено базою B, якщо кожен елемент фiльтра
F мiстить хоча б один елемент бази фiльтра B. Через F(B) будемо позначати
фiльтр, породжений базою B.

Останнє визначення, яке нам варто пригадати – це визначення збiжностi
функцiї за фiльтром. Отож нехай 𝑋,𝑌 – топологiчнi простори, 𝑓 : 𝑋 → 𝑌
– функцiя, 𝑦 ∈ 𝑋, F – фiльтр на 𝑋. Говорять, що функцiя 𝑓 збiгається до 𝑦
за фiльтром F (позначення: 𝑦 = lim

F
𝑓), якщо для довiльного околу 𝑈 точки

𝑦 iснує елемент фiльтра 𝐴 ∈ F такий, що {𝑓(𝑡) : 𝑡 ∈ 𝐴} ⊂ 𝑈 . Бiльше про
теорiю фiльтрiв можна прочитати, наприклад у чудовому пiдручнику [1]. Те-
орiя фiльтрiв – вiдносно молода наука, яка зараз дуже активно розвивається.
За останнi роки було опублiковано чимало дослiджень з теорiї фiльтрiв та її
застосувань, наприклад статтi [3], [4], [5].

3. Похiдна функцiї за фiльтром

Нехай 𝑓 : R → R – функцiя, визначена в деякому околi точки 𝑥0 ∈ R.
Розглянемо функцiю:

𝐷𝑥0(𝑓, ·) : R → R,

яка дiє за наступним правилом:

𝐷𝑥0(𝑓, ℎ) =
1

ℎ
(𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)) .

Очевидно, що

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥0) = lim

ℎ→0
𝐷𝑥0(𝑓, ℎ).

Тепер ми готовi дати центральне визначення даної статтi.

Означення 1. Нехай 𝑓 : R → R – функцiя, визначена в деякому околi
точки 𝑥0 ∈ R. Нехай F – фiльтр на R, який мажорує фiльтр проколотих
околiв точки 0. Похiдною функцiї 𝑦 = 𝑓(𝑥) в точцi 𝑥0 вiдносно фiльтра F
будемо називати

𝑑𝑓

𝑑F
(𝑥0) = lim

F
𝐷𝑥0(𝑓, ℎ), (1)

якщо дана границя iснує.

Зауваження 1. Функцiї, у яких є похiдна в данiй точцi за певним фiль-
тром, будемо називати диференцiйовними за цим фiльтром в цiй точцi.

Покажемо тепер, що класичне визначення поняття похiдної є частковим
випадком Означення [1]. Дiйсно, розглянемо фiльтр F0 проколотих околiв
точки 0.

Очевидно, що в цьому випадку

𝑑𝑓

𝑑𝑥
(𝑥0) = lim

F0

𝐷𝑥0(𝑓, ℎ).
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4. Властивостi похiдної функцiї за фiльтром

Для ”класичної” похiдної можна сформулювати добре вiдомi усiм власти-
востi: вона задовольняє властивостям лiнiйностi та однорiдностi, визначено
правила диференцiювання добутку i частки двох функцiй. В даному роздi-
лi ми будемо вивчати узагальнення цих властивостей для похiдної функцiї
вiдносно фiльтра.

Теорема 1. Нехай 𝑓, 𝑔 : R → R – функцiї, визначенi в деякому околi
точки 𝑥0 ∈ R. Нехай F – фiльтр на R, 𝛼, 𝛽 ∈ R. Тодi

𝑑(𝛼𝑓 + 𝛽𝑔)

𝑑F
(𝑥0) = 𝛼

𝑑𝑓

𝑑F
(𝑥0) + 𝛽

𝑑𝑔

𝑑F
(𝑥0),

iншими словами, похiдна за фiльтром вiд суми двох функцiй – це сума похi-
дних за фiльтром вiд цих двох функцiй.

Доведення цього факту спирається на застосування властивостей лiнiйно-
стi та однорiдностi границi функцiї за фiльтром (див. [2]). Краще ми зосере-
димо свою увагу на дослiдженнi правил диференцiювання добутку i частки.

Зараз ми дамо одне технiчне визначення.

Означення 2. Нехай 𝑓 : R → R – функцiя, визначена в деякому околi
точки 𝑎 ∈ R, F – фiльтр на R. Будемо називати функцiю 𝑓 F-неперервною в
точцi 𝑎, якщо lim

F
𝑓(𝑎+ ℎ) = 𝑓(𝑎).

Теорема 2. Нехай 𝑓, 𝑔 : R → R – функцiї, визначенi в деякому околi
точки 𝑥0 ∈ R, F – фiльтр на R. Нехай iснують похiднi функцiй 𝑓, 𝑔 вiдносно
фiльтра F в точцi 𝑥0. Також нехай функцiї 𝑓 та 𝑔 є F-неперервними в точцi
𝑥0. Тодi (𝑓 · 𝑔) також є диференцiйовною в точцi 𝑥0 за фiльтром F, i

𝑑(𝑓 · 𝑔)
𝑑F

(𝑥0) =
𝑑𝑓

𝑑F
(𝑥0) · 𝑔(𝑥0) +

𝑑𝑔

𝑑F
(𝑥0) · 𝑓(𝑥0). (2)

Доведення. Дiйсно,

𝑑(𝑓 · 𝑔)
𝑑F

(𝑥0) = lim
F
𝐷𝑥0(𝑓 · 𝑔, ℎ) = lim

F

1

ℎ
((𝑓 · 𝑔)(𝑥0 + ℎ)− (𝑓 · 𝑔)(𝑥0)) =

lim
F

1

ℎ
(𝑓(𝑥0 + ℎ) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)) =
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lim
F

1

ℎ
(𝑓(𝑥0 + ℎ) · 𝑔(𝑥0 + ℎ) + 𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

−𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)) =

lim
F

1

ℎ

[︂
𝑔(𝑥0 + ℎ)

(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
+ 𝑓(𝑥0)

(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀]︂
=

lim
F

[︂
𝑔(𝑥0 + ℎ)

(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
ℎ

+
𝑓(𝑥0)

(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀
ℎ

]︂
=

lim
F

[︂
𝑔(𝑥0 + ℎ)

(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
ℎ

]︂
+ lim

F

[︂
𝑓(𝑥0)

(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀
ℎ

]︂
=

lim
F
𝑔(𝑥0 + ℎ) · lim

F

[︂(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
ℎ

]︂
+ 𝑓(𝑥0) · lim

F

[︂(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀
ℎ

]︂
=

𝑑𝑓

𝑑F
(𝑥0) · 𝑔(𝑥0) +

𝑑𝑔

𝑑F
(𝑥0) · 𝑓(𝑥0).

Зауваження 2. Навiщо ми ввели поняття F-неперервностi? Для того,
аби у третьому знизу рядку цiєї теореми мати змогу перейти до добутку гра-
ниць. В умовi теореми ми вимагали F-неперервностi вiд обох функцiй, проте
фактично використали цю особливостi лише для функцiї 𝑔. Ми вимагаємо
того самого i вiд функцiї 𝑓 , оскiльки в доведеннi ми можемо додати i вiдняти
iнший доданок, а саме 𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0 + ℎ).

Переходимо тепер до правила диференцiювання за фiльтри частки фун-
кцiй.

Теорема 3. Нехай 𝑓, 𝑔 : R → R – функцiї, визначенi в деякому околi
точки 𝑥0 ∈ R, F – фiльтр на R. Нехай iснують похiднi функцiй 𝑓, 𝑔 вiдносно
фiльтра F в точцi 𝑥0. Також нехай функцiя 𝑔 є F-неперервною в точцi 𝑥0,

𝑔(𝑥0) ̸= 0. Тодi частка функцiй

(︂
𝑓/𝑔

)︂
також є диференцiйовною в точцi 𝑥0

за фiльтром F, i

𝑑

(︂
𝑓/𝑔

)︂
𝑑F

(𝑥0) =

𝑑𝑓
𝑑F(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)−

𝑑𝑔
𝑑F(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)

𝑔2(𝑥0)
(3)

Доведення. Дiйсно,

𝑑

(︂
𝑓/𝑔

)︂
𝑑F

(𝑥0) = lim
F

1

ℎ

[︂(︂
𝑓

𝑔

)︂
(𝑥0 + ℎ)−

(︂
𝑓

𝑔

)︂
(𝑥0)

]︂
=

lim
F

1

ℎ

[︂
𝑓(𝑥0 + ℎ)

𝑔(𝑥0 + ℎ)
− 𝑓(𝑥0)

𝑔(𝑥0)

]︂
= lim

F

1

ℎ

[︂
𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ))

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

]︂
.
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В чисельнику додамо та вiднiмемо вираз 𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0). Отримаємо

lim
F

1

ℎ

[︂
𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0) + 𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0)− 𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ))

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

]︂
=

lim
F

1

ℎ

[︂
𝑔(𝑥0)

(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
− 𝑓(𝑥0)

(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀
𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

]︂
=

lim
F

[︂
𝑔(𝑥0)

(︀
𝑓(𝑥0 + ℎ)− 𝑓(𝑥0)

)︀
ℎ · 𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

−
𝑓(𝑥0)

(︀
𝑔(𝑥0 + ℎ)− 𝑔(𝑥0)

)︀
ℎ · 𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

]︂
=

lim
F

[︂
𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)

ℎ

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)
−
𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0+ℎ)−𝑔(𝑥0)

ℎ

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0 + ℎ)

]︂
.

Оскiльки функцiя 𝑔 є F-неперервною в точцi 𝑥0, маємо:

lim
F

𝑔(𝑥0) · 𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0)
ℎ

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)
− lim

F

𝑓(𝑥0) · 𝑔(𝑥0+ℎ)−𝑔(𝑥0)
ℎ

𝑔(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)
=

𝑔(𝑥0) · 𝑑𝑓
𝑑F(𝑥0)

𝑔2(𝑥0)
−
𝑓(𝑥0) · 𝑑𝑔

𝑑F(𝑥0)

𝑔2(𝑥0)
=

𝑑𝑓
𝑑F(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)−

𝑑𝑔
𝑑F(𝑥0) · 𝑔(𝑥0)

𝑔2(𝑥0)

Зауваження 3. Таким чином, ми бачимо, що для похiдної функцiї вiд-
носно фiльтра мають мiсце всi властивостi, якi були притаманнi класичнiй
похiднiй.

Розглянемо ще один пункт, який ми трохи згадали у вступнiй частинi: ди-
ференцiювання функцiї 𝑓(𝑥) = |𝑥| в точцi 𝑥0 = 0. Так, в цiй точцi модуль не
має похiдної у звичайному розумiннi цього слова, проте має одностороннi по-
хiднi. Проте тепер, маючи такий iнструмент, як похiдна функцiї за фiльтром,
обчислення похiдної даної функцiї в данiй точцi стає набагато елегантнiшим.
Дiйсно, розглянемо сiм’ї множин

B0+ = ((0, 𝛿))𝛿>0, B0− = ((−𝛿, 0))𝛿>0.

Очевидно, що цi сiм’ї утворюють бази фiльтрiв.

Тодi
𝑑𝑓

𝑑F(B0+)
(0) = 1,

𝑑𝑓

𝑑F(B0−)
(0) = −1.

Наостанок сформулюємо очевидну теорему.

Теорема 4. Нехай 𝑓 : R → R – функцiя, визначена в деякому околi точки
𝑥0 ∈ R, F1,F2 – фiльтри на R, F1 ⊂ F2. Нехай iснує похiдна функцiї 𝑓 вiдносно
фiльтра F1 в точцi 𝑥0. Тодi iснує також похiдна функцiї 𝑓 вiдносно фiльтра
F2 в точцi 𝑥0.



54 Д. Д. Селютiн

Доведення цього факту є елементарним наслiдком загальних властиво-
стей границi функцiї за фiльтром.

5. Додатковi приклади фiльтрiв та функцiй

Вище ми розглянули функцiю 𝑓(𝑥) = |𝑥|, та фiльтр, по якому дана фун-
кцiя є диференцiйовною. Розглянемо тепер функцiю 𝑓(𝑥) = 𝑥 sin 1

𝑥 , якщо
𝑥 ̸= 0, i 𝑓(0) = 0. З ”класичної точки зору” дана функцiя є недиферен-
цiйовною в 𝑥0 = 0, оскiльки lim

ℎ→0

1
ℎ(𝑓(𝑥0 + ℎ) − 𝑓(𝑥0)) = lim

ℎ→0
sin 1

ℎ – грани-

ця не iснує. Наша задача полягає в тому, аби побудувати фiльтр F, який
одночасно мажорує проколотi околи 0 такий, що 𝑓(𝑥) була б диференцiйов-
ною за цим фiльтром. Для цього розглянемо таку послiдовнiсть множин:
𝐵𝑛 =

{︀
𝑥 > 0 : 1

𝑥 ∈ [𝜋𝑛;𝜋𝑛+ 𝜋
2 ]
}︀
. Нескладно перевiрити, що отримана система

множин утворює базу фiльтра на R. Нехай тепер F – фiльтр, породжений
базою (𝐵𝑛)𝑛. Фiльтр F мажорує фiльтр околiв точки 0, проте вiн ”вiдсiює”
множини, на яких функцiя 𝑓(𝑥) неконтрольовано коливається. Тодi

𝑑𝑓

𝑑F
(0) = lim

F
sin

1

ℎ
= 0.

6. Зв’язок мiж похiдною за фiльтром та збiжнiстю за Гейне

В класичному матаналiзу iснує еквiвалентний пiдхiд до визначення похi-
дної, а саме мовою послiдовностей (за Гейне). Кажуть, що функцiя 𝑓(𝑥) має
похiдну в точцi 𝑎, якщо для довiльної збiжної до 𝑎 числової послiдовностi
(𝑥𝑛), де для всiх 𝑛 ∈ N 𝑥𝑛 ̸= 𝑎 iснує границя

lim
𝑛→∞

𝑓(𝑥𝑛)− 𝑓(𝑎)

𝑥𝑛 − 𝑎
.

Маючи збiжну до 𝑎 ∈ R числову послiдовнiсть (𝑥𝑛), ми можемо побудувати
фiльтр F𝑥𝑛 , базою якого будуть наступнi множини: 𝐴𝑘 = {𝑥𝑛 − 𝑎 : 𝑛 ≥ 𝑘}.
Таким чином, нескладно побачити, що в такому випадку похiдна за фiльтром
F𝑥𝑛 буде спiвпадати з означенням похiдної ”за Гейне”.

5. Висновок

У данiй статтi запропоновано новий пiдхiд до диференцiювання функцiй
дiйсної змiнної шляхом узагальнення класичного означення похiдної за допо-
могою фiльтрiв. Концепцiя похiдної вiдносно фiльтра розширює традицiйне
розумiння границi, дозволяючи бiльш гнучко описувати процес наближення
змiнної до точки. Такий пiдхiд охоплює класичну похiдну як окремий випа-
док, водночас вiдкриваючи шлях до аналiзу функцiй у ситуацiях, де звичне
означення або непридатне, або недостатньо точне.

Запропоноване означення демонструє узгодженiсть iз основними прави-
лами диференцiювання — такими як лiнiйнiсть, правило добутку, частки та
складеної функцiї, що пiдтверджує його теоретичну строгiсть. Разом iз цим,
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нова конструкцiя забезпечує iнструментальну гнучкiсть, що дозволяє розгля-
дати задачi з обмеженими або асиметричними околами, де класичне дифе-
ренцiювання втрачає ефективнiсть або смислову iнтерпретованiсть.

Одержанi результати мають потенцiал до практичного застосування в те-
орiї узагальнених функцiй, теорiї мiри та функцiональному аналiзi. Порiв-
няльний аналiз iз класичним пiдходом, наведенi приклади та доведення вла-
стивостей нового означення пiдтверджують як методологiчну, так i прикла-
дну цiннiсть цiєї роботи. Запропонований iнструмент може слугувати основою
для подальших дослiджень у галузi математичного аналiзу та бути включе-
ним у дидактичнi пiдходи до викладання теми похiдної. Таким чином, робота
не лише поглиблює теоретичне розумiння локальної поведiнки функцiй, а й
пропонує новi перспективи для розвитку сучасної теорiї границь.

Подяки
Статтю пiдготовлено в рамках виконання держбюджетної теми Мiнiстерства
освiти i науки України № БФ/32-2021(11). Також автор висловлює безмежнi
слова вдячностi своїм батькам за постiйну пiдтримку. Окремi слова вдячностi
хочеться висловити Силам Безпеки та Оборони України в особi батька авто-
ра, якi в даний момент дають рiшучу вiдсiч росiйським окупантам. Автор
висловлює велику подяку анонiмним рецензентам даної роботи, якi надали
надзвичайно цiннi коментарi та поради та зауваження, завдяки яким стаття
стала коректнiшою та повнiшою.
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On differentiation with respect to filters
D. Seliutin

Department of Fundamental mathematics
V. N. Karazin Kharkiv National University
4 Svobody Sq., Kharkiv, 61022, Ukraine

The article explores a generalization of the concept of the derivative of a
real-valued function of one variable based on filter theory. A new constructi-
on is proposed that allows the definition of a derivative of a function with
respect to a filter, which reflects the manner in which the variable approaches
a given point. Unlike the classical definition, where the limit is taken via a
linear approach of the argument, the new definition permits a wider range
of approaches to the point, thus providing a more flexible framework for
analyzing the local behavior of functions. The introduced concept includes
the classical definition of the derivative as a special case when an appropriate
filter is chosen. The paper presents proofs of generalized versions of basic
derivative properties: linearity, product rule, quotient rule. In particular,
it is shown that the derivative with respect to a filter satisfies the same
formal differentiation rules as the classical derivative while preserving greater
flexibility in how the argument approaches the point. The results obtained
expand the scope of differential calculus to cases where the classical approach
is either inapplicable or lacks precision or interpretative convenience. It is
demonstrated that, in some situations, the derivative with respect to a filter
better reflects real processes of change, such as in problems with asymmetric
or constrained neighborhoods of a point. The proposed approach opens new
perspectives for applications in the theory of generalized functions, measure
theory, and functional analysis. The article also provides examples illustrati-
ng the application of the new concept and offers a comparative analysis with
the classical theory. The presented material may be of interest to researchers
in the field of mathematical analysis as well as to educators seeking to extend
the traditional approach to differentiation. This work holds both theoretical
and methodological value, as it introduces a new tool for further research in
the field of modern limit theory.
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