
ISSN 2221-5646(Print) 2523-4641(Online)
Visnyk of V.N.Karazin Kharkiv National University
Ser. “Mathematics, Applied Mathematics
and Mechanics”

2025, Vol. 101, p. 31–39
DOI: 10.26565/2221-5646-2025-101-03
УДК 517.977

Вiсник Харкiвського нацiонального
унiверситету iменi В.Н. Каразiна
Серiя "Математика, прикладна

математика i механiка"

2025, Том 101, с. 31–39

© Макаров О.А., Нiколенко I. Г., 2025; CC BY 4.0 license

О.А. Макаров
доцент, кандидат фiзико-математичних наук
доцент кафедри математичного модедювання та аналiзу даних
Харкiвький нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна
майдан Свободи, 6, Харкiв, Україна, 61022

makarovifamily07@gmail.com http://orcid.org/0000-0002-9050-4987

I. Г. Нiколенко
кандидат фiзико-математичних наук
доцент кафедри математичного модедювання та аналiзу даних
Харкiвький нацiональний унiверситет iменi В.Н. Каразiна
майдан Свободи, 6, Харкiв, Україна, 61022

iryna.nikolenko@karazin.ua http://orcid.org/0000-0002-2904-6761

Умови керованостi еволюцiйної системи лiнiйних

диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних

Керованостi систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними, якi опи-
сують рiзноманiтнi природнi процеси, присвячено безлiч робiт. Особливiстю цiєї
статтi є розглядання керованостi лiнiйної системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних загального вигляду.
Ранiше у статтi Макарова О.А. "Керованiсть еволюцiйної системи диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних"/ Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету
iменi В. Н.Каразiна, Серiя "Математика, прикладна математика i механiка 2016, Т.
83. с. 47–56" розглядалась система диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних.
У данiй роботi була дослiджена 0-керованiсть таких систем у просторi Л.Шварца
при певних умовах на керування. Зокрема, було доведено, що якщо власнi значення
матрицi системи є дiйсними, то iснує керування, яке не залежить вiд часу. Крiм
того, дослiдженний випадок, при якому власнi значення є уявними.
Метою цiєї статтi є дослiдження керованостi системи лiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних для довiльної матрицi системи при обмеженнях на
пошук керування у виглядi 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) · exp(−𝛼𝑡), де вектор-функцiя 𝑢(𝑥) нале-
жить простору Л. Шварца.
Отримано необхiднi та достатнi умовi 0-керованостi цiєї системи, а також наведено
приклади як керованої системи, так i некерованої. Як наслiдки цiєї теореми отри-
мано достатнi умови 0-керованостi системи, дiйснi частини власних значень матрицi
𝑃 (𝑠) обмеженi зверху або знизу. Крiм того, доведено, що якщо просторова змiнна
належить простору R, то така система є 0-керованою. До кожного випадку наведено
приклади.
Розглянуто також диференцiальне рiвняння у частинних похiдних другого поряд-
ку за часом. Для нього доведено, що якщо коренi характеристичного рiвняння
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задовольняють умовам критерiю, то це рiвняння буде 0-керованим. Так рiвняння
Гельмгольца є 0-керованими.

Ключовi слова: диференцiальнi рiвняння у частинних похiдних;
0-керованiсть; перетворення Фур’є; простiр Л.Шварца.

2020 Mathematics Subject Classification: 35C10, 93B28.

Вступ

Керованостi систем диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними,
яки описують рiзноманiтнi природнi процеси, присвячено безлiч робiт. На-
приклад, у роботi [1] дослiджено керування хвiльового рiвняння.

У статтi [2] розглянута еволюцiйна система диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, де дослiджена 0-керованiсть таких систем у просторi
Л.Шварца при певних умовах на керування. Зокрема було доведено, що якщо
власнi значення матрицi системи 𝑃 (𝑠) дiйснi, то iснує керування, яке не зале-
жить вiд часу. Крiм того був дослiджен випадок для уявних власних значень.

Метою цiєї роботи є дослiдження керованостi системи лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь у частинних похiдних при обмеженнях на пошук керування
у виглядi 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) exp(−𝛼𝑡), де вектор-функцiя 𝑢(𝑥) належить просто-
ру Л.Шварца. Був отриман критерiй 0-керованостi цiєї системи у просторi
Л.Шварца та наведени приклади як керованої так i некерованої систем. Як
наслiдок цього критерiю було доведено, що системи з обмеженними зверху
або знизу дiйсними частинами Re𝜆𝑗(𝑠) теж є 0-керованими.

Крiм того доведено, що системи з одновимiрною просторовою змiнною є
0-керованими. Наведени приклади на усi випадки.

Розглянуто також диференцiальне рiвняння у частинних похiдних друго-
го порядку за часом. Для нього доведено, що якщо коренi характеристичного
рiвняння задовольняють умовам критерiю, то це рiвняння 0-керовано. Так
рiвняння Гельмгольца є 0-керованими.

1. Критерiй керованостi

Розглянемо систему диференцiальних рiвнянь у частинних похiдних зi
сталими коефiцiентами

𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢(𝑥), 𝑡 ∈ [0;𝑇 ], 𝑥 ∈ R𝑛, (1)

де 𝑃 (𝑠) — полiномiальна матриця 𝑛 × 𝑛, 𝑢(𝑥) i 𝑤(𝑥, 𝑡) — вектор-функцiї,
яки належать простору Л.Шварца 𝑆, тобто нескiнченно диференцiйовнi та
швидко спаднi [3].

Означення 1. Система (1) називається 0-керованою у просторi 𝑆, якщо
для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) ∈ 𝑆 iснує керування 𝑢(𝑥) ∈ 𝑆 таке, що розв’язок
цiєї системи (1) з умовами 𝑤(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥) та 𝑤(𝑥, 𝑇 ) = 0 належить простору 𝑆
по просторовим змiнним.
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У роботi [2] доведена наступна теорема.
Теорема. Система (1) з керуванням вигляду 𝑢(𝑥)𝑣(𝑡) буде 0-керованою у
просторi 𝑆, тодi i тiльки тодi, коли iснує обернена матриця(︂∫︁ 𝑇

0
𝑣(𝑡) exp(−𝑡𝑃 (𝑠)𝑑𝑡)

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞ ∀𝑠 ∈ R𝑛,

де 𝐶∞
−∞ — простiр нескiнченно-диференцiйовних функцiй, яки зростають не

швидше степенi.
За iї допомогою доведемо наступний критерiй.

Теорема 1. Система (1) 0-керована у просторi Л.Шварца 𝑆 тодi i тiльки
тодi, коли виконується умова: iснує таке 𝛼 ∈ R, що на множинах

𝑁𝑗 = {𝑠 ∈ R𝑛 : Re𝜆𝑗(𝑠) = −𝛼} 𝑗 = 1, 𝑛

виконується нерiвнiсть

Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
2𝑘𝜋

𝑇
, 𝑘 = ±1,±2, . . . .

Доведення. У випадку керування вигляду 𝑢(𝑥) exp(−𝛼𝑡) умова попере-
дньої теореми виглядає так:

iснує обернена матриця(︂∫︁ 𝑇

0
exp(−𝛼𝑡) · exp(−𝑡𝑃 (𝑠))𝑑𝑡

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞. (2)

У роботi Л.В.Фардиголи [4] було доведено: якщо

△ = det

∫︁ 𝑇

0
exp 𝑡𝑄(𝑠) ̸= 0 ∀𝑠 ∈ R𝑛,

то матриця (︂∫︁ 𝑇

0
exp 𝑡𝑄(𝑠)𝑑𝑡

)︂−1

∈ 𝐶∞
−∞.

Там же доведено, що ця умова еквiвалентна умовi exp(𝑇𝜆𝑗(𝑠)) ̸= 1, 𝑗 = 1, 𝑛.
У нашому випадку остання умова означає, що

exp (−𝑇 (𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼)) ̸= 1, 𝑗 = 1, 𝑛 ∀𝑠 ∈ R𝑛,

тобто

𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 ̸= 2𝑘𝜋𝑖

𝑇
(𝑘 ̸= 0),

а ця нерiвнiсть еквiвалентна сукупностi нерiвностей Re𝜆𝑗(𝑠) ̸= −𝛼, або

Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
, 𝑘 = ±1,±2, . . . .

Теорема доведена.
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Приклад 1. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 4𝑤2(𝑥, 𝑡) +△𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −2𝑤2(𝑥, 𝑡) +△𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡.

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 4− |𝑠|2

−|𝑠|2 −2

)︂
, де |𝑠|2 =

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑠

2
𝑘.

Тодi характеристичне рiвняння 𝜆2+2𝜆−|𝑠|4+4|𝑠|2 = 0, а власнi значення
𝜆1,2(𝑠) = −1±

√︀
1− 4|𝑠|2 + |𝑠|4 = −1±

√︀
(2− |𝑠|2)2 − 3.

| Im𝜆𝑗(𝑠)| ≤
√
3 i тому при 𝑇 = 1 маємо Im𝜆𝑗(𝑠) ̸= 2𝑘𝜋 при 𝑘 ̸= 0.

Тобто виконана умова теореми 1, значить дана система 0-керована при
𝑇 ≥ 1.

Приклад 2.⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥1, 𝑥2),

𝜕𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=

= −𝜕
2𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑤1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
+ 2

𝜕𝑤2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

𝑠21 + 𝑠22 −2𝑖𝑠1

)︂
.

Тодi характеристичне рiвняння 𝜆2 + 2𝜆𝑠1 − 𝑠21 − 𝑠22 = 0, i власнi значення

𝜆1,2(𝑠) = −𝑖𝑠1 ±
√︁
−𝑠21 + 𝑠21 + 𝑠22 = −𝑖𝑠1 ± 𝑠2.

Отже у рiвняння −𝑖𝑠1 − 𝑠2 + 𝛼 =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
завжди є корiнь 𝑠2 = 𝛼, 𝑠1 =

2𝑘𝜋

𝑇
,

а значить система некерована.
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2. Достатнi умови керованостi

Теорема 2. Якщо дiйснi частини власних значень матрицi 𝑃 (𝑠) обмежени
зверху або знизу, то система (1) 0-керована.

Доведення. Якщо Re𝜆𝑗(𝑠) < 𝐶, 𝑗 = 1, 𝑛, ∀𝑠 ∈ R𝑛, то при 𝛼 < 𝐶 викона-
на нерiвнiсть Re𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 < 0, тобто виконуються умови теореми 1.

Аналогiчно: якщо Re𝜆𝑗(𝑠) > −𝐶, то при 𝛼 > 𝐶 виконується нерiвнiсть
Re𝜆𝑗(𝑠) + 𝛼 > 0 , тобто виконуються умови теореми 1.

Теорема доведена.

Приклад 3. Розглянемо систему еквiвалентну рiвнянню звука у в’язкому
середовищi⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥)),

𝜕𝑤2(𝑥)

𝜕𝑡
= 2

𝜕2𝑤2(𝑥)

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤1(𝑥)

𝜕𝑥2
+ 𝑤2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝑥 ∈ R.

Характеристичне рiвняння має вигляд⃒⃒⃒⃒
−𝜆 1
−𝑠2 −𝜆− 2𝑠2

⃒⃒⃒⃒
= 𝜆2 + 2𝜆𝑠2 + 𝑠2 = 0.

Його коренi 𝜆1,2(𝑠) = −𝑠2 ±
√
𝑠4 − 𝑠2.

При |𝑠| ≥ 1 коренi дiйснi i max𝜆𝑗(𝑠) < 0.
При |𝑠| < 1 коренi комплекснi i maxRe𝜆𝑗(𝑠) ≤ 0.

Тобто виконана умова теореми 2, а значить система 0-керована з керува-
нням, яке не залежнить вiд часу.

3. Керованiсть системи з однiєю просторовою змiнною

Розглянемо систему (1) з однiєю просторовою змiнною.

Теорема 3. Система (1) з 𝑥 ∈ R завжди 0-керована з деяким 𝛼.

Доведення. Рiвняння 𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
, 𝑘 ̸= 0 еквiвалентно системi

{︃
Re𝜆𝑗(𝑠) = −𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
,

𝑗 = 1, 𝑛.

Випадок дiйсних 𝜆𝑗(𝑠) був розглянут у статтi [2]. Тому у даної роботi ми
рзглянемо тiльки випадок, коли Im𝜆𝑗(𝑠) ̸= 0.

В цьому випадку Im𝜆𝑗(𝑠) =
2𝑘𝜋𝑖

𝑇
має скiнченну кiлькiсть коренiв при

фiксованому 𝑘, а всього цiх коренiв злiченна множина 𝑠𝑝 ∈ R при 𝑘 ∈ N.
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Тодi множина значень Re𝜆𝑗(𝑠𝑝) теж злiченна i тому завжди знайдеться
таке 𝛼, при якому Re𝜆𝑗(𝑠𝑝) ̸= −𝛼.

Отже, виконанi умови теореми 1, тобто система (1) 0-керована.
Теорема доведена.

Приклад 4. Розглянемо систему⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑢1(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕

2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝑏𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥)𝑒

−𝛼𝑡,

𝑏 > 0, 𝑥 ∈ R.

Власнi значення знаходяться iз рiвняння

𝜆2 + 𝑏− 𝑠2 = 0, 𝜆1,2(𝑠) = ±
√︀
𝑠2 − 𝑏.

При |𝑠| ≥ 𝑏 власнi значення дiйснi, а при |𝑠| < 𝑏 власнi значення уявнi
𝜆1,2(𝑠) = ±𝑖

√
𝑏− 𝑠2 i | Im𝜆𝑗(𝑠)| ≤ 𝑏.

Тому, якщо 𝑇 <
2𝜋√
𝑏
, то 𝜆𝑗(𝑠) ̸=

2𝑘𝜋𝑖

𝑁
i система 0-керована.

4. Керованiсть диференцiального рiвняння

другого порядку за часом

Розглянемо керованiсть диференцiального рiвняння

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤(𝑥, 𝑡) = 0, (3)

де 𝑃 (𝑠) i 𝑄(𝑠) — полiноми, 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0;𝑇 ].
Розглянемо систему, еквiвалентну цьому рiвнянню.⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡),

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤2(𝑥, 𝑡)−𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡)

Як i ранiше, будемо розглядати керування вигляду 𝑒−𝛼𝑡𝑢𝑗(𝑥).⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑤2(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥),

𝜕𝑤2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤2(𝑥, 𝑡)−𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡) + 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥).
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З першого рiвняння знайдемо функцiю

𝑤2(𝑥, 𝑡) =
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥).

Пiдставляючи цю функцiю у друге рiвняння, отримаємо нове рiвняння

𝜕2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡)+

+𝛼𝑒−𝛼𝑡𝑢1(𝑥)− 𝑒−𝛼𝑡𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1(𝑥)− 𝑒−𝛼𝑡𝑢2(𝑥) = 0.

Отже, отримали рiвняння

𝜕2𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+ 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑤1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑤1(𝑥, 𝑡) =

= 𝑒−𝛼𝑡

(︂
𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1(𝑥)− 𝛼𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥)

)︂ (4)

з початковими умовами⎧⎪⎨⎪⎩
𝑢1(𝑥, 0) = 𝜙(𝑥),

𝜕𝑤1(𝑥, 0)

𝜕𝑡
= 𝜓(𝑥) + 𝑢1(𝑥).

Застосовуючи теорему 1, маємо наступний наслiдок.

Наслiдок. Якщо коренi характеристичного рiвняння

𝜆2 + 𝑃 (𝑠)𝜆+𝑄(𝑠) = 0

задовольняють умовам теореми 1, то рiвняння (4) 0-кероване у просторi
Л.Шварца.

Приклад 5. Розглянемо рiвняння Гельмгольца (див. [5])

𝜕2𝑤(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
= △𝑤(𝑥, 𝑡) + 𝑘𝑤(𝑥, 𝑡) = 𝑓(𝑥, 𝑡).

Оскiльки характеристичнi коренi цього рiвняння

𝜆1,2 = ±
√︀
|𝑠|2 − 𝑘

задовольняють умовам теореми 1, то рiвняння Гельмгольца 0-кероване.

Висновки

У цiєї роботi отриман критерiй керованостi системи линiйних диференцi-
альних рiвнянь у частинних похiдних у просторi Л.Шварца. Даний критерiй
формулюється у термiнах обмежень на власнi значення матрицi системи.

Наведенi приклади як керованих, так i некерованих систем.
Як наслiдок отриманi також умови керованостi диференцiальних рiвнянь

у частинних похiдних другого порядку за часом.

Конфлiкт iнтересiв: Aвтори повiдомляють про вiдсутнiсть конфлiкту
iнтересiв.
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Controllability conditions for evolutionary systems

of linear partial differential equations
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sq. Svobody, 6, Kharkiv, Ukraine, 61022

Many works have been devoted to the controllability of systems of partial
differential equations that describe various natural processes. The peculiarity
of this article is the consideration of the controllability of a linear system of
partial differential equations of general forms.
In the article by Makarov O.A. "Controllability of an evolutionary system of
partial differential equations. / Bulletin of the Kharkiv National University
named after V. N. Karazin, Series "Mathematics, Applied Mathematics and
Mechanics 2016, Vol. 83. pp. 47–56"a system of partial differential equations
has previously been considered. The null-controllability of such systems in
the L. Schwartz space under certain control conditions has been investigated
in this work. In particular, it was proved that if the eigenvalues of the system
matrix are real, then there is a time-independent control. In addition, the
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case when the eigenvalues are imaginary was investigated.
The purpose of this article is to study the controllability of a system of linear
partial differential equations for an arbitrary matrix of the system under the
constraints on the search for control in the form 𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑢(𝑥) · exp(−𝛼𝑡),
where the vector of the function 𝑢(𝑥) belongs to the L. Schwartz space.
Necessary and sufficient conditions for the null-controllability of this system
are obtained and examples of both controllable and uncontrollable systems
are given. As a consequence of this theorem, sufficient conditions for the null-
controllability of the system are obtained, the real parts of the eigenvalues of
the matrix 𝑃 (𝑠) are bounded from above or below. In addition, it is proved
that if the spatial variable belongs to the space R, then such a system is
null-controllable. Examples are given for each case.
A partial differential equation of the second order in time is also considered.
It has been proven that if the roots of the characteristic equation satisfy the
conditions of the criterion, then this equation is null-controllable. Thus, the
Helmholtz equation are null-controllable.

Keywords: partial differential equations; null-controllability; Fourier
transform; L. Schwartz space.
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