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Неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння над скiнченними

комутативними кiльцями порядку 𝑝2 з одиницею

Вiдомо, що, з точнiстю до iзоморфiзму, iснує рiвно чотири скiнченнi комутативнi
кiльця з одиницею, порядок яких дорiвнює 𝑝2, де 𝑝—просте число. А саме, цими
кiльцями є кiльце лишкiв за модулем 𝑝2, пряма сума двох полiв лишкiв Z𝑝 за мо-
дулем 𝑝, поле з 𝑝2 елементiв i кiльце 𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2). Нещодавно було встановлено
критерiй розв’язностi лiнiйного рiзницевого рiвняння першого порядку над кiльцем
лишкiв за модулем𝑚 ≥ 2. З огляду на це, актуальною є задача розв’язання лiнiйного
рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝 порядку 𝑝

2.
У статтi дослiджуються неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння першого порядку над

кiльцем 𝒮𝑝. Встановлено необхiднi та достатнi умови розв’язностi розглянутого рiв-
няння над цим кiльцем. Крiм того, отриманi у статтi результати описують як кiль-
кiсть розв’язкiв у випадку їх iснування, так i вигляд загального розв’язку цього
рiвняння. Аналогiчнi результати встановлено для вiдповiдної початкової задачi над
кiльцем 𝒮𝑝. Зокрема, показано, що, на вiдмiну вiд випадку цiлiсного кiльця, поча-
ткова задача над кiльцем 𝒮𝑝 може мати нескiнченно багато розв’язкiв. Водночас,
якщо вона має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв, то її розв’язок є єдиним. Також отри-
мано наслiдки з одержаного критерiю розв’язностi розглянутого неявного лiнiйного
рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝. Зокрема, аналогiчно до теорiї Фредгольма, по-
казано, що якщо вiдповiдне однорiдне рiвняння має тiльки тривiальний розв’язок,
то дослiджуване неоднорiдне рiвняння має єдиний розв’язок.

У статтi наведено приклад, що демонструє застосування отриманих теорети-
чних результатiв до розв’язання конкретного рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝 i вiдповiдної
початкової задачi.

Результати роботи можуть бути використанi для подальшого вивчення лiнiйних
рiзницевих рiвнянь над скiнченними кiльцями, а також у загальнiй теорiї дискре-
тних динамiчних систем.
Ключовi слова: неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння; скiнченне кiльце; поча-
ткова задача; розв’язнiсть.
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1. Вступ

Нещодавно неявнi лiнiйнi рiзницевi рiвняння над цiлiсними кiльцями було
дослiджено у [1, 2], i бiльш детально над кiльцем цiлих чисел у [3, 4, 5]. Неявне
лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над кiльцем Z𝑚 = Z/𝑚Z лишкiв
за модулем 𝑚 дослiджувалось у [6].

Нехай 𝑝—просте число. У роботi [7] було показано, що, з точнiстю до iзо-
морфiзму, iснує всього 4 комутативних кiльця порядку 𝑝2 з одиницею, а саме
поле з 𝑝2 елементiв, пряма сума Z𝑝⊕Z𝑝, кiльце лишкiв Z𝑝2 i “спецiальне” кiль-
це 𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2) (див. також [8]). З огляду на цю класифiкацiю i результати
роботи [6], актуальною є задача розв’язання неявного лiнiйного рiзницевого
рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝.

Нехай 𝐴,𝐵, 𝐹𝑛 (𝑛 ∈ Z+)— заданi елементи кiльця 𝒮𝑝, причому 𝐵 ̸= 0. Роз-
глянемо наступне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого порядку над кiльцем
𝒮𝑝:

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (1)

де через Z+ позначено множину цiлих невiд’ємних чисел. Як i в [2, 6], рiвня-
ння (1) називається неявним, якщо 𝐵 є необоротним елементом кiльця 𝒮𝑝, i
явним у протилежному випадку.

Для рiвняння (1) розглядається початкова умова

𝑋0 = 𝑌0 ∈ 𝒮𝑝. (2)

Послiдовнiсть {𝑋𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 називається розв’язком поча-
ткової задачi (1), (2), якщо вона задовольняє рiвняння (1) i початкову умо-
ву (2).

Допомiжнi результати, що стосуються властивостей елементiв кiльця 𝒮𝑝,
наведено у роздiлi 2. Основнi результати мiстяться в роздiлах 3, 4. Теорема 1
описує необхiднi i достатнi умови розв’язностi рiвняння (1), а також визначає
число розв’язкiв i її загальний розв’язок цього рiвняння. З теореми 1 випли-
ває критерiй iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (1) (див. наслiдок 2).
Як i у теорiї Фредгольма (див., наприклад, [9, роздiл 7]), наслiдок 3 пока-
зує, що якщо вiдповiдне до (1) однорiдне рiвняння має тiльки тривiальний
розв’язок, то для будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 рiвня-
ння (1) має єдиний розв’язок (див. також [6, наслiдок 3.4], де отримано анало-
гiчний результат для кiльця Z𝑚). Теорема 2 описує необхiднi i достатнi умови
розв’язностi початкової задачi (1), (2), а також визначає число розв’язкiв i
загальний розв’язок цiєї початкової задачi. Зауважимо, що, як i в [6], ця поча-
ткова задача може мати нескiнченне число розв’язкiв. У роздiлi 5 розглянуто
приклад застосування результатiв теорем 1, 2, а також наслiдку 2.
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2. Властивостi елементiв кiльця 𝒮𝑝

Нагадаємо, що кiльце 𝒮𝑝 визначається як факторкiльце Z𝑝[𝑡]/(𝑡
2). Вiд-

повiдно, елементи цього кiльця мають вигляд 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑡, де 𝑎, 𝑏— елементи
кiльця Z𝑝, причому 𝑡2 = 0. Тепер додавання та множення у кiльцi 𝒮𝑝 задаю-
ться наступним чином: якщо 𝑥1 = 𝑎0 + 𝑎1𝑡 i 𝑥2 = 𝑏0 + 𝑏1𝑡, то

� 𝑥1 + 𝑥2 = (𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1 + 𝑏1)𝑡,

� 𝑥1 · 𝑥2 = 𝑎0𝑏0 + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0)𝑡.

Нехай 𝑥1 = 𝑎1 + 𝑏1𝑡, 𝑥2 = 𝑎2 + 𝑏2𝑡— елементи кiльця 𝒮𝑝. Тодi рiвнiсть
𝑥1 = 𝑥2 рiвносильна системi рiвностей{︃

𝑎1 = 𝑎2,

𝑏1 = 𝑏2.

Наступне твердження описує оборотнi та необоротнi елементи кiльця 𝒮𝑝.

Лема 1. Нехай 𝑥 = 𝑎+ 𝑏𝑡 ∈ 𝒮𝑝, де 𝑎, 𝑏 ∈ Z𝑝. Справедливi наступнi твердже-
ння.

1. Якщо 𝑎 ̸= 0, то 𝑥 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝 i вiрною є формула
𝑥−1 = 𝑎−1 − 𝑎−2𝑏𝑡.

2. Якщо 𝑎 = 0 i 𝑏 ̸= 0, то 𝑥 є нiльпотентним елементом кiльця 𝒮𝑝 i його
iндекс нiльпотентностi дорiвнює 2.

Доведення. Справдi, нехай 𝑥 = 𝑎 + 𝑏𝑡, де 𝑎 ∈ Z𝑝, 𝑏 ∈ Z𝑝. Якщо 𝑎 ̸= 0, то
𝑥 ·(𝑎−1−𝑎−2𝑏𝑡) = 1, тобто 𝑥 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝. Якщо ж 𝑎 = 0,
тобто 𝑥 = 𝑏𝑡, то 𝑥2 = 𝑏2𝑡2 = 0. Отже, кожен необоротний елемент кiльця
𝒮𝑝 є нiльпотентним, причому iндекс нiльпотентностi будь-якого ненульового
елементу дорiвнює 2.

3. Розв’язнiсть неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння над

кiльцем 𝒮𝑝

Повернемося до неявного лiнiйного рiзницевого рiвняння (1), в якому 𝐴 =
𝐴0 + 𝑡 𝐴1, 𝐵 = 𝐵0 + 𝑡𝐵1 ̸= 0, 𝐹𝑛 = 𝐹0,𝑛 + 𝑡 𝐹1,𝑛, де 𝐴0, 𝐵0, 𝐹0,𝑛, 𝐴1, 𝐵1, 𝐹1,𝑛 —
елементи поля Z𝑝 (𝑛 ∈ Z+). Наступна теорема є критерiєм розв’язностi цього
рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝.

Теорема 1. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) має скiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли або 𝐴0 ̸= 0, або 𝐵0 ̸= 0. При цьому рiвняння (1) має

𝑁 =

{︂
𝑝2, 𝐵0 ̸= 0,
1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0
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розв’язкiв i загальний розв’язок цього рiвняння має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵0 ̸= 0,

−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0,

(3)

де 𝑋0 — довiльний елемент кiльця 𝒮𝑝 у випадку 𝐵0 ̸= 0.

2. Рiвняння (1) має нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв тодi i тiльки тодi,
коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0, 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. При цьому загальний
розв’язок цього рiвняння визначено рiвнiстю 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈
Z+), де {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 — довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝, а послi-
довнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 елементiв у Z𝑝 визначено рiвнiстю

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (4)

де 𝑋0,0 — довiльний елемент поля Z𝑝.

3. Рiвняння (1) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0 i
𝐹0,𝑛 ̸= 0 при деякому 𝑛 ∈ Z+.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Якщо 𝐵0 ̸=
0, то, за першим твердженням леми 1, елемент 𝐵 є оборотним елементом
кiльця 𝒮𝑝. Отже, рiвняння (1) є явним, тому загальний розв’язок рiвняння (1)
визначається формулою (див. наприклад [10, с. 4])

𝑋𝑛 = 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑋0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N,

де 𝑋0 —довiльний елемент кiльця 𝒮𝑝. Таким чином, у випадку 𝐵0 ̸= 0 рiвня-
ння (1) має 𝑝2 розв’язкiв.

Тепер нехай 𝐵0 = 0 i 𝐴0 ̸= 0. Тодi, за лемою 1, елемент 𝐴 є оборотним
елементом кiльця 𝒮𝑝, а елемент 𝐵 є нiльпотентним з iндексом нiльпотентностi
2. Вiдповiдно, рiвняння (1) можна переписати у виглядi

𝑋𝑛 = 𝐵𝐴−1𝑋𝑛+1 −𝐴−1𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.

Скориставшись цiєю рiвнiстю двiчi, з урахуванням рiвностi 𝐵2 = 0 отримає-
мо:

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (5)

Пiдставляючи (5) у рiвняння (1) i враховуючи, що 𝐵2 = 0, переконаємось,
що послiдовнiсть (5) є розв’язком рiвняння (1):

𝐵𝑋𝑛+1 = −𝐵(𝐴−1𝐹𝑛+1 +𝐵𝐴−2𝐹𝑛+2) = −𝐵𝐴−1𝐹𝑛+1 −𝐵2𝐴−2𝐹𝑛+2 =

= 𝐴(−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1) + 𝐹𝑛 = 𝐴𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+.
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Достатнiсть твердження 1 доведено повнiстю.
Доведемо достатностi тверджень 2 i 3 теореми. Нехай 𝐵0 = 𝐴0 = 0. Тодi

рiвняння (1) приймає наступний вигляд:

𝐵1 𝑡 (𝑋0,𝑛+1 +𝑋1,𝑛+1𝑡) = 𝐴1 𝑡 (𝑋0,𝑛 +𝑋1,𝑛𝑡) + 𝐹0,𝑛 + 𝐹1,𝑛𝑡, 𝑛 ∈ Z+.

Прирiвнюючи в цьому рiвняннi коєфiцiенти при степенях 𝑡 (див. роздiл 2),
отримуємо, що рiвняння (1) еквiвалентне наступнiй системi рiвнянь над Z𝑝:{︃

𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛,

𝐵1𝑋0,𝑛+1 = 𝐴1𝑋0,𝑛 + 𝐹1,𝑛, 𝑛 ∈ Z+.
(6)

Тому для розв’язностi рiвняння (1) є необхiдною умова 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛.
Якщо цю умову не виконано, то рiвняння (1) не має розв’язкiв, тобто доведено
достатнiсть твердження 3 теореми.

Тепер нехай 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛. Оскiльки 𝐵 ̸= 0 i 𝐵0 = 0, то 𝐵1 ̸= 0.
Отже, за першим твердженням леми 1, iснує обернений елемент𝐵−1

1 в полi Z𝑝.
За [10, c. 4], загальний розв’язок другого рiвняння системи (6) визначається
рiвнiстю

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N, (7)

де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля Z𝑝. Якщо {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдов-
нiсть елементiв поля Z𝑝, то

(︀
{𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 , {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0

)︀
є загальним розв’язком

системи (6).
Отже, загальний розв’язок рiвняння (1) має вигляд 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛+𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈

Z+), де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля Z𝑝, {𝑋0,𝑛}∞𝑛=1 визначається форму-
лою (7), а {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Оскiльки достатнi
умови всiх трьох тверджень теореми вичерпують всi можливостi i попарно не
перетинаються, то доведення критерiю завершено.

Лема 1 i теорема 1 призводять до наступного наслiдку.

Наслiдок 1. Якщо або 𝐴, або 𝐵 є оборотним елементом кiльця 𝒮𝑝, то
рiвняння (1) завжди має розв’язок.

З першого твердження теореми 1 безпосередньо випливає наступний кри-
терiй iснування та єдиностi розв’язку рiвняння (1), i, зокрема, критерiй iсну-
вання тiльки тривiального розв’язку вiдповiдного однорiдного рiвняння.

Наслiдок 2. Справедливi наступнi твердження.

1. Рiвняння (1) над кiльцем 𝒮𝑝 має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi,
коли 𝐵0 = 0 i 𝐴0 ̸= 0. Цей розв’язок визначається формулою

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (8)
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2. Однорiдне рiвняння

𝐵𝑋𝑛+1 = 𝐴𝑋𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (9)

має тiльки тривiальний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝐵0 = 0,
𝐴0 ̸= 0.

З наслiдку 2 випливає наступне твердження.

Наслiдок 3. Якщо однорiдне рiвняння (9) має тiльки тривiальний
розв’язок, то для будь-якої послiдовностi {𝐹𝑛}∞𝑛=0 елементiв кiльця 𝒮𝑝 рiв-
няння (1) має єдиний розв’язок. Цей розв’язок визначається формулою (8).

Доведення. За першим твердженням наслiдку 2, маємо 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0. За-
стосовуючи друге твердження наслiдку 2, одержуємо, що рiвняння (1) має
єдиний розв’язок. Цей розв’язок визначається формулою (8).

4. Розв’язнiсть початкової задачi для неявного лiнiйного

рiзницевого рiвняння над кiльцем 𝒮𝑝

В (2) зобразимо 𝑌0 = 𝑌0,0 + 𝑌1,0 𝑡, де 𝑌0,0, 𝑌1,0 ∈ Z𝑝. Користуючись резуль-
татами теореми 1, сформулюємо i доведемо наступний критерiй розв’язностi
початкової задачi (1), (2).

Теорема 2. Справедливi наступнi твердження.

1. Початкова задача (1), (2) має єдиний розв’язок розв’язок тодi i тiльки
тодi, коли виконано одну з наступних умов:

(а) 𝐵0 ̸= 0.

(б) 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0 i 𝑌0 = −𝐴−1𝐹0 −𝐵𝐴−2𝐹1;

При цьому єдиний розв’язок початкової задачi (1), (2) має вигляд

𝑋𝑛 =

⎧⎨⎩ 𝐵−𝑛𝐴𝑛𝑌0 +
𝑛−1∑︀
𝑠=0

𝐵−𝑠−1𝐴𝑠𝐹𝑛−𝑠−1, 𝐵0 ̸= 0,

−𝐴−1𝐹𝑛 −𝐵𝐴−2𝐹𝑛+1, 𝐵0 = 0, 𝐴0 ̸= 0,

𝑛 ∈ N.

2. Початкова задача (1), (2) має нескiнченно багато розв’язкiв тодi i
тiльки тодi, коли 𝐴0 = 𝐵0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. При
цьому загальний розв’язок цiєї початкової задачi визначено рiвнiстю
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 — довiльна послi-
довнiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 має наступний
вигляд:

𝑋0,0 = 𝑌0,0, 𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑌0,0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N. (10)
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3. Початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв тодi i тiльки тодi, коли
𝐵0 = 0 i виконано одну з наступних умов:

(а) 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 ̸= 0 при деякому 𝑛 ∈ Z+;

(б) 𝐴0 ̸= 0 i 𝑌0 ̸= −𝐴−1𝐹0 −𝐵𝐴−2𝐹1.

Доведення. Доведемо достатнiсть першого твердження теореми. Якщо вико-
нано умову 1а або 1б, то, за теоремою 1, рiвняння (1) має скiнченне число
розв’язкiв, при цьому загальний розв’язок визначено формулою (3). Ця фор-
мула показує, що розв’язок початкової задачi (1), (2) однозначно визначає-
ться початковою умовою (2). Це доводить достатнiсть першого твердження
теореми.

Доведемо достатнiсть другого твердження теореми. Нехай тепер 𝐴0 =
𝐵0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛. За другим твердженням теореми 1, загаль-
ний розв’язок рiвняння (1) визначено рiвнiстю 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈
Z+), де {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдов-
нiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначено рiвнiстю (4), де 𝑋0,0 —довiльний елемент поля
Z𝑝. Тому загальний розв’язок початкової задачi (1), (2) визначено рiвнiстю
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑡𝑋1,𝑛 (𝑛 ∈ Z+), де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 —довiльна послiдов-
нiсть елементiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначено рiвнiстю (10).
Достатнiсть другого твердження теореми 2 доведено.

Доведемо достатнiсть третього твердження теореми. Якщо 𝐵0 = 0 i ви-
конано умову 3а, то, за третiм твердження теореми 1, рiвняння (1) не має
розв’язкiв, вiдповiдно i початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв. Якщо ж
𝐵0 = 0 i виконано умову 3б, то, за першим твердженням теореми 1, рiвнян-
ня (1) має єдиний розв’язок, який задовольняє умову𝑋0 = −𝐴−1𝐹0−𝐵𝐴−2𝐹1.
Тому при 𝑌0 ̸= −𝐴−1𝐹0−𝐵𝐴−2𝐹1 початкова задача (1), (2) не має розв’язкiв.
Достатнiсть третього твердження теореми 2 доведено.

Ми довели достатнiсть кожного з тверджень теореми. Аналогiчно дове-
денню теореми 1, оскiльки достатнi умови всiх трьох тверджень теореми ви-
черпують всi можливостi i попарно не перетинаються, то доведення критерiю
завершено.

5. Приклад

Розглянемо приклад застосування отриманих результатiв.

Приклад 1. Нехай 𝐴0, 𝐴1 ∈ Z𝑝. Розглянемо рiвняння

𝑡𝑋𝑛+1 = (𝐴0 +𝐴1𝑡)𝑋𝑛 + 𝐹𝑛, 𝑛 ∈ Z+, (11)

над кiльцем 𝒮𝑝. Рiвняння (11) має вигляд (1), де 𝐴 = 𝐴0+𝐴1𝑡, 𝐵 = 𝑡, 𝐵0 = 0,
𝐵1 = 1. Якщо 𝐴0 ̸= 0, то, за першим твердженням леми 1, елемент 𝐴 є
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оборотним, i 𝐴−1 = 𝐴−1
0 − 𝐴−2

0 𝐴1𝑡. За наслiдком 2, iснує єдиний розв’язок
рiвняння (11). Вiн визначається наступним чином:

𝑋𝑛 = −𝐴−1𝐹𝑛−𝐴−2𝐵𝐹𝑛+1 = −(𝐴−1
0 −𝐴−2

0 𝐴1𝑡)𝐹𝑛−(𝐴−2
0 −2𝐴−3

0 𝐴1𝑡)𝑡𝐹𝑛+1 =

= (𝐴−2
0 𝐴1𝑡−𝐴−1

0 )𝐹𝑛 −𝐴−2
0 𝑡𝐹𝑛+1, 𝑛 ∈ Z+. (12)

За першим твердженням теореми 2, якщо виконано умову 𝐴0 ̸= 0, то поча-
ткова задача (11), (2) має розв’язок тодi i тiльки тодi, коли 𝑌0 = (𝐴−2

0 𝐴1𝑡 −
𝐴−1

0 )𝐹0 −𝐴−2
0 𝑡𝐹1. Вiдповiдний розв’язок початкової задачi (11), (2) визнача-

ється рiвнiстю (12).
Тепер нехай 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 = 0 при всiх 𝑛 ∈ Z+. За другим твердженням

теореми 1, iснує нескiнченно багато розв’язкiв рiвняння (11). При цьому за-
гальний розв’язок цього рiвняння має вигляд 𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛 + 𝑋1,𝑛𝑡, де 𝑋0,0 —
довiльний елемент поля Z𝑝, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=0 —довiльна послiдовнiсть елементiв по-
ля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=1 визначається формулою

𝑋0,𝑛 = 𝐵−𝑛
1 𝐴𝑛

1𝑋0,0 +
𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐵−𝑠−1
1 𝐴𝑠

1𝐹1,𝑛−𝑠−1 =

= 𝐴𝑛
1𝑋0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐴𝑠
1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N.

При цьому, за другим твердженням теореми 2, початкова задача (11), (2) та-
кож має нескiнченно багато розв’язкiв, i її загальний розв’язок має вигляд
𝑋𝑛 = 𝑋0,𝑛+𝑋1,𝑛𝑡, де 𝑋1,0 = 𝑌1,0, {𝑋1,𝑛}∞𝑛=1 —довiльна послiдовнiсть елемен-
тiв поля Z𝑝, а послiдовнiсть {𝑋0,𝑛}∞𝑛=0 визначається формулою

𝑋0,0 = 𝑌0,0, 𝑋0,𝑛 = 𝐴𝑛
1𝑌0,0 +

𝑛−1∑︁
𝑠=0

𝐴𝑠
1𝐹1,𝑛−𝑠−1, 𝑛 ∈ N.

Якщо 𝐴0 = 0 i 𝐹0,𝑛 ̸= 0 для деякого 𝑛 ∈ Z+, то, за третiм твердженням те-
ореми 1, рiвняння (11) не має розв’язкiв i, вiдповiдно, початкова задача (11),
(2) також не має розв’язкiв.

6. Висновки

У данiй статтi дослiджено неявне лiнiйне рiзницеве рiвняння першого по-
рядку над скiнченними комутативними кiльцями з одиницею, порядок яких
дорiвнює 𝑝2. Встановлено необхiднi i достатнi умови розв’язностi цього рiв-
няння над кiльцем 𝒮𝑝, а за умови iснування розв’язку визначено кiлькiсть
розв’язкiв та загальний вигляд розв’язку. Аналогiчнi результати отримано
для початкової задачi над кiльцем 𝒮𝑝.

Наведено приклад, що демонструє використання одержаних теоретичних
результатiв. У подальшому планується дослiдити неявне лiнiйне рiзницеве
рiвняння над iншими класами скiнченних комутативних кiлець з одиницею.
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Подяки. Цю роботу було частково пiдтримано грантом Фонду Ахiєзера
(Харкiв).

Iсторiя статтi: отримана: 27 лютого 2025; прийнята: 31 травня 2025.
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Implicit linear difference equations over finite commutative rings of

order 𝑝2 with identity

M. V. Heneralov
Department of Fundamental Mathematics
V. N. Karazin Kharkiv National university
4 Svobody sqr., Kharkiv, 61022, Ukraine

It is known that, up to isomorphism, there are exactly four finite commutati-
ve rings with identity, whose order is equal to 𝑝2, where 𝑝 is a prime number.
Namely, these rings are the residue class ring modulo 𝑝2, the direct sum
of two residue class rings Z𝑝 modulo 𝑝, the field of order 𝑝2 and the ring
𝒮𝑝 = Z𝑝[𝑡]/(𝑡

2). Recently, a solvability criterion was established for the first-
order linear difference equation over the residue class ring modulo 𝑚 ≥ 2.
Considering this, it appears necessary to solve the solvability problem for
the linear difference equation over the ring 𝒮𝑝 of order 𝑝

2.

This paper investigates first-order implicit linear difference equations over
the ring 𝒮𝑝. The paper presents the solvability criterion for the mentioned
equation over this ring. In addition, the obtained results describe both the
number of solutions and the form of the general solution of this equation.
Analogous results were obtained for the initial problem over the ring 𝒮𝑝. In
particular, it was established that, unlike in the case of an integral domain,
the initial problem over the ring 𝒮𝑝 may have infinitely many solutions.
Moreover, if it has a finite number of solutions, then the solution of this
initial problem is unique. We obtain several corollaries of the solvability
criterion for the implicit linear difference equation over the ring 𝒮𝑝. In parti-
cular, as in Fredholm theory, we show that if a homogeneous equation, which
corresponds to the non-homogeneous equation, has only the trivial soluti-
on, then the non-homogeneous equation, which is being investigated, has a
unique solution.

The article includes an example demonstrating the application of the obtai-
ned theoretical results to solving a certain equation over the ring 𝒮𝑝 and the
corresponding initial problem.

The results may be applied to further studies of linear difference equations
over finite rings, and also to the general theory of discrete dynamical systems.

Keywords: implicit linear difference equation; finite ring; initial
problem; solvability.
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