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Поведiнка узагальненого розв’язку
початково-крайової задачi для нелiнiйного

параболiчного рiвняння
В рамках даної роботи нами вивчається поведiнка узагальненого розв’язку (або так
званого енергетичного розв’язку) цiкавої початково-крайової задачi (а саме розгля-
дається задача Кошi-Дiрiхле) для параболiчного рiвняння, що є нелiнiйним. Дослi-
дження проводиться в цилiндричнiй областi. На параметри рiвняння накладається
структурна умова, яка вiдповiдає процесу повiльної дифузiї. Отже, в статтi маємо
справу з розподiлом концентрацiї речовини в просторi та часi з урахуванням по-
чаткових та крайових умов. Цей процес має прикладний аспект та знаходить своє
застосування в фiзицi та iнженерiї, наприклад, для вивчення дифузiї речовини в
середовищах зi змiнною концентрацiєю чи хiмiчним впливом. Розв’язання таких за-
дач дозволяє отримати важливi данi щодо еволюцiї системи та прогнозувати її по-
ведiнку в рiзних умовах. У роботi в результатi проведеного нами дослiдження було
встановлено декiлька iнтегральних спiввiдношень, рiзних оцiнок та нерiвностей, якi
приводять до необхiдностi аналiзу поведiнки диференцiальної системи нерiвностей,
яка, в свою чергу, дає змогу встановити наявнiсть властивостi локалiзацiї розв’язку.
Так, спираючись на добре вiдомi результати щодо поведiнки розв’язку отриманої
диференцiальної системи, вдається знайти умову, що гарантує локалiзацiю носiя
розв’язку для дослiджуваної задачi Кошi-Дiрiхле. Основним результатом роботи є
теорема, яка доведена при довiльнiй фiнiтнiй початковiй функцiї та при умовi ви-
конання певного обмеження на граничний режим. Стаття має досить стандартну
структуру та, окрiм анотацiй та лiтератури, мiстить наступнi структурнi елементи:
вступ; постановка задачi; основнi означення; формулювання основного результату;
допомiжнi нерiвностi для доведення основного результату; допомiжнi твердження
для доведення теореми; доведення основного результату; висновок.
Ключовi слова: поведiнка узагальненого розв’язку; початково-крайова за-

дача; граничний режим.
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1. Вступ

Задача, яка буде дослiджена в рамках цiєї роботи, моделює розподiл кон-
центрацiї речовини в просторi та часi з урахуванням початкових та крайових
умов. Цей процес має практичний аспект та знаходить своє застосування в
фiзицi та iнженерiї, наприклад, для вивчення дифузiї речовини в середови-
щах зi змiнною концентрацiєю чи хiмiчним впливом. Розв’язання таких задач
дозволяє отримати важливi данi щодо еволюцiї системи та прогнозувати її по-
ведiнку в рiзних умовах. Тут вивчається поведiнка узагальненого розв’язку
початково-крайової задачi для параболiчного рiвняння, в результатi якого
знайдено умову на граничний режим для наявностi властивостi локалiзацiї
розв’язку при довiльнiй фiнiтнiй початковiй функцiї.

В якостi простого представника дослiджуваної задачi розглянемо насту-
пне рiвняння:

𝑢𝑡 −Δ𝑝𝑢 = 0,

де
𝑥 ∈ R𝑛, t > 0

𝑝 – додатнє дiйсне число;

𝑛 – розмiрнiсть простору, 𝑛 ≥ 1.

Розглянемо окремо бiльш детально елiптичний оператор, що фiгурує в
рiвняннi:

Δ𝑝𝑢 = div
(︀
|∇𝑢|𝑝−2∇𝑢

)︀
= |∇𝑢|𝑝−4|∇𝑢|2Δ𝑢+ (𝑝− 2)

𝑛∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
.

В критичних точках (∇𝑢 = 0) оператор є виродженим для 𝑝 > 2 i сингу-
лярним, коли 𝑝 < 2.

Розглянемо декiлька випадкiв:

� при 𝑝 = 1 Δ1𝑢 = div
(︁

∇𝑢
|∇𝑢|

)︁
= −𝐻, де 𝐻 – це оператор середньої

кривизни;

� при 𝑝 = 2 маємо звичайний оператор Лапласа:

Δ2𝑢 = Δ𝑢 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2𝑖

� при 𝑝 = 𝑛, де 𝑛 – це число незалежних змiнних, iнтеграл має наступний
вигляд:∫︁

Ω
|∇𝑢|𝑛𝑑𝑥 =

∫︁
. . .

∫︁ {︃(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥1

)︂2

+ . . .+

(︂
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑛

)︂2
}︃𝑛

2

𝑑𝑥1 . . . 𝑑𝑥𝑛.
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� при 𝑝 = ∞:

Δ𝑝𝑢 ≡ |∇𝑢|𝑝−4
(︀
|∇𝑢|2Δ𝑢+ (𝑝− 2)Δ∞𝑢

)︀
= 0

є граничним рiвнянням при 𝑝→ ∞. Роздiливши його на |∇𝑢|𝑝−4 i (𝑝−2),
отримаємо

|∇𝑢|2Δ𝑢
𝑝− 2

+ Δ∞𝑢 = 0.

Нехай 𝑝→ ∞, тодi маємо

Δ∞𝑢 = 0.

Розв’язки цього рiвняння називаються ∞-гармонiчними функцiями, а
рiвняння ∞-Лапласа записується у виглядi

Δ∞ ≡
𝑛∑︁

𝑖,𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
,

де 𝑢 = 𝑢 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) для 𝑛 змiнних.

Як вiдомо, Δ𝑝 – це оператор 𝑝-Лапласа, який використовується в прикла-
дних задачах фiзики та широко представлений в рiзних галузях, наприклад, в
реологiї, у гляцiологiї або кригознавствi. Деякi нещодавнi дослiдження вка-
зують на те, що навiть у броунiвського руху є аналог i математична гра
«Перетягування каната» призводить до випадку 𝑝 = ∞.

2. Постановка задачi

В областi 𝑄 = (0, 𝑇 )× Ω,Ω = Ω𝑅 ≡ {𝑥 ∈ R𝑛 : 1 < |𝑥| < 𝑅}, 𝑛 ≥ 1,
0 < 𝑇 <∞, 𝑅 <∞, розглядається наступна задача Кошi-Дiрихле:

𝜕

𝜕𝑡

(︀
|𝑢|𝑞−1𝑢

)︀
− 𝜓(𝑡)Δ𝑝𝑢 = 0, 𝜓(𝑡) > 0, 𝑝 > 𝑞 (1)

𝑢|Γ(1) = 𝑓(𝑡, 𝑥); 𝑢|Γ(𝑅) = 0; (2)

𝑢(0, 𝑥) = 𝑢0 ∈ 𝐿𝑞+1(Ω); (3)

supp 𝑢0 ∈ {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑑} , 1 < 𝑑 < 𝑅. (4)

Тут
Γ(s) ≡ (0, T)× 𝜕𝐵(𝑠),

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} .

Виконується основна структурна умова:

0 < 𝑞 < 𝑝, (5)
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тобто рiвняння (1) є рiвнянням типу «повiльної дифузii». Гранична функцiя
𝑓 є слiдом на Γ(1) деякої функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) такої, що

𝑓 ∈ 𝐿∞ ((0, 𝑇0)× Ω) ∩ 𝐿𝑝+1

(︀
0, 𝑇0;𝑊

1
𝑝+1(Ω)

)︀
∀𝑇0 < 𝑇, (6)

supp 𝑓 ∈ [0, 𝑇 ]× B (𝑅0) , 𝑅0 < 𝑅, (7)

𝑓 ′𝑡 ∈ 𝐿1 (0, 𝑇0;𝐿𝑞+1(Ω)) ∩ 𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(︁
0, 𝑇0;𝐿 𝑝+1

𝑝−𝑞+1
(Ω)
)︁

∀𝑇0 < 𝑇. (8)

Характер загострення граничного режиму описується функцiєю

𝐹 (𝑡) ≡
∫︁
Ω
|𝑓(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑡

0
𝜓(𝜏)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓(𝜏, 𝑥)|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝜏+∫︁ 𝑡

0
𝜓(𝜏)

−𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝜏 (𝜏, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥𝑑𝜏+

+

(︃∫︁ 𝑡

0

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝜏 (𝜏, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝜏

)︃𝑞+1

∀𝑡 < 𝑇.

(9)

Задача (1) – (5) моделює розподiл концентрацiї речовини в просторi та часi
з урахуванням початкових та крайових умов. Модельнiсть областi Ω в зада-
чi (1) – (5) продиктована лише бажанням уникнути додаткових громiздких
(хоча при цьому й очевидних) побудов та обчислень. Всi результати залиша-
ються справедливими для областей вигляду 𝐵(𝑅) ∩ (R𝑛 ∖ Ω), 𝑅 < ∞. Тут Ω
– довiльна однозв’язна область з 𝐶1 – гладкою границею 𝜕Ω : Ω ⊂ 𝐵(𝑅).

У викладках статтi також будуть використовуватися наступнi областi:

Γ𝑏
𝑎(s) ≡ (𝑎, 𝑏)× 𝜕𝐵(𝑠),

𝑄𝑏
𝑎 = (𝑎, 𝑏)× Ω(𝑠),

Ω(𝑠) = Ω𝑅 ∖𝐵(𝑠), ∀𝑠 > 1,

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} .

3. Основнi означення

У даному роздiлi розглянемо ключовi та важливi oзначення, якi будуть
активно застосовуватися у подальшому.

Означення 1. Функцiя 𝑢(𝑡, 𝑥) є узагальненим (енергетичним) розв’язком

задачi (1) – (5), якщо для будь-якого 𝑇0 < 𝑇 виконується наступна iнте-

гральна тотожнiсть:∫︁ 𝑇0

0
⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)′𝑡, 𝜂⟩𝑑𝑡−

∫︁ 𝑇0

0

∫︁
Ω
𝜓(𝑡)Δ𝑝𝑢𝜂𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0, (10)

де 𝜂(𝑡, 𝑥) – довiльна функцiя iз 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω)),

та виконанi наступнi умови, що гарантують збiжнiсть iнтегралiв:
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1. 𝑢− 𝑓 ∈ 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1 (Ω, 𝜕Ω)) ∩ 𝐿∞(0);𝑇0;𝐿𝑞+1(Ω));

2. (|𝑢|𝑞−1)′𝑡 ∈ 𝐿 𝑝+1
𝑝
(0, 𝑇0; (𝑊

1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω))

*)

та виконується початкова умова (3) в iнтегральному сенсi

𝑇0∫︁
0

⟨(|𝑢|𝑞−1𝑢)′𝑡, 𝜁⟩𝑑𝑡+
𝑇0∫︁
0

∫︁
Ω

(|𝑢|𝑞−1𝑢− |𝑢0|𝑞−1𝑢0)𝜁
′
𝑡𝑑𝑥𝑑𝑡 = 0

для довiльної пробної функцiї 𝜁(𝑡, 𝑥) ∈ 𝐿𝑝+1(0, 𝑇0;𝑊
1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω)) ∩

∩ 𝑊 1
1 (0, 𝑇0;𝐿∞(Ω)), яка обертається в нуль (тобто є зникаючою) в

околi 𝑡 = 𝑇0;

3. початкова та гранична функцiї 𝑓(𝑡, 𝑥) задовiльняють умовi узгодже-

ння:

𝑓(0, 𝑥)− 𝑢0(𝑥) ∈𝑊 1
𝑝+1(Ω, 𝜕Ω);

Через 𝑊 1
𝑟 (Ω, 𝑆), як це загальноприйнято, ми позначаємо в статтi замика-

ння за нормою 𝑊 1
𝑟 (Ω) множини функцiй iз класу 𝐶∞(Ω), якi обертаються

в нуль в околi 𝑆 ⊂ 𝜕Ω,𝑊 1
𝑟 (Ω) ≡𝑊 1

𝑟 (Ω,∅).

В [1] було встановлено та доведено факт iснування енергетичного (уза-
гальненого) розв’язку для задачi Кошi-Дiрихле з бiльш загальним елiпти-
чним оператором, що для дослiджуваного тут рiвняння (1) забезпечується
першою та другою умовами Означення 1. Згiдно з результатами роботи [2]
остання (третя) умова в означеннi узагальненого (енергетичного) розв’язку
гарантує єдинiсть розв’язку для задачi (1) – (5) в сенсi Означення 1.

Означення 2. Носiєм розв’язку 𝑢(𝑡, 𝑥) є замикання множини supp𝑢(𝑡, ·),
тобто

supp𝑢(𝑡, ·) = {𝑥 ∈ R𝑛 : 𝑢(𝑡, 𝑥) ̸= 0}.

Доречним буде зазначити тут, що для рiвняння з градiєнтною нелiнiйнi-
стю, яке було розглянуто у вступi:

𝑢𝑡 −Δ𝑝𝑢 = 0,

було знайдено автомодельний розв’язок, що вiдповiдає граничнiй функцiї

𝑓(𝑡) = 𝑘(𝑇 − 𝑡)−𝑛, 𝑛 – розмiрнiсть простору.

З аналiзу структури знайденого розв’язку випливає, що граничний режим не
руйнує властивiсть локалiзацiї, що вiдповiдає значенню 𝑛 = (𝑝− 1)−1, 𝑝 > 1.

Слiд зазначити, що цi та подiбнi результати були отриманi шляхом
бар’єрної технiки та пов’язанi зi знаходженням рiвзноманiтних автомодель-
них розв’язкiв. А такий пiдхiд у принципi не може бути застосований до
рiвнянь, якi не допускають вiдповiдних теорем порiвняння. Тому важливим
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є пошук альтернативних методiв дослiдження та їх успiшне застосування до
вивчення поведiнки узагальненого розв’язку початково-крайової задачi для
рiвняння (1), для якого неможливо побудувати автомодельний розв’язок, що
i було зроблено в рамках представленого дослiдження.

Означення 3. Задача (1) – (5) має властивiсть локалiзацiї, якщо її енер-

гетичний розв’язок 𝑢(𝑡, 𝑥) має наступну властивiсть:

𝜁(𝑡) ≡ inf{𝑟 : supp𝑢(𝑡, ·) ⊂ 𝐵(𝑟)} < 𝑅 ∀𝑡 < 𝑇. (11)

4. Основний результат

Основний результат цiєї роботи сформульовано в наступнiй теоремi.

Теорема 1. Нехай граничний режим дослiджуваної задачi Кошi-Дiрихлє

для нелiнiйного параболiчного рiвняння (1) – (5) задовiльняє нерiвностi:

𝐹 (𝑡) ⩽ 𝑐

(︂∫︁ 𝑇

𝑡
𝜓(𝜏)𝑑𝜏

)︂− 𝑞+1
𝑝−𝑞

∀𝑡 < 𝑇. (12)

Тодi iснують такi константи 𝑐𝑖 < ∞, якi «пам’ятають та акумулюють»

константи з вiдомих нерiвностей (нерiвностi Пуанкаре, iнтерполяцiйної

нерiвностi i т.п.), що були застосованi в результатi оцiнювання та аналiзу

iнтегралiв, та константи 𝑑 < ∞, якi не залежать вiд зовнiшнього радiусу

𝑅 областi Ω i такi, що початково-гранична задача (1) – (5) має властивiсть

локалiзацiї.

5. Допомiжнi нерiвностi для доведення основного результату

Для доведення основного результату протягом роботи будуть застосову-
ватися добре вiдомi нижченаведенi нерiвностi.

Iнтерполяцiйна нерiвнiсть (див. [3]):

‖𝑣‖𝐿𝑝+1(𝜕Ω(𝑠)) < 𝐶1 ‖𝐷𝑥𝑣‖𝜃𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))
‖𝑣‖1−𝜃

𝐿𝑞+1(Ω(𝑠))
, (13)

де
𝑣 ∈𝑊 1

𝑝+1(Ω(𝑠), 𝜕𝐵(𝑅)),

Ω(𝑠) = Ω𝑅 ∖𝐵(𝑠), ∀𝑠 > 1,

Ω𝑅 ≡ {𝑥 ∈ R𝑛 : 1 < |𝑥| < 𝑅},

𝐵(𝑠) = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 : |𝑥| < 𝑠} ∀𝑠 > 1,

0 < 𝜃 :=
(𝑞 + 1) + 𝑛(𝑝− 𝑞)

(𝑝+ 1)(𝑞 + 1) + 𝑛(𝑝− 𝑞)
< 1.

Нерiвнiсть Юнга з 𝜀 див., наприклад [4]:

𝑎𝑏 ≤ 𝜀𝑎𝑝 + 𝑐(𝜀)𝑏𝑞, (14)
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де

𝑎 ≥ 0, 𝑏 ≥ 0, 𝜀 > 0,
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1;

Нерiвнiсть Пуанкаре [5]:

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝐶‖∇𝑢‖𝐿𝑝(Ω), ∀𝑢 ∈𝑊 1,𝑝
0 (Ω), (15)

де
1 ≤ 𝑝 < 𝑛;

Нерiвнiсть Фрiдрiхса [6]:

‖𝑢‖𝐿𝑝(Ω) ≤ 𝑑𝑘

⎛⎝∑︁
|𝛼|=𝑘

‖𝐷𝛼𝑢‖𝑝𝐿𝑝(Ω)

⎞⎠1/𝑝

, (16)

де

𝛼 = (𝛼1, . . . , 𝛼𝑛) , |𝛼| = 𝛼1 + . . .+ 𝛼𝑛; 𝐷𝛼𝑢 =
𝜕|𝛼|𝑢

𝜕𝛼1
𝑥1 . . . 𝜕

𝛼𝑛
𝑥𝑛

.

Нерiвнiсть Соболєва (p > 1) та Гальярдо (p = 1) [7]:

‖𝑢‖2𝐿𝑟(Ω) ≤ 𝐶‖∇𝑢‖2𝐿𝑝(Ω), ∀𝑢 ∈ 𝐶∞
0 (R𝑛) ,

для
1 ≤ 𝑝 < 𝑛.

6. Допомiжнi твердження для доведення теореми

Лема 1. Нехай 𝑢(𝑡, 𝑥) – узагальнений розв’язок початково-граничної задачi

(1) – (5), тодi справедливою є оцiнка∫︁
Ω
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑎, 𝑏),

де

𝐹1(𝑎, 𝑏) =

∫︁
Ω
|𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

(︂∫︁ 𝑏

𝑎
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖𝐿𝑞+1(Ω)𝑑𝑡

)︂𝑞+1

+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖

𝑝+1
𝑝−𝑞+1

𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(Ω)𝑑𝑡,

𝐹1(0, 𝑏) = 𝐹 (𝑏).
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Доведення.

Для 0 ≤ 𝑎 < 𝑏 < 𝑇 згiдно з формулою iнтегрування частинами [1], маємо
рiвнiсть: ∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
⟨
(︀
|𝑢|𝑞−1𝑢

)︀
𝑡
, (𝑢− 𝑓)⟩𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 − |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1

)︀
𝑑𝑥+

+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑡, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡−

−
∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑏, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓(𝑏, 𝑥)𝑑𝑥. (17)

Пiдставимо пробну функцiю 𝜂 = (𝑢(𝑡, 𝑥)− 𝑓(𝑡, 𝑥)) в другий доданок iнте-
гральної тотожнiстi (10):

−
∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

𝜕

𝜕𝑥𝑖

(︃⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1(︂ 𝜕𝑢
𝜕𝑥𝑖

)︂
(𝑢− 𝑓)

)︃
𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕

𝜕𝑥𝑖
(𝑢− 𝑓)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝+1

𝑑𝑥𝑑𝑡−
∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡,

де область 𝑄 = (0, 𝑇 )× Ω.
Даний перехiд дає можливiсть розглядати внесок часткових похiдних

розв’язку 𝑢(𝑡, 𝑥) та його вiдхилення вiд граничної умови у рамках iнтеграль-
них виразiв, спрощуючи аналiз властивостей розв’язку.

Отже, пiдставляємо пробну функцiю в iнтегральну тотожнiсть (10) з ура-
хуванням рiвностi (17) та останньої викладки, отримуємо:

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω
|𝑢 (𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥

⃒⃒⃒⃒𝑝+1

𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω
|𝑢 (𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥−

−
∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω

(︁
|𝑢 (𝑡, 𝑥)|𝑞−1 𝑢 (𝑡, 𝑥)− |𝑢 (𝑎, 𝑥)|𝑞−1 𝑢 (𝑎, 𝑥)

)︁
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁
Ω

(︀
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑏, 𝑥)− |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞−1𝑢(𝑎, 𝑥)

)︀
𝑓(𝑏, 𝑥)𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

⃒⃒⃒⃒
𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

⃒⃒⃒⃒𝑝−1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
𝑑𝑥𝑑𝑡. (18)

Тепер оцiнимо зверху стандартним чином за допомогою нерiвностей (13) –
(16) доданки, що знаходяться в правiй частинi нерiвностi (18). Таким чином,
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𝐼1 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤ 𝜀1‖𝑢(𝑎, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω)+

+ 𝑐1 (𝜀1)

(︃∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝑡

)︃𝑞+1

;

𝐼2 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒
𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω
|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑞
𝑝+1

×

×
(︂∫︁

Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑝−𝑞+1
𝑝+1

𝑑𝑡 ≤
∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

𝑞
𝑝+1 𝜁(𝑡)𝑞

(︂∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑞
𝑝+1

×

× 𝜓(𝑡)
− 𝑞

𝑝+1

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥

)︂ 𝑝−𝑞+1
𝑝+1

𝑑𝑡 ≤ 𝜀2

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+ 𝑐 (𝜀2) 𝜁1(𝑏)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒ 𝑝+1
𝑝−𝑞+1 𝑑𝑥𝑑𝑡,

де 𝜁1(𝑠) = sup0≤𝑡<𝑠 𝜁(𝑡), 𝜁(𝑡) з Означення 3;

𝐼3 =

∫︁
Ω
(|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞 + |𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞) |𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑑𝑥 ≤

≤ 𝜀1

[︁
‖𝑢(𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω) + ‖𝑢(𝑎, 𝑥)‖𝑞+1
𝐿𝑞+1(Ω)

]︁
+ 𝑐2(𝜀1)‖𝑓(𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1(Ω);

𝐼4 =

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝 |𝐷𝑥𝑓 | 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

(︃∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)

(︁
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡

)︁ 𝑝
𝑝+1

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂ 1
𝑝+1

≤

≤ 𝜀3

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
+ 𝑐3 (𝜀3)

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
.

З урахуванням (18), об’єднуючи всi отриманi для iнтегралiв 𝐼1−𝐼4 оцiнки,
приходимо до глобальної апрiорної оцiнки:(︂

𝑞

𝑞 + 1
− 𝜀1

)︂
‖𝑢 (𝑏, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1
+ (1− 𝜀1 − 𝜀2)

∫︁
𝑄
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤
(︂

𝑞

𝑞 + 1
+ 2𝜀1

)︂
‖𝑢 (𝑎, 𝑥)‖𝑞+1

𝐿𝑞+1
+ 𝑐(𝜀2)𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1×

×
∫︁
Ω
|𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)|

𝑝+1
𝑝−𝑞+1𝑑𝑥𝑑𝑡+ 𝑐1(𝜀1)

(︃∫︁ 𝑏

𝑎

(︂∫︁
Ω

⃒⃒
𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)

⃒⃒𝑞+1
𝑑𝑥

)︂ 1
𝑞+1

𝑑𝑡

)︃𝑞+1

+

+ 𝑐2 (𝜀1) ‖𝑓 (𝑏, 𝑥)‖𝑞+1
𝐿𝑞+1(Ω) + 𝑐3 (𝜀3)

(︂∫︁
𝑄
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︂
.

Зафiксуємо в останiй нерiвностi 𝜀1 та 𝜀2 таким чином, що

𝑞

𝑞 + 1
− 𝜀1 ≥

𝑞

2(𝑞 + 1)
; (1− 𝜀1 − 𝜀2) ≥

1

2
,



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 13

тодi отримаємо:∫︁
Ω
|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎

∫︁
Ω
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑏)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑎, 𝑏), де

𝐹1(𝑎, 𝑏) =

∫︁
Ω
|𝑓(𝑏, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑓 |𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡+

+

(︂∫︁ 𝑏

𝑎
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖𝐿𝑞+1(Ω)𝑑𝑡

)︂𝑞+1

+

∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

− 𝑞
𝑝−𝑞+1

∫︁
Ω
‖𝑓 ′𝑡(𝑡, 𝑥)‖

𝑝+1
𝑝−𝑞+1

𝐿 𝑝+1
𝑝−𝑞+1

(Ω)𝑑𝑡,

𝐹1(0, 𝑏) = 𝐹 (𝑏).

Лема 2. Нехай 𝑢(𝑡, 𝑥) – узагальнений розв’язок початково-граничної задачi

(1) – (5), тодi справедливою є нерiвнiсть

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1

×

×

(︃∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 𝜃
𝑝+1

⎛⎝∫︁ 𝑏

𝑎
𝜓(𝑡)

(︃∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢|𝑞+1𝑑𝑥

)︃ 𝑝+1
𝑞+1

𝑑𝑡

⎞⎠
1−𝜃
𝑝+1

.

Доведення.

Зафiксуємо 𝑠 > 1 та 𝛿 > 0;

𝜂𝑠,𝛿(𝜏) =

⎧⎨⎩
0, 𝜏 < 𝑠;

𝜏−𝑠
𝛿 , 𝑠 ≤ 𝜏 ≤ 𝑠+ 𝛿;
1, 𝜏 > 𝑠+ 𝛿.

Рис.1. Профiль функцiї 𝜂𝑠,𝛿(𝜏).
Pic.1. Function profile 𝜂𝑠,𝛿(𝜏).
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В якостi пробної функцiї в iнтегральнiй тотожностi покладаємо: 𝜂(𝑡, 𝑥) =
𝑢(𝑡, 𝑥)𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|).

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥𝑑𝑡 =

=
𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑑𝑥−

−
∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)∖𝑄𝑏
𝑎(𝑠+𝛿)

𝜓(𝑡)

𝑛∑︁
𝑖=1

(︂
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑖

)︂
𝑢(𝜂𝑠,𝛿(|𝑥|)𝑥𝑖𝑑𝑥𝑑𝑡.

Переходячи до границi при 𝛿 → 0 як це було зроблено в [3] маємо:

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑏, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁
𝑄𝑏

𝑎(𝑠)
𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡 =

𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+

∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡)
𝑛∑︁

𝑖=1

|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑢𝜈𝑖𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑞

𝑞 + 1

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑎, 𝑥)|𝑞+1 𝑑𝑥+ 𝑐

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡) |𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1

×

×

(︃∫︁
Γ𝑏
𝑎(𝑠)

𝜓(𝑡)|𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 1
𝑝+1

.

Покладемо тепер:

[𝑎, 𝑏] = [𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ] , [0, 𝑇 ) =
∞⋃︁
𝑗=1

[𝑡𝑗−1, 𝑡𝑗 ] , 𝑡0 = 0.

та зробимо оцiнку доданку в правiй частинi попередньої нерiвностi за допо-
могою iнтерполяцiйного спiввiдношення (13):

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
𝜕Ω(𝑠)

|𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

∫︁
Ω(𝑠)

𝜓𝜃(𝑡)‖𝑢‖𝑝+1
𝐿(𝑝+1)𝜃(Ω(𝑠))𝜓(𝑡)

1−𝜃‖𝑢‖(𝑝+1)(1−𝜃)
𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))𝑑𝛾𝑑𝑡 ≤

≤ 𝑐

(︃∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)‖𝐷𝑥𝑢‖𝑝+1
𝐿𝑝+1(Ω(𝑠))𝑑𝑡

)︃𝜃(︃∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)‖𝑢‖𝑝+1
𝐿𝑞+1(Ω(𝑠))𝑑𝑡

)︃1−𝜃

,
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тодi нерiвнiсть набуває вигляду∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥 ≤
∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡𝑗−1, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

+ 𝑐

(︃∫︁
Γ
𝑡𝑗
𝑡𝑗−1

(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡

)︃ 𝑝
𝑝+1
(︃∫︁

𝑄
𝑡𝑗
𝑡𝑗−1

(𝑠)
𝜓(𝑡)|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡

)︃ 𝜃
𝑝+1

×

×

⎛⎝∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

(︃∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢|𝑞+1𝑑𝑥

)︃ 𝑝+1
𝑞+1

𝑑𝑡

⎞⎠
1−𝜃
𝑝+1

, (19)

що пiсля iнтегрування по 𝑡 ∈ (𝑎, 𝑏) дає в точностi результат Леми 2.

7. Доведення основного результату

Визначаємо два сiмейства функцiй, що пов’язанi з 𝑢(𝑡, 𝑥):

ℎ𝑗(𝑠) = ess sup𝑡∈[𝑡𝑗−1,𝑡𝑗 ]

∫︁
Ω(𝑠)

|𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥;

𝐸𝑗(𝑠) =

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
Ω(𝑠)

|𝐷𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝑥𝑑𝑡;

i монотонну послiдовнiсть:

𝑡𝑗 → 𝑇, 𝑡0 = 0; 𝑡𝑗−1 < 𝑡𝑗 , 𝑗 = 1, 2 . . . .

Оскiльки ∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)

∫︁
𝜕𝐵(𝑠)

|𝐷𝑥𝑢(𝑡, 𝑥)|𝑝+1𝑑𝛾𝑑𝑡 = − 𝑑

𝑑𝑠
𝐸𝑗(𝑠),

то (19) пiсля застосування нерiвностi Юнга з 𝜀 (14) в нових термiнах ℎ𝑗(𝑠) та
𝐸𝑗(𝑠) дає диференцiальну систему:

𝐸𝑗(𝑠) ≤ 𝑟1ℎ𝑗−1(𝑠) + 𝑟2𝛼
𝜈
𝑗

(︂
−𝑑𝐸𝑗(𝑠)

𝑑𝑠

)︂1+𝜇

, (20)

ℎ𝑗(𝑠) ≤ (1 + 𝛿𝑗)ℎ𝑗(𝑠) + 𝑟3𝛿
−(𝑝+1)𝜈

𝑞+1

𝑗 𝛼𝜈
𝑗

(︂
−𝑑𝐸𝑗

𝑑𝑠

)︂1+𝜇

, (21)

∀𝑠 > 1, 𝑗 ∈ N, ∀𝛿𝑗 > 0,

де константи 𝑟1, 𝑟2, 𝑟3 <∞ залежать лише вiд вiдомих параметрiв

𝜈 =
(1− 𝜃)(𝑞 + 1)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
< 1; 𝜇 =

(1− 𝜃)(𝑝− 𝑞)

𝑞(𝑝+ 1) + 𝜃(𝑝− 𝑞)
; 𝛼𝑗 =

∫︁ 𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡.
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Для зручностi домножимо обидвi частини введених на початку параграфу

функцiй на 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 :

𝐴𝑗(𝑠) = 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 𝐸𝑗(𝑠); 𝐻𝑗(𝑠) = 𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗 ℎ𝑗(𝑠) ⇒

тодi очевидно, що нерiвностi (20) та (21) набувають вигляду:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

,

𝐻𝑗(𝑠) ≤ (1 + 𝛿𝑗)𝛼
𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑗−1ℎ𝑗−1(𝑠) + +𝑟′3𝛿
− (𝑝+1)𝜈

𝑞+1

𝑗

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

.

Розбиття {𝑡𝑗} та послiдовнiсть {𝛿𝑗} будемо обирати таким чином, щоб
виконувалась строга нерiвнiсть:

(1 + 𝛿𝑗) < 𝜆 = const < 1.

Тодi отримаємо:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

(22)

𝐻𝑗(𝑠) ≤ 𝜆𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

(23)

Iтеруючи спiввiдношення (22), оцiнюючи послiдовно в правiй частинi усi𝐻𝑖(𝑠)
з урахуванням (23), маємо низку послiдовних нерiвностей:

𝐴𝑗(𝑠) ⩽𝑟4𝐻𝑗−1(𝑠) + 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑟4𝜆𝐻𝑗−2(𝑠) + 𝑟4𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑟4𝜆
2𝐻𝑗−3(𝑠) + 𝑟4𝑟3𝜆

(︀
−𝐴′

𝑗−2(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟4𝑟3
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑟2
(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

⩽𝑠 ⩽ 𝑟4𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝑟4𝑟3

[︁
𝜆𝑗−2

(︀
−𝐴′

1(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝜆𝑗−3
(︀
−𝐴′

2(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝑠+ 𝜆2
(︀
−𝐴′

𝑗−3(𝑠)
)︀1+𝜇

+ 𝜆
(︀
−𝐴′

𝑗−2(𝑠)
)︀1+𝜇

+
(︀
−𝐴′

𝑗−1(𝑠)
)︀1+𝜇

+
𝑟2
𝑟3𝑟4

(︀
−𝐴′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

]︂
⩽

⩽𝑟4𝜆
𝑗−1𝐻0(𝑠) + 𝑟5

𝑗∑︁
𝑖=1

(︁
−𝜆

𝑗−𝑖
1+𝜇𝐴′

𝑖(𝑠)
)︁1+𝜇

i остаточно отримуємо:

𝐴𝑗(𝑠) ≤ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠) + 𝑟5

[︃
𝑗∑︁

𝑖=1

(︁
−𝜆

𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴′

𝑖(𝑠)
)︁]︃1+𝜇

. (24)

Якщо ввести сiмейство невiд’ємних функцiй:

𝑈𝑗(𝑠) ≡
𝑗∑︁

𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴𝑖(𝑠), 𝑗 = 1, 2 . . . .



ВiсникХНУ, Сер. «Математика, прикладна математика i механiка», том99 (2024) 17

i зауважити при цьому, що справедливою є наступна рiвнiсть

𝐴𝑗(𝑠) = 𝑈𝑗(𝑠)− 𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠),

то очевидно, що спiввiдношення (24) можна переписати наступним чином:

𝑈𝑗(𝑠)−𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠) ≤ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠)+ 𝑟5
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇 ∀𝑗 ∈ N,

тобто

𝑈𝑗(𝑠) ≤ 𝜆
1

1+𝜇

𝑗 𝑈𝑗−1(𝑠)+ 𝑟4𝜆
𝑗−1

(︂∫︁ 𝑇

0
𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︂ 𝑞+1
𝑝−𝑞

ℎ0(𝑠)+ 𝑟5
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇 ∀𝑗 ∈ N,

𝑈𝑗(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝐴𝑖(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝛼

𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑖 𝐸𝑖(1) ∀𝑗 ∈ N.

Для оцiнки зверху 𝐸𝑖(1) скористаємося нерiвнiстю з Леми 1 при 𝑎 = 0, 𝑏 = 𝑡𝑗
маємо:∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+

∫︁ 𝑡𝑗

0

∫︁
Ω
|𝐷𝑥𝑢|𝑝+1 𝑑𝑥𝑑𝑡

⩽ 𝑐1

∫︁
Ω
|𝑢(0, 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(0, 𝑡𝑗);∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐹1(𝑡𝑗);∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐶;∫︁

Ω
|𝑢(𝑡𝑗 , 𝑥)|𝑞+1𝑑𝑥+ 𝐸𝑗(1)

⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐2

(︂
1 + 𝜁1(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
𝐶.

Отже,

𝐸𝑗(1) ⩽ 𝑐1ℎ0(1) + 𝑐3

(︂
1 + 𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂
.

Тодi

𝑈𝑗(1) =

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇𝛼

𝑞+1
𝑝−𝑞

𝑖

[︂
𝑐1ℎ0(1) + 𝑐3

(︂
1 + 𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂]︂
≤

≤ ℎ0(1)

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
𝑖+𝜇

(︃∫︁ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︃ 𝑞+1
𝑝−𝑞 [︂

𝑐1 + 𝑐3

(︁
1− 𝜆

1
1+𝜇

)︁−1
(︂
1 + 𝜁(𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

)︂]︂
.
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Таким чином, за умови, що

𝑗∑︁
𝑖=1

𝜆
𝑗−𝑖
1+𝜇

(︃∫︁ 𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝜓(𝑡)𝑑𝑡

)︃ 𝑞+1
𝑝−𝑞

≤ const

має мiсце оцiнка:

𝑈𝑗(1) ≤ 𝑐4 + 𝑐5𝜁(𝑡𝑗)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1 .

В свою чергу це приводить до системи диференцiальних нерiвностей

𝑈𝑗(𝑠) ≤ 𝑐6𝑈𝑗−1(𝑠) + 𝑐7
(︀
−𝑈 ′

𝑗(𝑠)
)︀1+𝜇

, ∀𝑠 > 𝑑;

𝑈𝑗(𝑑) ≤ 𝑐4 + 𝑐5𝜁(𝑡𝑗)
𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1 , ∀𝑗 ∈ N.

А з цiєї системи в силу Леми 6.3 статтi [8] випливає наступна рiвномiрна
оцiнка для носiїв функцiй 𝑈𝑗(𝑠) :

𝜁 (𝑡𝑗) ⩽ sup {𝑠 : 𝑠 ∈ supp𝑈𝑗} ⩽ 𝑐8

[︂
𝑐4 + 𝑐5 + 𝑐5𝜁1 (𝑡𝑗)

𝑞(𝑝+1)
𝑝−𝑞+1

]︂ 𝜇
1+𝜇

+ 𝑑,

де 𝑐8 =
(︁

𝑐7
1−6

)︁ 1
1+𝜇 1+𝜇

𝜇 .

З останньої нерiвностi випливає

𝜁 (𝑡𝑗) ⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐8𝑐
𝜇

1+𝜇

5 𝜁1 (𝑡𝑗)
κ ∀𝑗 ∈ N, (25)

де

κ =
𝑞(𝑝+ 1)(𝑝− 𝑞)

(𝑝− 𝑞 + 1)[𝑛(𝑝− 𝑞) + (𝑞 + 1)(𝑝+ 1)]
< 1 ∀𝑛 ⩾ 1, 𝑝 > 𝑞.

Для завершення доведення залишилося лише встановити оцiнку зверху для
функцiї 𝜁(𝑡) на множинi

𝑆 = {𝑡 ∈ (0, 𝑇 ) : 𝜁(𝑡) = 𝜁1(𝑡)} . (26)

Вiзьмемо довiльну точку 𝑡 :

𝑡 ∈ [𝑇0, 𝑇 ) ∩ 𝑆, 𝑡 = 𝑡𝑗0 , 𝑗0 ∈ N.

З огляду на спiввiдношення (25) i означення (26) маємо:

𝜁(𝑡) = 𝜁 (𝑡𝑗0) ⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐8𝑐
𝜇

1+𝜇

5 𝜁(𝑡)κ

⩽ 𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝜀𝜁(𝑡) + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ

,
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Це, у свою чергу, приводить до оцiнки

𝜁(𝑡) ⩽ (1− 𝜀)−1

[︃
𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)

𝜇
1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ
]︃
≡ 𝐷(𝜀).

Розглянемо

𝐷(𝜀) = (1− 𝜀)−1

[︃
𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)

𝜇
1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ
]︃
=

𝐷0

1− 𝜀
∀𝜀 > 0.

(27)
Усi постiйнi 𝑐𝑖, якi фiгурували у вищенаведених обчисленнях, не залежать
вiд зовнiшнього радiуса 𝑅 областi Ω. Тому при виконаннi умови

𝑑+ 𝑐8 (𝑐4 + 𝑐5)
𝜇

1+𝜇 + 𝑐9(𝜀)

(︂
𝑐8𝑐

𝜇
1+𝜇

5

)︂ 1
1−κ

< 𝑅 (28)

можна знайти 𝜀0 > 0 таке, що

𝜁(𝑡) < 𝐷(𝜀) < 𝑅 ∀𝑡 ∈ [𝑇0, 𝑇 ) . (29)

Ця оцiнка є еквiвалентною наявностi властивостi локалiзацiї граничної за-
дачi, що розглядається, при 𝑅, що задовольняє спiввiдношенням (28), (29).
Таким чином, Теорему 1, яка є основним результатом роботи, доведено.

Висновок

Основний результат даної роботи має важливе значення в теорiї рiвнянь у
частинних похiдних i може бути застосований в рiзних галузях, таких як, на-
приклад, моделювання теплопровiдностi, дифузiї та динамiки рiдин. Резуль-
тати, отриманi в статi, можуть бути використанi в подальших дослiдженнях
у галузi нелiнiйних параболiчних рiвнянь.

Iсторiя статтi: отримана: 20 квiтня 2024; останнiй варiант: 19 травня 2024
прийнята: 21 травня 2024.
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The behavior of the generalized solution of the initial-boundary value

problem for the nonlinear parabolic equation

K. V. Stiepanova, D. R. Shevchuk
V. N. Karazin Kharkiv National University

4 Svobody Sq., Kharkiv, Ukraine, 61022

Within the framework of this work, we study the behavior of the generalized
solution (or the so-called energy solution) of an interesting initial-boundary
value problem (namely, the Cauchy-Dirichlet problem is considered) for
nonlinear parabolic equation. The research is carried out in a cylindrical
area. A structural condition is imposed on the parameters of the equation
corresponding to the slow diffusion process. So, in the article we are deali-
ng with the distribution of the substance concentration in space and time,
taking into account the initial and boundary conditions. This process has
a practical aspect and is used in physics and engineering, for example, to
study the diffusion of matter in environments with variable concentration or
chemical influence. Solving such problems allows obtaining important data
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on the evolution of the system and predicting its behavior in various condi-
tions. In the work, as a result of our research, several integral ratios, various
estimates and inequalities were established, which lead to the need to analyze
the behavior of the differential system, which in turn makes it possible to
establish the presence of the solution localization property. So, relying on
the well-known results regarding the behavior of the solution of the resulti-
ng differential system, it is possible to find a condition that guarantees the
localization of the solution carrier for the Cauchy-Dirichlet problem under
study. The main result of the work is a theorem that is proved for an arbitrary
finite initial function and under the condition of fulfilling a certain restriction
on the limit mode. The article has a fairly standard structure and, in additi-
on to annotations and literature, contains the following structural elements:
introduction; Formulation of the problem; basic definitions; formulation of
the main result; auxiliary inequalities for proving the main result; auxiliary
statements for proving the theorem; proving the main result; conclusions.

Keywords: behavior of the generalized solution; initial boundary

value problem; boundary mode.
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