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Методи адаптивно динамiчного програмування для
визначення оптимальної стратегiї регенерацiї

печiнки
Кожен живий органiзм взаємодiє з навколишнiм середовищем i використовує

цю взаємодiю для вдосконалення власних дiй, щоб вижити та розвиватися. Процес
еволюцiї показав, що види змiнюють свої дiї на основi взаємодiї з навколишнiм сере-
довищем протягом тривалого часу, що призводить до природного вiдбору та вижи-
вання найбiльш пристосованих. Це навчання, яке засноване на дiях, або навчання з
пiдкрiпленням може охопити уявлення про оптимальну поведiнку, що вiдбувається в
природних системах. Ми описуємо математичнi формулювання для навчання з пiд-
крiпленням i метод практичного впровадження, вiдомий як адаптивне динамiчне
програмування. Це дає нам уявлення про вигляд керування для штучних бiологi-
чних систем, якi навчаються та демонструють оптимальну поведiнку.

У данiй роботi розглядається постановка задачi верхньої оцiнки оптимально-
стi, для якої оптимальна стратегiя регуляцiї гарантовано краща чи еквiвалентна
об’єктивним правилам регуляцiї, якi ми можемо спостерiгати в реальних бiологi-
чних системах.

У випадку оптимальних алгоритмiв навчання з пiдкрiпленням процес навчан-
ня перемiщується на вищий рiвень, об’єктом iнтересу якого є не деталi динамiки
системи, а iндекс продуктивностi, який кiлькiсно визначає, наскiльки близько до
оптимальностi працює система керування. У такiй схемi навчання з пiдкрiпленням
є засобом навчання оптимальнiй поведiнцi шляхом спостереження за реакцiєю ото-
чення на неоптимальнi стратегiї керування.

Мета цiєї статтi полягає в тому, щоб показати кориснiсть методiв навчання з
пiдкрiпленням, зокрема сiмейства методiв, вiдомих як адаптивне динамiчне програ-
мування (АДП), для керування бiологiчними системами за допомогою зворотного
зв’язку. У цiй роботi викладено «он-лайн» методи вирiшення задачi визначення верх-
ньої оцiнки оптимальностi у постановцi адаптивного динамiчного програмування.
Ключовi слова: динамiчне програмування; оптимальне керування; навчан-

ня з пiдкрiпленням.
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1. Вступ

Розробка математичних моделей динамiки складних клiтинних систем, що
володiють задовiльною пояснювальною та передбачувальною силою, є однiєю
з фундаментальних проблем математичної бiологiї.

Без явного уявлення принципiв, правил i механiзмiв цiлеспрямованої ре-
гуляцiї (керування) у «клiтинних системах» будь-яка їхня математична мо-
дель дасть нам лише неосяжний набiр потенцiйних стратегiй, серед яких є
справжня динамiка, що спостерiгається в бiологiчному експериментi.

Iдентифiкацiя об’єктивних принципiв i правил регуляцiї «клiтинної систе-
ми», що визначає серед усiх можливостей саме справжню динамiку, є необхi-
дною умовою розробки математичних моделей iз достатньою пояснювальною
та передбачуваною силою.

Перспективним пiдходом до розв’язання цiєї задачi є гiпотеза, що прави-
ла регуляцiї бiологiчних процесiв пiдпорядкованi деяким об’єктивним прин-
ципам, критерiям оптимальностi[1]. Ця гiпотеза виникла з природнього при-
пущення, що принципи, яким пiдкоряються правила регуляцiї процесiв вiд-
новлення динамiчного гомеостазу органiв та тканин органiзму, вiдповiдають
процесу природного вiдбору пiд час його попередньої еволюцiї щодо деякого
критерiю оптимальностi [2, 3].

Наразi розв’язати цю задачу, навiть у її спрощенiй постановцi, досить
важко через безлiч невизначеностей пiд час попередньої еволюцiї органiзму,
динамiки змiни зовнiшнiх умов, в яких вона вiдбувалася, а також високої
обчислювальної складностi розв’язання такої задачi.

Розглядається значно простiша постановка задачi верхньої оцiнки опти-
мальностi, для якої оптимальна стратегiя регуляцiї гарантовано краща чи
еквiвалентна об’єктивним правилам регуляцiї, якi ми можемо спостерiгати в
реальних бiологiчних системах.

Задача пошуку верхньої оцiнки оптимальностi може оцiнити особливостi
регуляцiї регенерацiйних процесiв в сценарiях, якi не охопленi у бiологiчних
експериментах, та проаналiзувати можливi процеси регуляцiї, спостереження
яких є поки що технологiчно недосяжнi. Ця задача дозволяє на якiсному
рiвнi попередньо перевiрити гiпотези щодо того, як вiдбувається регуляцiя
процесiв регенерацiї печiнки з метою їх подальшої перевiрки в бiологiчному
експериментi.

Як було зазначено у роботах [4, 5] у регенерацiї печiнки беруть участь
процеси рiзного часового масштабу. При цьому швидкi процеси можуть вiдi-
гравати важливу роль. При цьому часовий горизонт розгляду процесiв реге-
нерацiї органiзму може становити вiд тижня до кiлькох мiсяцiв.

Тому задача пошуку стратегiї регенерацiї печiнки є експоненцiйно скла-
дною щодо вiдлiкiв часової шкали координат, що кодують переходи з попе-
реднього стану безпосередньо у наступний стан. Природньо постає питання
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про знаходження ефективних методiв наближеного розв’язання цiєї задачi за
наявностi тих чи iнших обмежень.

Одним iз найуспiшнiших методiв є адаптивне динамiчне програмування
(АДП) та навчання з пiдкрiпленням. Модифiкацiю дiй на основi взаємодiї з
навколишнiм середовищем навчанням з пiдкрiпленням (reinforcement learni-
ng, RL) [6]. Iснує багато типiв навчання, включаючи контрольоване навча-
ння, неконтрольоване навчання тощо. Навчання з пiдкрiпленням стосується
агента, який взаємодiє зi своїм середовищем i змiнює свої дiї або стратегiю
керування на основi стимулiв, отриманих у вiдповiдь на його дiї. Це базується
на оцiночнiй iнформацiї з навколишнього середовища i може називатися на-
вчанням, заснованим на дiях. RL передбачає причинно-наслiдковий зв’язок
мiж дiями та винагородою чи покаранням.

Алгоритми RL побудованi на iдеї, що успiшнi контрольнi рiшення слiд за-
пам’ятовувати за допомогою сигналу пiдкрiплення, щоб вони з бiльшою ймо-
вiрнiстю були використанi вдруге. RL тiсно пов’язаний з теоретичної точки
зору з прямими та непрямими адаптивними методами оптимального керува-
ння. Адаптивне динамiчне програмування та навчання з пiдкрiпленням, крiм
«офлайн» методiв передбачає «он-лайн» методи, що працюють у реальному
режимi часу i якi, зрештою, не вимагають знання рiвнянь динамiки системи
– методи, що базуються на даних, у тому числi методiв, якi обробляють данi,
що надходять у реальному масштабi часу [12].

У цiй роботi ми розглянемо «он-лайн» методи вирiшення задачi визна-
чення верхньої оцiнки оптимальностi у постановцi адаптивного динамiчного
програмування.

2. Постановка задачi АДП визначення стратегiї верхньої

оцiнки оптимальностi регенерацiї печiнки органiзму.

Попередньо було розроблено дискретну, детермiновану, автономну, керо-
вану динамiчну систему 𝑆(𝑋,𝑈, 𝑓) у термiнах iндексiв дискретних часiв t [7]:

𝑥𝑡+1 = 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡), 0 ≤ 𝜆𝑡 ≤ 1, 𝑥0 = 𝑥0, 𝑥𝑡 ∈ 𝑋,𝜆𝑡 ∈ 𝑈, 𝑡 ∈ N, (1)

де 𝑥𝑡 - типи функцiональних клiтин печiнки в момент часу 𝑡; 𝑋 ⊆ R𝑛 -
простiр допустимих станiв системи; 𝑥0 ∈ 𝑋 - заданий початковий розподiл
функцiональних клiтин печiнки; 𝑈 ⊆ R𝑚 - простiр допустимих керуючих дiй;
𝜏𝑡 - задана функцiя зовнiшньої токсичностi.

Функцiя 𝑓(𝑥𝑡, 𝜏𝑡, 𝜆𝑡) задана у явному виглядi для моделi регенерацiї пе-
чiнки, яку ми розробили [4, 7]. Запропонована модель процесiв регенерацiї
печiнки включає такi моделi популяцiйної динамiки, як узагальненi рiвняння
Лотки-Вольтерра, рiвняння Лотки-Вольтерра з переходами, рiвняння Лотки-
Вольтерра iз запiзненням.

Така система задовольняє однокроковiй властивiстi Маркова, оскiльки її
стан у момент часу 𝑡 + 1 залежить лише вiд стану та вхiдних даних у попе-
реднiй момент часу 𝑡.
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Для полегшення аналiзу часто розглядають клас систем з дискретним
часом, що описуються нелiнiйною динамiкою у формi рiзницевого рiвняння
афiнного простору станiв:

𝑥𝑡+1 = 𝑔1(𝑥𝑡) + 𝑔2(𝑥𝑡)𝜆𝑡. (2)

Аналiз таких форм зручний i може бути узагальнений на загальну вибiрку
даних форми (1).

Стратегiя керування визначається як функцiя вiд простору станiв до про-
стору керування 𝜆 : 𝑋 → 𝑈 . Тобто для кожного стану 𝑥𝑡 стратегiя визначає
керуючу дiю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡).

Кожному дискретному переходу системи з поточного стану 𝑥𝑡 у наступний

стан 𝑥𝑡+1 пiд дiєю керування 𝑥𝑡
𝜆𝑡−→ 𝑥𝑡+1 приписується його вартiсть:

𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡),

де 𝑟 : 𝑋 × 𝑈 → R є мiрою вартостi керування за один крок (utility).
Далi припускатимемо, що функцiя 𝑟 обмежена. Принаймнi для бiологi-

чних систем припущення, що вартiсть, ефективнiсть, кориснiсть стану не мо-
же бути необмежено великим, природно.

2.1. Оптимальна вартiсть.

На вiдмiну вiд розглянутої в [7] постановки задачi визначення оптимальної
стратегiї, у задачi АДП розглядають дисконтовану сумарну вартiсть вперед
або собiвартiсть:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) =

∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖), (3)

0 < 𝛾 ≤ 1 - коефiцiєнт дисконтування. Коефiцiєнт дисконтування вiдображає
той факт, що ми менше турбуємося про обставини, якi виникнуть в майбу-
тньому.

Ми припускаємо, що система є стабiлiзованою на деякiй множинi Ω ⊂ R𝑛,
тобто iснує стратегiя керування 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) така, що замкнута система (2) є
асимптотично стiйкою на Ω. Стратегiя керування 𝜆𝑡 називається допустимою,
якщо вона є стабiлiзуючою i дає кiнцеву вартiсть 𝑉𝜆(𝑥𝑡).

Метою теорiї оптимального керування є вибiр стратегiї, яка мiнiмiзує со-
бiвартiсть:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
, (4)

яка вiдома як оптимальна вартiсть. Тодi оптимальна стратегiя керування
визначається як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︃ ∞∑︁
𝑖=𝑡

𝛾𝑖−𝑡𝑟(𝑥𝑖, 𝜆(𝑥𝑖))

)︃
. (5)
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Ранiше, наприклад, ми визначали оптимальну стратегiю керування як [7]:

𝜆*𝑡 = argmin
𝜆(.)

𝑁∑︁
𝑖=0

𝑣𝑡𝑖(𝐾 − Φ𝑡𝑖)
2 (6)

Φ𝑡 =
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑐𝑖𝑥
𝑖
𝑡 – узагальнений показник функцiональностi печiнки в мо-

мент часу 𝑡.
𝑡𝑖 = 𝑖Δ𝑡,Δ𝑡 – крок дискретизацiї, [0, 𝑇 ] = Δ𝑡𝑁 – iнтервал життєвого

циклу органiзму.
𝐾 – оптимальна функцiональна активнiсть органiзму.
0 ≤ 𝑣𝑡𝑖 ≤ 1 – вiдносна вага моменту життєвого циклу.

Зауваження. Задача знаходження стратегiї регенерацiї печiнки має фi-

зичний змiст кiнцевого iнтервалу часу (життєвий цикл органiзму кiнце-

вий). Але формально систему рiвнянь, що описують процеси регенерацiї пе-

чiнки, можна продовжити на нескiнченну вiсь 𝑡 ∈ N.

2.2. Рiвняння Ляпунова i принцип оптимальностi Беллмана.

Запишемо вираз (3) у виглядi:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾

∞∑︁
𝑖=𝑡+1

𝛾𝑖−𝑡−1𝑟(𝑥𝑖, 𝜆𝑖). (7)

Вираз (7) еквiвалентний наступному:

𝑉𝜆(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1), 𝑉𝜆(𝑥0) = 0. (8)

Вираз (8) є дискретним нелiнiйним рiвнянням Ляпунова.
На пiдставi рiвнянь (7) визначимо дискретний Гамiльтонiан.

𝐻(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡),△𝑉𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) +△𝑉𝑡, (9)

де △𝑉𝑡 = 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)− 𝑉𝜆(𝑥𝑡) - рiзницевий оператор, який виражає змiни дис-
контованої вартостi вперед пiд час переходу зi стану 𝑥𝑘 у стан 𝑥𝑘+1, у ре-
зультатi керуючої дiї 𝜆(𝑥𝑘). З рiвняння Ляпунова випливає, що дискретний
Гамiльтонiан для будь-якого керування та будь-якого поточного стану дорiв-
нює нулю.

Оптимальне значення можна записати за допомогою рiвняння Беллмана
як

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)) . (10)

Цю задачу оптимiзацiї все ще важко вирiшити.
Принцип Беллмана [8] є основою оптимального керування, i вiн ствер-

джує, що "незважаючи на те, якими були попереднi рiшення (тобто керува-
ння), необхiдно вибрати такий варiант керування, щоб собiвартiсть на цьому
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та всiх послiдуючих кроках були мiнiмальними". З точки зору рiвнянь, це
означає, що:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (11)

Рiвняння (11) вiдоме як рiвняння оптимальностi Беллмана або рiвнян-
ня Гамiльтона-Якобi-Белмана (HJB) з дискретним часом. Тодi оптимальна
стратегiя виглядає як:

𝜆*(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1)) . (12)

Оскiльки необхiдно знати оптимальну стратегiю в момент часу 𝑡 + 1 до
(11) для визначення оптимальної стратегiї в момент часу 𝑡, принцип Белл-
мана дає зворотну в часi процедуру для вирiшення проблеми оптимального
керування. Це основа для алгоритмiв динамiчного програмування, якi широ-
ко використовуються в теорiї систем керування, дослiдженнi операцiй тощо.

Позначимо символами 𝐿𝑆 i 𝐿*
𝑆 безлiч функцiй Ляпунова i безлiч опти-

мальних функцiй Ляпунова шляхiв динамiчної системи 𝑆 (1), вiдповiдно:

𝐿𝑆 = {𝑉𝜆(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ 𝑈}

𝐿𝑆 = {𝑉 *(𝑥)|𝑥 ∈ 𝑋,𝜆 ∈ 𝑈}

Розглянемо безлiч функцiй Ляпунова та оптимальних функцiй Ляпунова
динамiчної системи 𝑆 (1) як пiдмножини Банахова простору 𝑙∞(N) обмеже-
них функцiй 𝑣 : N → R, 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), з нормою ||𝑣(.)||∞ = sup𝑖∈N |𝑣(𝑖)|.

З огляду на рiвняння Ляпунова (8) визначимо пару вiдображень 𝑇 i 𝑇 *

Банахова простору у себе:

𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N)

𝑇 (𝑣(𝑡)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑣(𝑡+ 1), 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), 𝑡 ∈ N

𝑇 * : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N)

𝑇 (𝑣(𝑡)) = min
𝜆(.)

(𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑣(𝑡+ 1)) , 𝑣 ∈ 𝑙∞(N), 𝑡 ∈ N

Твердження 1. Вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) i 𝑇 * : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) є
стискаючими вiдображеннями в Банаховому просторi 𝑙∞(N).

∃𝛼, 0 < 𝛼 < 1 :
||𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)||∞ ≥ 𝛼||𝑇 (𝑣1(𝑡))− 𝑇 (𝑣2(𝑡))||∞,∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑙∞(N),
||𝑣1(𝑡)− 𝑣2(𝑡)||∞ ≥ 𝛼||𝑇 *(𝑣1(𝑡))− 𝑇 *(𝑣2(𝑡))||∞, ∀𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑙∞(N).
Твердження 2. Стискаючi вiдображення 𝑇 : 𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) i 𝑇 * :

𝑙∞(N) → 𝑙∞(N) мають єдину «нерухому точку» i, якщо нерухома точка вiд-
ображення 𝑇 i нерухома точка вiдображення 𝑇 * належать безлiчi функцiй
Ляпунова та безлiчi оптимальних функцiй Ляпунова динамiчної системи 𝑆,
то цi нерухомi точки є функцiї Ляпунова та оптимальнi функцiї Ляпунова.

∃!𝑣 ∈ 𝑙∞(N) : 𝑇 (𝑣) = 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐿𝑆 ⇒ 𝑣 = 𝑉𝜆(𝑥𝑡).
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∃!𝑣 ∈ 𝑙∞(N) : 𝑇 *(𝑣) = 𝑣, 𝑣 ∈ 𝐿*
𝑆 ⇒ 𝑣 = 𝑉 *(𝑥𝑡).

Як вiдомо доказ теореми Банаха про нерухому точку заснований на по-
слiдовнiй iтерацiйнiй процедурi використання стискаючих вiдображень, в на-
шому випадку 𝑇 i 𝑇 *. Це є математичним обгрунтуванням iтерацiйних алго-
ритмiв АДП, якi будуть наведенi у наступному роздiлi.

3. Навчання з пiдкрiпленням, АДП та адаптивне керування.

Оптимальним рiшенням керування з використанням динамiчного програ-
мування є процедура зворотного руху в часi. У цьому роздiлi сформулюємо
методи он-лайн навчання з пiдкрiпленням у реальному часi для вирiшення
задачi оптимального керування [9, 12]. Цi методи широко називаються набли-
женим динамiчним програмуванням (АДП) або нейродинамiчним програму-
ванням (НДП) [10]. Є два ключових компоненти: похибка часової рiзницi i
апроксимацiя функцiї вартостi.

Похибка часової рiзницi. На основi рiвняння Беллмана (8) визначимо рiв-
няння похибки часової рiзницi:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1)− 𝑉𝜆(𝑥𝑡). (13)

Слiд зазначити, що права частина цього виразу є гамiльтоновою функцiєю
(9). Якщо виконується рiвняння Беллмана, похибка часової рiзницi дорiвнює
нулю.

Похибка часової рiзницi може розглядатися як похибка передбачення мiж
прогнозованою вартiстю та спостережуваною вартiстю у вiдповiдь на керу-
вання, застосоване до системи.

Ключовою особливiстю рiвняння похибки часової рiзницi є те, що вона
не вимагає знання явних рiвнянь динамiки системи. Справдi, якщо ми має-
мо такi данi: траекторiя системи, що спостерiгається, на основi вимiрювань
𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, ...; функцiя вартостi кроку 𝑟𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡); деяке передбачуване керу-
вання 𝜆(.) або деяка передбачувана оцiнка вартостi 𝑉 (𝑥𝑡), тодi, вiдповiдно до
рiвняння (1), ми можемо послiдовно обчислити її похибку часової рiзницi.

Апроксимацiя функцiї вартостi. Для апроксимацiї функцiї вартостi мо-
жуть бути використанi такi методи: лiнiйна регресiя, нейроннi мережi, де-
рева прийняття рiшень, найближчi сусiди, тощо. Припустимо, що функцiя
вартостi може бути досить добре апроксимована найпростiшою нейронною
мережею (лiнiйною регресiєю):

̂︀𝑉𝜆(𝑥) =𝑊 𝑇𝜑(𝑥). (14)

де 𝑊 - вектор коефiцiєнтiв (параметрiв) нейронної мережi, 𝜑(.) – базисна
функцiя активацiї.

Апроксимацiя функцiї нейронною мережею означає обчислення параме-
трiв (синаптичних ваг i змiщень, якщо такi є) мережi. Цей процес називається
навчанням.
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Для деякого керування 𝜆(.) похибка часової рiзницi набуває лiнiйного за
параметрами 𝑊 вигляду:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡+1)−𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡). (15)

Рiвняння 𝑒𝑡 = 0 є рiвнянням з фiксованою точкою. Це рiвняння узгодже-
ностi, яке задовольняється в кожен момент часу 𝑡 для значення 𝑉𝜆(.), що
вiдповiдає поточнiй стратегiї 𝜆(𝑥𝑡). Таким чином, можна використовувати
iтерацiйнi процедури для вирiшення рiвняння часових рiзниць, включаючи
iтерацiю за стратегiями та iтерацiю за значеннями.

Алгоритм iтерацiї за стратегiями он-лайн (On-line policy iterati-

on, PI).

Iнiцiалiзацiя. Виберiть будь-яку допустиму стратегiю керування 𝜆0(𝑥𝑡).
Етап оцiнки стратегiї. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1(𝜑(𝑥𝑡)− 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)). (16)

Зауважимо, що рiвняння форми (16) - це саме тi рiвняння, якi розв’язуються
методом найменших квадратiв (least squares method, LS). Таким чином, ме-
тод найменших квадратiв можна запускати в режимi он-лайн до збiжностi.
Запишемо (16) як:

𝑊 𝑇
𝑖+1Φ(𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)). (17)

Φ(𝑡) = 𝜑(𝑥𝑡) − 𝛾𝜑(𝑥𝑡+1) – вектор регресiї. Звернiть увагу, що для збiжностi
методу найменших квадратiв вектор регресiї повинен обертатися.

Тодi:
𝑊 𝑇

𝑖+1 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)
−1. (18)

𝐿𝑆(𝑊 ) =

𝑇∑︁
𝑡=1

(︁
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− ̂︀𝑉𝜆(𝑥𝑡))︁2 . (19)

𝐿𝑆(𝑊 ) =

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)

−1𝜑(𝑥𝑡)
)︀2
. (20)

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡))Φ(𝑡)

−1𝜑(𝑥𝑡)
)︀2
. (21)

Як альтернативу методу найменших квадратiв, коли нейронна мережа
апроксимацiї бiльш складна, можна використовувати метод градiєнтного спу-
ску i його модифiкацiї.

Етап удосконалення стратегiї. Визначте покращену стратегiю за допо-
могою:

𝜆𝑖+1(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (22)

Подiбним чином можна надати он-лайн алгоритм навчання пiдкрiплення
на основi iтерацiї за значеннями.
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Алгоритм iтерацiї за значеннями он-лайн (On-line value iteration,

VI).

Iнiцiалiзацiя. Виберiть будь-яку стратегiю керування 𝜆0(𝑥𝑡), не обов’язково
допустиму або стабiлiзуючу.

Етап оновлення значення. Визначити розв’язок 𝑊𝑖+1:

𝑊 𝑇
𝑖+1𝜑(𝑥𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1). (23)

Для знаходження параметрiв 𝑊𝑖+1 можна використовувати метод най-
менших квадратiв так само як i в PI алгоритмi. Звернiть увагу, що старi
параметри вагiв знаходяться в правiй частинi (23). Таким чином, вектор ре-
гресiї тепер 𝜑(𝑥𝑡), який повинен обертатися для збiжностi методу найменших
квадратiв.

𝑊𝑖+1 = argmin
𝑊

𝑇∑︁
𝑡=1

(︀
𝑉𝜆(𝑥𝑡)− (𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖 𝜑(𝑥𝑡+1))𝜑(𝑥𝑡)
−1𝜑(𝑥𝑡)

)︀2
.

Для розв’язання в режимi реального часу можна також використовувати
пакетнi методи найменших квадратiв, рекурсивних найменших квадратiв або
градiєнтнi методи.

Етап удосконалення стратегiї. Визначте покращену стратегiю за допо-
могою:

𝜆𝑖+1(𝑥𝑡) = argmin
𝜆(.)

(︀
𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇

𝑖+1𝜑(𝑥𝑡+1)
)︀
. (24)

Алгоритм навчання з пiдкрiпленням PI (або VI) розв’язує нелiнiйне рiв-
няння Ляпунова на етапi оновлення значення кожного кроку 𝑖, спостерiгаючи
лише набiр даних 𝑥𝑡, 𝑥𝑡+1, 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑖(𝑥𝑡)) кожного разу вздовж траєкторiй систе-
ми.

Таким чином, навчання з пiдкрiпленням вирiшує базове нелiнiйне рiв-
няння Ляпунова (рiвняння Беллмана) на кожному кроцi в режимi он-лайн,
використовуючи лише данi, що спостерiгаються вздовж траєкторiй системи.

Зауважимо, що втiлення (16) не може бути легко реалiзоване в нелiнiйно-
му випадку, оскiльки воно є неявно в керуваннi, оскiльки 𝑥𝑡+1 залежить вiд
𝜆(.) i є аргументом нелiнiйної функцiї активацiї.

Цi проблеми вирiшуються введенням другої нейронної мережi для страте-
гiї керування, вiдомої як нейронна мережа дiяча [11]. Тому введемо структуру
параметричного апроксиматора дiяча:

𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡) = 𝑈𝑇𝜎(𝑥𝑡). (25)

𝜎(𝑥) : R𝑛 × 𝑈 → R𝑀 – вектор M функцiй активацiї i 𝑈 ∈ R𝑀×𝑚 – матриця
вагових коефiцiєнтiв або невiдомих параметрiв.

Реалiзацiя навчання з пiдкрiпленням з використанням двох нейронних ме-
реж, однiєї як критика, а iншої як дiяча, дає структуру, показану на рис. 1. У
цiй системi керування критик i дiяч налаштовуються послiдовно як в PI, так
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Рис. 1. Навчання з пiдкрiпленням зi структурою актор/критик.
Pic.1. Reinforcement learning with an actor/critic framework.

i в VI. Тобто ваги однiєї нейронної мережi зберiгаються постiйними, а ваги
iншої налаштовуються до збiжностi. Ця процедура повторюється до тих пiр,
поки обидвi нейронннi мережi не зiйдуться. Таким чином, це адаптивна си-
стема оптимального керування он-лайн, у якiй параметри функцiї значення
налаштовуються в режимi он-лайн, а збiжнiсть вiдбувається до оптималь-
ного значення та керування. Збiжнiсть нелiнiйної iтерацiї за значеннями з
використанням двох нейронних була доведена в [13].

4. Q-навчання.

Щоб уникнути будь-якої iнформацiї про динамiку системи, потрiбно на-
дати альтернативний шлях для отримання часткових похiдних вiдносно вхi-
дних даних керування, якi не проходять через систему. Для цього Пол Вербос
використав концепцiю зворотного поширення, а Крiс Воткiнс ввiв подiбнi по-
няття для марковського процесу вирiшування у дискретному просторi, який
вiн назвав Q-навчанням [14].

Розглянемо рiвняння Беллмана (8), яке дозволяє обчислити цiннiсть будь-
якої заданої допустимої стратегiї 𝜆(.). Оптимальне керування визначається
за допомогою (5) або (12). Отже, давайте визначимо функцiю 𝑄 (quality),
пов’язану зi стратегiєю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡):

𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑉𝜆(𝑥𝑡+1). (26)

Зауважте, що функцiя 𝑄 є функцiєю як стану 𝑥𝑡, так i керування 𝜆𝑡 у
момент часу 𝑡. Вона вiдповiдає «якостi» дiї, обраної в поточному станi. Ви-
значимо оптимальну функцiю Q:

𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑉 *(𝑥𝑡+1). (27)
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З точки зору 𝑄*, можна записати рiвняння оптимальностi Беллмана i
оптимальне керування в дуже простiй формi:

𝑉 *(𝑥𝑡) = min
𝜆

(𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆)) , 𝜆
*(𝑥𝑡) = argmin

𝜆
(𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆)) . (28)

Пiд час вивчення функцiї вартостi необхiдно навчити та зберегти опти-
мальне значення для всiх можливих станiв 𝑥𝑡. На вiдмiну вiд цього при Q-
навчаннi потрiбно зберiгати оптимальну функцiю 𝑄 для всiх значень (𝑥𝑡, 𝜆𝑡),
тобто для всiх можливих керуючих дiй, що виконуються в кожному можли-
вому станi. Це набагато бiльше iнформацiї.

Щоб застосувати методи пiдкрiплення он-лайн для вивчення функцiї Q,
потрiбно визначити: рiвняння з фiксованою точкою для Q i вiдповiдну стру-
ктуру параметричного апроксиматора для Q.

«Рiвняння Беллмана» для Q є

𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑄𝜆(𝑥𝑡+1, 𝜆(𝑥𝑡+1)). (29)

Оптимальне значення Q задовольняє:

𝑄*(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆𝑡) + 𝛾𝑄*(𝑥𝑡+1, 𝜆
*(𝑥𝑡+1)). (30)

Рiвняння (29) є рiвнянням з фiксованою точкою або «рiвнянням Беллма-
на» для Q. Тепер можна використовувати будь-який он-лайн метод навчання
з пiдкрiпленням вище як основу для АДП, включаючи PI та VI.

Для нелiнiйних систем допускається параметричний апроксиматор або
нейронна мережа вигляду:

̂︀𝑄𝜆(𝑥, 𝜆) =𝑊 𝑇𝜑(𝑥, 𝜆). (31)

де 𝜑(𝑥, 𝜆) – множина базисних функцiй активацiї. Тодi похибка часової рi-
зницi набуває вигляду:

𝑒𝑡 = 𝑟(𝑥𝑡, 𝜆(𝑥𝑡)) + 𝛾𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡+1, 𝜆𝑡+1)−𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡, 𝜆𝑡). (32)

Для методiв навчання з пiдкрiпленням, включаючи PI або VI, етап онов-
лення стратегiї буде базуватися на:

𝜕

𝜕𝜆
𝑄𝜆(𝑥𝑡, 𝜆) =

𝜕

𝜕𝜆
𝑊 𝑇𝜑(𝑥𝑡, 𝜆) = 0. (33)

Оскiльки ця нейронна мережа явно залежить вiд керуючої дiї 𝜆, похiднi
можуть бути обчисленi без знання динамiки системи. Щоб вирiшити рiвняння
для 𝜆 i отримати явну стратегiю 𝜆𝑡 = 𝜆(𝑥𝑡), потрiбно застосувати теорему про
неявну функцiю до цiєї структури нейронної мережi.

Алгоритми PI i VI можна використовувати для Q-навчання.
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5. Висновки

У цiй статтi представлено основнi iдеї та алгоритми навчання з пiдкрi-
пленням, зокрема сiмейства методiв, вiдомих як адаптивне динамiчне про-
грамування (ADP), а також продемонстрована кориснiсть цих методiв для
визначення оптимальної стратегiї керування бiологiчної системи процесiв ре-
генерацiї печiнки людини.

Таким чином, в подальшому викладенi методи будуть використанi для
розв’язання задачi знаходження верхньої оцiнки оптимальностi процесiв ре-
генерацiї печiнки. Також отриманi розв’язки планується верифiкувати з да-
ними, якi отриманi в бiологiчних експериментах.

Iсторiя статтi: отримана: 8 травня 2024; останнiй варiант: 22 травня 2024
прийнята: 8 червня 2024.
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Adaptive dynamic programming for the optimal liver regeneration control
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Every living organism interacts with an environment and uses that interacti-
on for an improvement of its own adaptability, and, as a result, one’s survival
and overall development. The process of evolution shows us that different
species change methods of interaction with an environment with passage
of time, which leads to natural selection and survival of the most adaptive
ones. This learning, which based on actions, or reinforcement learning may
embrace the idea of optimal behavior occurring in environmental systems.
We describe mathematical formulas for reinforcement learning and the
practical integration method also known as adaptive dynamic programmi-
ng. That gives us the overall concept of controllers for artificial biological
systems that both learn and show the optimal behavior.

This paper reviews the formulation of the upper optimality problem, for whi-
ch the optimal regulation strategy is guaranteed to be better or equivalent to
objective regulation rules that can be observed in natural biological systems.
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In cases of optimal reinforcement learning algorithms the learning process
itself moves from the analysis of the item take on system dynamics to the
much higher level. The object of interest now is not the details of the system
dynamics, but the quantity efficiency index, which clearly represents how
optimally the control system works. Such scheme of reinforcement learning
is learning technique of optimal behavior in order to monitor the response
to non-optimal control strategies.

The purpose of this article is to show the possibility of using of reinforcement
learning methods, the adaptive dynamic programming (ADP) in particular,
to control biological systems using feedback. This article shows the on-line
methods for solving the problem of searching the upper optimality estimate
with adaptive dynamic programming.

Keywords: Dynamic programming; Optimal control; Reinforcement

learning.
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