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Коректнiсть та параболiчнiсть крайової задачi для
систем диференцiальних рiвнянь у частинних

похiдних
У роботi дослiджується крайова двоточкова задача для систем лiнiйних дифе-

ренцiальних рiвнянь у частинних похiдних. Не для будь-якої системи iснує коректна
двоточкова крайова задача. Так, для рiвняння

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥2

не iснує крайових умов вигляду 𝑎𝑢(𝑥1, 𝑥1, 0) + 𝑏𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥1, 𝑥2), при яких ця
крайова задача буде буде коректна в просторi Л.Шварца.
У роботi з’ясовано умови для матрицi системи, за яких iснують коректнi крайо-
вi задачi в просторi Л.Шварца, а також вказано вигляд цiх крайових умов. Так
для систем з ермiтовою матрицею крайова задача з умовами наступного вигляду
𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) завжди буде коректною в просторi Л.Шварца, а також в
просторах функцiй кiнцевої гладкостi степеневого зростання. Для систем з однiєю
просторовою змiнною доведено, що завжди iснують коректнi крайовi задачi з умо-
вою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) з додатньою 𝑏. Крiм того дослiджуються параболiчнi
крайовi задачi, властивостью яких є збiльшування гладкостi розв’язкiв.
З’ясовано, що при умовi степеневого зростання модуля власних значень матрицi си-
стеми (тобто |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑐|𝑠|ℎ − 𝑏 з додатними 𝑐 i ℎ) iснують параболiчнi крайовi
задачi. Наведено приклади коректних та параболiчних крайових задач.
Аналогiчнi результати мають мiсце для лiнiйних диференцiальних рiвнянь у частин-
них похiдних. В якостi прикладу розглянуто рiвняння Гельмгольця

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡),
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яке не є коректним за Петровським, але для нього iснує крайова задача, яка є пара-
болiчною. Для рiвняння з однiєю просторовою змiнною наведено достатнi умови на
рiвняння другого порядку за часом, при яких iснують параболiчнi крайовi задачi.
Ключовi слова: крайова задача; коректнiсть; параболiчнiсть; перетворення

Фур’є; простiр Л.Шварца.

2020 Mathematics Subject Classification: 35S15.

Вступ

Крайова двоточкова задача для системи диференцiальних рiвнянь у ча-
стинних похiдних вiдiграє важливу роль, як у самiй математицi, так i в
фiзiцi й iнших застосуваннях [1, 2]. Ця задача неодноразово дослiджувала-
ся харкiвськими математиками Борок В.М., Макаровим О.А., Фардиголою
Л.В. [3, 4, 5, 6]. Ними були отриманi класи єдиностi та умови коректностi
в класах функцiй степеневого та експоненцiального зростання. Не для будь-
якої ситеми iснує коректна двоточкова крайова задача [5].

У цiй роботi дослiджуються випадки систем, для яких iснує коректна дво-
точкова крайова задача в просторi Л.Шварца, а також за яких умов ця зада-
ча буде параболiчною, тобто за яких умов збiльшується гладкiсть розв’язкiв.
Доведено, що якщо власнi значення матрицi системи зростають степеневим
чином, то iснують параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати справедливi також для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних другого порядку за часом.

Показано, що iснує параболiчна крайова задача для рiвняння Гельмголь-
ця. Детально розглянуто випадок рiвняння другого порядку з однiєю просто-
ровою змiнною i вказано умови iснування параболiчної крайової задачi.

1. Постановка задачi

Розглянемо наступну крайову задачу

𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡), (1)

𝐴𝑢(𝑥, 0) +𝐵𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥), (2)

де 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [0, 𝑇 ], 𝑃

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
— квадратна матриця, елементами якої є

диференцiальнi оператори зi сталими коефiцiентами; 𝐴 i 𝐵 є постiйними ква-
дратними матрицями.

Важливу роль у дослiдження цiєї задачi вiдiграє визначник крайової за-
дачi Δ(𝑠) = det

(︀
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀
.

Означення 1. Задача (1)–(2) називається коректно розв’язною iз про-
стору Φ1 у простiр Φ2, якщо для будь-якої функцiї 𝜙(𝑥) iз простору Φ1 iснує
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единий розв’язок 𝑢(𝑥, 𝑡) iз простору Φ2 (𝑡 ∈ [0; 𝑡]); i цей розв’язок неперевно
залежить вiд 𝜙(𝑥) у топологiї вiдповiдних просторiв.

У якостi просторiв Φ1 i Φ2 будемо розглядати простiр Л.Шварца 𝑆 =⋂︀
𝑠,𝑙

𝐶𝑠
𝑙 , який складається з нескiнченно диференцiйовних функцiй, що спада-

ють швидше нiж будь-який ступiнь, де 𝐶𝑠
𝑙 – нормований простiр з нормою

‖𝜙(𝑥)‖ = sup
|𝑘|≤𝑠; 𝑥∈R𝑛

(︀
|𝐷𝑘 𝜙(𝑥)| · (1 + |𝑥|)𝑙

)︀
.

Означення 2. Задача (1)–(2) називається параболiчною, якщо 𝑄(𝑠, 𝑡) =

𝑒𝑡𝑃 (𝑠)
(︀
𝐴+𝐵𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1
задовольняє оцiнку ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1+|𝑠|)𝑝 exp

(︀
−𝑏𝜌(𝑡)|𝑠|ℎ

)︀
з деякими додатними 𝐶, 𝑝, ℎ, де 𝜌(𝑡) = min{𝑡, 𝑇 − 𝑡}.

У роботi [6] доведено, що коректна крайова задача буде параболiчною,
якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задовольняють умову min

𝑗
|Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥

𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 при деяких додатних 𝐶, ℎ та 𝑏 ∈ R.
З’ясуємо — для яких систем (1) iснують коректнi крайовi задачi з крайо-

вими умовами (2), i в яких випадках цi задачi будуть параболiчними.

2. Випадок ермiтової матрицi

Розглянемо випадок, коли матриця є ермiтовою

𝑃 (𝑠) =

⎛⎝𝑃11(𝑠) . . . 𝑃1𝑛(𝑠)
. . . . . . . . .

𝑃𝑛1(𝑠) . . . 𝑃𝑛𝑛(𝑠)

⎞⎠ ,

тобто 𝑃𝑖𝑗 = 𝑃 𝑗𝑖 — комплексно спряженi.

Теорема 1. Якщо матриця 𝑃 (𝑠) — єрмiтова, то крайова задача з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥), (3)

кооректна у просторi 𝑆.

Доведення. Оскiльки власнi значення ермiтової матрицi є дiйсними, то
визначник крайової задачi Δ(𝑠) =

(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆1(𝑠)

)︀
. . .
(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆𝑛(𝑠)

)︀
̸= 0.

Покажемо, що розв’язувальна матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)
(︀
𝐸 + 𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1
за-

давольняє степеневу оцiнку. Розглянемо функцiю 𝑓(𝜆) = 𝑒𝑡𝜆
(︀
1 + 𝑒𝑇𝜆

)︀−1
. Да-

на функцiя визначена на дiйснiй осi.
Тому матриця 𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑓(𝑃 (𝜆)) також визначена та задовольняє степеневу
оцiнку ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝 (див. [5]).
Тому крайова задача (1)—(3) коректна в просторi 𝑆, а також у просторах 𝐶𝑠

𝑙

(див. [7]).
Приклад 1. Розглянемо матрицю

𝑃 (𝑠) =

(︂
𝑠2 𝑖𝑠
−𝑖𝑠 −𝑠2

)︂
.
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Це ермiтова матриця, власнi значення якої 𝜆1,2 = ±
√
𝑠4 + 𝑠2. Тодi крайова

задача ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕

2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+
𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
,

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
.{︂

𝑢1(𝑥, 0) + 𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥).

коректна у просторi 𝑆, а також у просторi 𝐶𝑠
𝑙 .

Теорема 2. Якщо власнi значення ермiтової матрицi 𝑃 (𝑠) задовольняють
умову |𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 iз деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то крайо-
ва задача (1)—(3) буде параболiчною. Це означає що, якщо 𝜙(𝑥) ∈ 𝐶𝑠

𝑙 , то

𝑢(𝑥, 𝑡) ∈ 𝐶∞
𝑙2
, тобто будуть нескiнченно диференцiйовними по 𝑥.

Доведення. Це випливає з [6].
Зауваження. За цiєю теоремою задача, що розглядається у Прикладi 1,

є параболiчною.

3. Випадок загальної матрицi

Розглянемо довiльну полiномiальну матрицю 𝑃 (𝑠).

Теорема 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼 таке, що на множинах 𝑁𝑗 = {𝑠 ∈

R𝑛 : Re𝜆𝑗 = 𝛼} 𝑗 = 1, 2 виконується нерiвнiсть Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 1)

𝑇
, 𝑘 ∈ Z

то при 𝑏 = 𝑒−𝛼𝑇 крайова задача для системи (1) з умовою

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) (4)

коректна в просторi 𝑆.

Доведення. Оскiльки визначник крайової задачi

Δ(𝑠) =
(︁
1 + 𝑒𝑇 (𝜆1(𝑠)−𝛼)

)︁
. . .
(︁
1 + 𝑒𝑇 (𝜆𝑛(𝑠)−𝛼)

)︁
,

то вiн набуває значення 0 при 𝜆𝑗 = 𝛼+
(2𝑘 + 1)𝜋𝑖

𝑇
з деяким 𝑗. Це рiвносильно

умовi ⎧⎨⎩ Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
.

з деякими 𝑠.
Але, у силу умови теореми, це не виконується.
Доведемо тепер, що розв’язувальна матриця𝑄(𝑠, 𝑡) = 𝑒𝑡𝑃 (𝑠)+

(︀
1 + 𝑏𝑒𝑇𝑃 (𝑠)

)︀−1

задовольняє степеневу оцiнку. Ця матриця визначена на спектрi матриць
𝑃 (𝑠), оскiльки Δ(𝑠) ̸= 0.
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Якщо Re𝜆 < 𝛼, то |𝑓(𝜆)| =
⃒⃒⃒
𝑒𝑡𝜆
(︀
1 + 𝑒𝑇 (𝜆−𝛼)

)︀−1
⃒⃒⃒
< 𝐶1, так як |𝑒𝑡𝜆| =

𝑒𝑡Re(𝜆) ≤ 𝑒𝑇𝛼.

Якщо Re𝜆 > 𝛼, то |𝑓(𝜆)| =
⃒⃒⃒⃒
𝑒(𝑡−𝑇 )(Re(𝜆)−𝛼)

(︁
1 + 𝑒−𝑇 (𝜆−𝛼)−1

)︁−1
⃒⃒⃒⃒
< 𝐶2, так

як 𝑒(𝑡−𝑇 )(Re(𝜆)−𝛼) ≤ 1.

Тому значення функцiї 𝑓(𝜆) на спектрi матрицi 𝑃 (𝑠) обмеженi, а це озна-
чає, що й ‖𝑄(𝑠, 𝑡)‖ ≤ 𝐶(1 + |𝑠|)𝑝, так як 𝑓(𝑃 (𝑠)) =

∑︀
𝑗 𝑓(𝜆𝑗(𝑠))𝐻𝑗(𝑃 (𝑠)).

Отже, крайова задача коректна у просторi 𝑆, а також iз простору 𝐶𝑠1
𝑙1

в
простiр 𝐶𝑠2

𝑙2
з деякими 𝑠𝑗 , 𝑙𝑗 (див. [8]).

Приклад 2.⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) +

𝜕2𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥22
,

𝜕𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥1, 𝑥2, 𝑡) + 𝑢2(𝑥1, 𝑥2, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
1 −𝑠21 + 𝑠22
1 1

)︂
.

Iї характеристичне рiвняння (𝜆−1)2+𝑠21−𝑠22 = 0, а власнi значення 𝜆1,2(𝑠) =
1±

√︀
𝑠22 − 𝑠21.

Це означає, що 𝜆1,2(𝑠) =

{︂
1±

√︀
𝑠22 − 𝑠21, при |𝑠2| ≥ |𝑠1|,

1± 𝑖
√︀
𝑠21 − 𝑠22, при |𝑠2| < |𝑠1|.

Тодi для будь-яких додатнiх 𝛼 ̸= 1 виконуються умови теореми 3, а це
означає, що вiдповiдна крайова задача коректна в просторi 𝑆.

Теорема 4. Якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) задавольняють умовi

min
𝑗

|Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з деякими додатними 𝐶, ℎ i дiйсним 𝑏, то iснує

параболiчна задача.

Доведення. Покажемо, що з умов теореми 4 випливає виконання умов
теореми 3.
Iз умов теореми 4 випливає, що iснує таке додатне 𝑟, при якому для будь
яких 𝑠 : |𝑠| > 𝑟 виконується нерiвнiсть |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑚 > 0.

Тодi множина 𝐺𝑘 =

{︂
𝑠 ∈ 𝑈̄𝑟(0) : Im𝜆𝑗(𝑠) =

(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇

}︂
є компакт такий що

dim𝐺𝑘 < 𝑛.
Тодi

⋃︀
𝑘∈Z

𝐺𝑘 ̸= 𝑈̄𝑟(0), а значить iснує 𝑠0 : Re𝜆𝑗(𝑠0) = 𝛼 таке, що Im𝜆𝑗(𝑠0) ̸=

(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
, тобто виконана умова теореми 3. Таким чином, iснує коректна

крайова задача з умови (4), яка також буде параболiчною.
Теорему доведено.

Зауваження. В Прикладi 2 крайова задача була коректною, але не па-
раболiчною. Наведемо приклад параболiчної задачi.
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Приклад 3.⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡)−

𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥21
− 𝜕2𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥22
,

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢1(𝑥, 𝑡) + 𝑢2(𝑥, 𝑡).

Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
1 𝑠21 + 𝑠22
1 1

)︂
.

Власнi значення цiєї матрицi 𝜆1,2(𝑠) = 1 ±
√︀
𝑠22 + 𝑠21. Вони задавольняють

умовам теореми 4 i тому крайова задача з крайовими умовами{︂
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥),

при будь-яких додатних 𝑏 буде параболiчною.

4. Система з однiєю просторовою змiнною

Розглянемо систему з однiєю просторовою змiнною, тобто 𝑥 ∈ R. Тодi з
теореми 3 випливає наступний результат.

Наслiдок 1. Для системи (1) у випадку 𝑥 ∈ R завжди iснує коректна кра-
йова задача в просторi 𝑆.
Доведення. Якщо власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) дiйснi, то Im𝜆𝑗(𝑠) = 0 i ви-

конуються умови теореми 3, тобто Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 2)𝜋

𝑇
; i це означає, що кра-

йова задача з умовою 𝑢(𝑥, 0)+ 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙 з будь-якими 𝑏 > 0 буде коректна
в просторi 𝑆.

Якщо Im𝜆𝑗(𝑠) — не тотожнiй 0, то рiвняння 𝜆𝑗(𝑠)−𝛼 =
(2𝑘 + 2)𝜋𝑖

𝑇
рiвно-

сильно умовi ⎧⎨⎩ Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼,

Im𝜆𝑗(𝑠) =
(2𝑘 + 2)𝜋

𝑇
.

Друге рiвняння при фiксованому 𝑘 має скiнченну кiлькiсть коренiв, а при
𝑘 ∈ Z таких коренiв — злiченна множина 𝑠𝑘. Тодi множина значень Re𝜆𝑗(𝑠𝑘)
теж злiченна, тобто iснує 𝛼 таке, що Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼. Отже, виконується умова
теореми 3 й iснує коректна крайова задача з умовою 𝑢(𝑥, 0) + 𝑒−𝛼𝑇𝑢(𝑥, 𝑇 ) =
𝜙(𝑥).

З Наслiдка 1 випливає:
Наслiдок 2. Якщо умова |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 виконується з додатними 𝐶 i
ℎ, то iснує параболiчна крайова задача.

Приклад 4. ⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡).

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕2𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
+ 𝑘2𝑢1(𝑥, 𝑡).
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Матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

(−𝑠2 + 𝑘2) 0

)︂
, iї власнi значення 𝜆1,2(𝑠) = ±

√
𝑠2 − 𝑘2.

При |𝑠| ≥ 𝑘 коренi 𝜆𝑗(𝑠) дiйснi, а при |𝑠| < 𝑘 — коренi уявнi 𝜆𝑗(𝑠) =
±𝑖

√
𝑘2 − 𝑠2.

Тому крайова задача з умовою{︂
𝑢1(𝑥, 0) + 𝑏𝑢1(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢2(𝑥, 0) + 𝑏𝑢2(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

при 𝑏 ∈ (0; 1) буде параболiчною.

5. Крайова задача для диференцiальних рiвнянь

з частинними похiдними другого порядку за часом.

Застосуємо отриманi результати до рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (5)

Це рiвняння зводиться до системи⎧⎪⎨⎪⎩
𝜕𝑢1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= 𝑢2(𝑥, 𝑡).

𝜕𝑢2(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢1 −𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢2(𝑥, 𝑡).

Тодi матриця 𝑃 (𝑠) =

(︂
0 1

−𝑄(𝑠) −𝑅(𝑠)

)︂
, а характеристичне рiвняння для неї

𝜆2 +𝑅(𝑠)𝜆+𝑄(𝑠) = 0.
Позначимо коренi цього рiвняння 𝜆1,2(𝑠). Тодi з теореми (3) випливає ре-

зультат:
Наслiдок 3. Якщо iснує дiйсне число 𝛼 таке, що на множинi 𝑁𝑗 =

{𝑠 ∈ R𝑛 : Re𝜆𝑗(𝑠) = 𝛼} (𝑗 = 1, 2) виконується нерiвнiсть Im𝜆𝑗(𝑠) ̸=
(2𝑘 + 1)𝜋

𝑇
при 𝑘 ∈ Z, то при 𝑏 = 𝑒−𝛼𝑇 крайова задача для рiвняння (5) з умовою{︂

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(6)

буде коректна у просторi 𝑆.
Наслiдок 4. Якщо min𝑗 |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝐶|𝑠|ℎ − 𝑏 з додатними 𝐶 i ℎ i дiй-

сним 𝑏 , тодi крайова задача для рiвнянь (4) з крайовими умовами (5) буде
парболiчною.

В якостi прикладу розглянемо рiвняння Гельмгольця:

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡), 𝑥 ∈ R𝑛, 𝑡 ∈ [𝑜, 𝑇 ], 𝑘 ∈ R.

з крайової умовою (6), де 𝑏 > 0.
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Пiсля перетворення Фур’є за просторовими змiнними отримаємо крайову
задачу ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝜕2𝑢̃(𝑠, 𝑡)

𝜕𝑡2
− |𝑠|2Δ𝑢̃(𝑠, 𝑡) = 𝑘𝑢̃(𝑠, 𝑡),

𝑢̃(𝑠, 0) + 𝑏𝑢̃(𝑠, 𝑇 ) = ̃︀𝜙1(𝑠),
𝑢̃′𝑡(𝑠, 0) + 𝑏𝑢̃′𝑡(𝑠, 𝑇 ) = ̃︀𝜙2(𝑠).

Розв’язок має вигляд 𝑢̃(𝑠, 𝑡) = 𝐶1(𝑠)𝑒
𝜆(𝑠)𝑡 + 𝐶2(𝑠)𝑒

−𝜆(𝑠)𝑡, де 𝜆(𝑠) =
√︀
𝑘 + |𝑠|2.

Враховуючi крайовi умови, знайдемо розв’язок крайової задачi:

𝑢̃(𝑥𝑠, 𝑡) =

=

(ch𝜆𝑡+ 𝑏 ch𝜆(𝑇 − 𝑡))̃︀𝜙1(𝑠) +

(︂
sh𝜆𝑡

𝜆
+ 𝑏 · sh𝜆(𝑇 − 𝑡)

𝜆

)︂ ̃︀𝜙2(𝑠)

(1 + 𝑏𝑒𝜆𝑇 ) (1 + 𝑏𝑒−𝜆𝑇 )

при |𝑠|2 + 𝑘 ≥ 0.

(7)

Якщо |𝑠|2 + 𝑘 < 0, то розв’язок має вигляд

𝑢̃(𝑠, 𝑡) =

=

(︁
cos 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘 + 𝑏 cos(𝑇 − 𝑡)

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

)︁ ̃︀𝜙1(𝑠)

1 + 𝑏2 + 2𝑏 · cos𝑇
√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

+

+
(︁
sin 𝑡

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘 + 𝑏 sin(𝑇 − 𝑡)

√︀
−|𝑠|2 − 𝑘

)︁
· ̃︀𝜙2(𝑠)√︀

−|𝑠|2 − 𝑘
.

(8)

Таким чином, розв’язок належiть простору 𝑆, якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) належать
цьому простору.

Крiм того, оскiльки при великих 𝑠, 𝑢̃(𝑠, 𝑡) має вигляд (7) i виконується
нерiвнiсть 𝑢̃(𝑠, 𝑡) ≤ 𝐶 exp(−𝜌(𝑡)|𝑠|), то 𝑢(𝑥, 𝑡) — нескiнченно диференцiйовна
(якщо 𝜙1(𝑠) i 𝜙2(𝑠) належать простору 𝐿2(R𝑛)), тобто ця крайова задача
параболiчна.

6. Диференцiальнi рiвняння з однiєю просторовою змiнною.

Розглянемо рiвняння

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+𝑅

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
+𝑄

(︂
𝜕

𝑖𝜕𝑥

)︂
𝑢(𝑥, 𝑡) = 0. (9)

З’ясуємо при яких 𝑅 i 𝑄 iснують параболiчнi крайовi задачi.
1. Нехай 𝑅(𝑠) = 0, а 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠

2𝑘 + 𝑏1𝑠
2𝑘−1 + . . .+ 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0.

Тодi коренi характеристичного рiвняння

𝜆𝑗(𝑠) = ±
√︀
−𝑏0𝑠2𝑘 − 𝑏1𝑠2𝑘−1 − . . .− 𝑏2𝑘 ∼ ±

√︀
|𝑏0| · |𝑠𝑘|, при 𝑠→ ∞

i виконанi умови Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами

𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙1(𝑥),
𝑢′𝑡(𝑥, 0) + 𝑏𝑢′𝑡(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙2(𝑥)

(10)
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буде параболiчною з деяким додатним 𝑏.
2. Якщо 𝑄(𝑠) = 𝑏0𝑠

2𝑘 + 𝑏1𝑠
2𝑘−1+ . . .+ 𝑏2𝑘 з 𝑏0 < 0, а степiнь полiнома 𝑅(𝑠)

менше 𝑘, то

𝜆𝑗(𝑠) =
1

2

(︁
−𝑅(𝑠)±

√︀
𝑅(𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
∼ ±

√︀
|𝑏0| · |𝑠|𝑘, при 𝑠→ ∞

i теж виконанi умови Наслiдку 4, тобто крайова задача з умовами (10) буде
параболiчною.

3. Якщо 𝑅(𝑠) = 𝑎0𝑠
𝑚 + 𝑎1𝑠

𝑚−1 + . . . + 𝑎𝑚 з 𝑎0 ∈ R, а 𝐷(𝑠) = 𝑅(𝑠2) −
4𝑄(𝑠) = 𝑐0𝑠

𝑚 + 𝑐1𝑠
𝑚−1 + . . . + 𝑐2𝑚 з додатним 𝑐0 ̸= 𝑎20, тодi 𝜆𝑗(𝑠) =

1

2

(︁
−𝑅(𝑠)±

√︀
𝑅(𝑠)2 − 4𝑄(𝑠)

)︁
.

При таких умовах min
𝑗

|Re𝜆𝑗(𝑠)| ∼ 1

2

⃒⃒⃒√
𝑐0 − |𝑎0|

⃒⃒⃒
· |𝑠|𝑚 при 𝑠 → ∞ i теж

виконанi умови Наслiдку 4, тобто iснує параболiчна крайова задача.
Приклад 5.

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+

(︂
𝑎0

𝜕2

𝜕𝑥2
+ 𝑎1

𝜕

𝜕𝑥
+ 𝑎2)

)︂
𝜕𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡
− 𝜕4𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥4
= 0.

𝑅(𝑠) = −𝑎0𝑠2 − 𝑖𝑎1𝑠+ 𝑎2, 𝑄(𝑠) = −𝑠4.

При 𝑎0 ̸= ±1 виконанi умови попереднього пункту 3 i тому iснує параболiчна
крайова задача з умовами (10) з деяким додоатним 𝑏.

Висновки.

У цiй роботi дослiджуються випадки систем диференцiальних рiвнянь у
частинних похiдних, для яких iснує коректна двоточкова крайова задача в
просторi Л.Шварца; а також з’ясовується при яких додаткових умовах на
власнi значення матрицi 𝑃 (𝑠) ця задача буде параболiчною, тобто збiльшує-
ться гладкiсть розв’язкiв.
Доведено що при степеневому зростаннi власних значень матрицi iснують
параболiчнi крайовi задачi.

Аналогiчнi результати справедливi також для лiнiйних диференцiальних
рiвнянь в частинних похiдних другого порядку за часом.
Крiм того, показано що iснує параболiчна крайова задача для рiвняння
Гельмгольця.

Докладно розглянутий випадок рiвнянь другого порядку за часом з однi-
єю просторовою змiнною, i вказанi умови, при яких iснує параболiчна крайова
задача.

Iсторiя статтi: отримана: 29 сiчня 2024; останнiй варiант: 29 травня 2024
прийнята: 31 травня 2024.
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for systems of partial differential equations

A. A. Makarov, A. V. Chernikova
Departement of Applied Mathematics

V. N. Karazin Kharkiv National University

Svobody sq., 4, Kharkiv, Ukraine, 61022

The two-point boundary value problem for systems of linear partial di-
fferential equations is studied in the paper. A correct two-point boundary
value problem exists not for any arbitrary system. Thus, for example, for
equation

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑡
=
𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥1
+ 𝑖

𝜕𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑡)

𝜕𝑥2
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there are no boundary conditions of the form 𝑎𝑢(𝑥1, 𝑥1, 0) + 𝑏𝑢(𝑥1, 𝑥2, 𝑇 ) =
𝜙(𝑥1, 𝑥2), under which this boundary value problem will be correct in the
Schwartz space.
In the paper found the conditions for the matrix of the system under which
exist well posed boundary-value problem are found in the Schwartz space,
and also indicates the form of these boundary conditions. So, for systems
with a Hermitian matrix, the boundary value problem with conditions of
form

𝑢(𝑥, 0) + 𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥)

will always be of a well posed in the Schwartz spaces, as well as in the
spaces of functions of finite smoothness of power growth. For systems with
one space variable, it is proved that always exist well posed boundary value
problems with the condition 𝑢(𝑥, 0) + 𝑏𝑢(𝑥, 𝑇 ) = 𝜙(𝑥) if b is positive. In
addition, parabolic boundary value problems with property of increasing
smoothness of the solutions are investigated.
It was found that there are parabolic boundary value problems under the
condition of power-law growth of the modulus of the eigenvalues of the
matrix of the system (that is, |Re𝜆𝑗(𝑠)| ≥ 𝑐|𝑠|ℎ − 𝑏 with positive 𝑐 and ℎ).
Examples of correct and parabolic boundary value problems are given.

Similar results hold for linear partial differential equations. The Helmholtz
equation

𝜕2𝑢(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
+Δ𝑢(𝑥, 𝑡) = 𝑘𝑢(𝑥, 𝑡),

is considered as an example. It is not well posed according to Petrovsky,
but for it exist a boundary value problem that is parabolic. For equation
with one space variable, sufficient conditions for the second-order equation
in time are given, under which parabolic boundary value problems exist.

Keywords: boundary-value problem; well-posedness; parabolicity;

Fourier transformation; the space of L. Schwartz.
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