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Çàäà÷à çíàõîäæåííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi

äëÿ ñòðàòåãié ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ó âèïàäêó

÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨.

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿäà¹òüñÿ îäíà ç âàæëèâèõ ïðîáëåì ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨, à
ñàìå ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàìiêè ñêëàäíèõ áiîëîãi÷íèõ ñèñòåì, ÿêi
ìàþòü çàäîâiëüíó ïîÿñíþâàëüíó òà ïðîãíîçîâàíó ñèëó. Íåîáõiäíîþ óìîâîþ ðîçðîá-
êè òàêèõ ìîäåëåé ¹ ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i iäåíòèôiêàöi¨ îá'¹êòèâíèõ ïðèíöèïiâ i ïðàâèë
ðåãóëÿöi¨ ¾êëiòèííî¨ ñèñòåìè¿, ùî âèçíà÷à¹ ñåðåä óñiõ ìîæëèâîñòåé ñàìå ¾ñïðàâæíié
øëÿõ¿ ¨¨ äèíàìiêè, ÿêó ìè ñïîñòåðiãà¹ìî â åêñïåðèìåíòi.

Îäèí ç ïåðñïåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i  ðóíòó¹òüñÿ íà ãiïîòåçi,
ùî ðåãóëÿöiÿ ïðîöåñiâ ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó òêàíèí òà
îðãàíiâ îðãàíiçìó âiäáóâà¹òüñÿ çà äåÿêèìè ïðèíöèïàìè, êðèòåðiÿìè îïòèìàëüíîñòi,
ùî ðîçâèíóëèñÿ çàâäÿêè ïðèðîäíîìó âiäáîðó îðãàíiçìó ïiä ÷àñ éîãî ïîïåðåäíüî¨
åâîëþöi¨.

Â äàíèé ÷àñ ðîçâ'ÿçàòè öþ çàäà÷ó äîñèòü âàæêî ÷åðåç áåçëi÷ íåâèçíà÷åíîñòåé
ó øëÿõàõ ïîïåðåäíüî¨ åâîëþöi¨ îðãàíiçìó, äèíàìiêè çìiíè çîâíiøíiõ óìîâ, à òàêîæ
âèñîêî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ çàäà÷i.

Çàìiñòü öüîãî íàìè çàïðîïîíîâàíî ñïðîùåíó ïîñòàíîâêó çàäà÷i ïîøóêó ñòðàòå-
ãié êåðóâàííÿ ðåãóëÿöi¹þ, ùî äà¹ âåðõíþ îöiíêó îïòèìàëüíîñòi äëÿ ïðîöåñiâ ïiä-
òðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó ïå÷iíêè. Âåðõíÿ îöiíêà îïòèìàëüíî-
ñòi ðåãóëÿöi¨ òà òåñòóâàííÿ ãiïîòåç äëÿ ìîäåëi ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ðîçãëÿíóòî äëÿ
âèïàäêó ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ (PHõ) òà áóëî âèðiøåíî ïðîãðàìíèìè ìåòîäàìè
Python.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî ó âèïàäêó ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ îòðèìàíi ó ÷èñåëüíèõ åêñ-
ïåðèìåíòàõ ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè äëÿ çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi
ÿêiñíî çáiãàþòüñÿ ç òèìè ïðîöåñàìè ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè, ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè ïiä
÷àñ áiîëîãi÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ.
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Òàêîæ ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ ïåðåâiðåíî òàêi ãiïîòåçè: íàñêiëüêè âàãîìèé
âêëàä ðîáèòü ïðîöåñ êîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçó, ÿê âïëèâàþòü íà ñòðàòåãiþ ðåãåíå-
ðàöi¨ ïå÷iíêè iíøi ïðîöåñè (ïîëiïëî¨äiÿ, äiëåííÿ i óòâîðåííÿ äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöè-
òiâ).
Êëþ÷îâi ñëîâà: ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñiâ ðåãåíåðàöi¨; ÷àñòêîâà ãåïàòå-

êòîìiÿ; äèíàìi÷íå ïðîãðàìóâàííÿ; êðèòåðié îïòèìàëüíîñòi.

2010 Mathematics Subject Classi�cation: 92C37; 65Y99.

1. Âñòóï

Îäíi¹þ ç ôóíäàìåíòàëüíèõ òà ïðàêòè÷íî âàæëèâèõ ïðîáëåì òåîðåòè÷íî¨
òà ìàòåìàòè÷íî¨ áiîëîãi¨ ¹ ðîçðîáêà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé äèíàìiêè ñêëà-
äíèõ êëiòèííèõ ñèñòåì, ùî âîëîäiþòü çàäîâiëüíîþ ïîÿñíþâàëüíîþ òà ïå-
ðåäáà÷óâàëüíîþ ñèëîþ. Çîêðåìà, äî òàêèõ ñêëàäíèõ êëiòèííèõ ñèñòåì, ùî
âèêëèêàþòü íàéáiëüøèé ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ, íàëåæàòü îðãàíè òà òêàíèíè
îðãàíiçìó, òà ¨õ øòó÷íi àíàëîãè � îðãàíî¨äè òà îðãàíè.

ßê ïðàâèëî, ìàòåìàòè÷íi ìîäåëi òàêèõ ñêëàäíèõ êëiòèííèõ ñèñòåì ïðåä-
ñòàâëÿþòü äèíàìi÷íi ìåðåæi âçà¹ìîäiþ÷èõ àãåíòiâ-êëiòèí âèùèõ ïîðÿäêiâ, â
ÿêèõ ïðîòiêàþòü ìíîæèííi âíóòðiøíüîêëiòèííi ïðîöåñè i ïðîöåñè ìiæêëiòèí-
íèõ âçà¹ìîäié. Òàêi ìåðåæi ìîæóòü ìiñòèòè ñîòíi ìiëüéîíiâ i áiëüøå êëiòèí
ðiçíèõ òèïiâ i íàáàãàòî áiëüøå ìíîæèííèõ ìiæêëiòèííèõ âçà¹ìîäié ðiçíèõ òè-
ïiâ. �õ äèíàìiêà ìîæå ïðîòiêàòè â ðiçíèõ õàðàêòåðèñòè÷íèõ ìàñøòàáàõ ÷àñó
i ìîæå âêëþ÷àòè ìiãðàöiþ àãåíòiâ-êëiòèí, çìiíè òèïiâ àãåíò-êëiòèí, ¨õ íàðî-
äæåííÿ i ñìåðòü; çìiíè òèïiâ ìíîæèííèõ âçà¹ìîäié ìiæ àãåíòàìè-êëiòèíàìè,
âèíèêíåííÿ íîâèõ âçà¹ìîäié òà ¨õ çíèêíåííÿ.

Òàêi íåëiíiéíi äèíàìi÷íi ìåðåæi äóæå ñêëàäíi [1]. Íàâiòü ÿêiñíî ¨õ äèíà-
ìiêà ìîæå ìàòè ïðàêòè÷íî íåîáìåæåíèé íàáið ñâî¹¨ ôàçîâî¨ îðãàíiçàöi¨: ðiçíi
òèïè ñòàòè÷íèõ òà/àáî äèíàìi÷íèõ ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ òà õèìåðíèõ ñòàíiâ;
ðiçíi òèïè ôàçîâèõ ïåðåõîäiâ, ãëîáàëüíi òà/àáî ëîêàëüíi áiôóðêàöi¨.

Ç iíøîãî áîêó, ìè ñïîñòåðiãà¹ìî ëèøå îáìåæåíó êiëüêiñòü ÿêiñíèõ ïîâå-
äiíîê ¾êëiòèííî¨ ñèñòåìè¿ òà â iíäèâiäóàëüíîìó åêñïåðèìåíòi ñïîñòåðiãà¹ìî
ëèøå îäèí ¾ñïðàâæíié øëÿõ¿ ¨¨ äèíàìiêè.

Ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùî äèíàìiêà ¾êëiòèííèõ ñèñòåì¿ ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ
ïåâíèì ïðàâèëàì öiëåñïðÿìîâàíî¨ ðåãóëÿöi¨ (êåðóâàííÿ), ùî çâîäèòü âåëè-
÷åçíó ñêëàäíiñòü ¨õ äèíàìiêè ëèøå äî ïåâíî¨ îáìåæåíî¨ êiëüêîñòi ÿêiñíèõ
ïîâåäiíîê [2].

Î÷åâèäíî, ùî áåç ÿâíîãî óÿâëåííÿ ïðèíöèïiâ, ïðàâèë i ìåõàíiçìiâ öiëå-
ñïðÿìîâàíî¨ ðåãóëÿöi¨ (êåðóâàííÿ) ó ¾êëiòèííèõ ñèñòåìàõ¿ áóäü-ÿêà ¨õíÿ ìà-
òåìàòè÷íà ìîäåëü äàñòü íàì ëèøå íåîñÿæíèé íàáið ïîòåíöiéíèõ ìîæëèâî-
ñòåé, ñåðåä ÿêèõ ¹ ñïðàâæíÿ äèíàìiêà, ùî ñïîñòåðiãà¹òüñÿ íàìè â åêñïåðè-
ìåíòi.

Iäåíòèôiêàöiÿ îá'¹êòèâíèõ ïðèíöèïiâ i ïðàâèë ðåãóëÿöi¨ ¾êëiòèííî¨ ñèñòå-
ìè¿, ùî âèçíà÷à¹ ñåðåä óñiõ ìîæëèâîñòåé ñàìå ¾ñïðàâæíié øëÿõ¿ ¨¨ äèíàìi-
êè, ÿêó ìè ñïîñòåðiãà¹ìî â åêñïåðèìåíòi/ñïîñòåðåæåííi, ¹ íåîáõiäíîþ óìîâîþ
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ðîçðîáêè ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé iç çàäîâiëüíîþ ïîÿñíþâàëüíîþ òà ïåðåäáà-
÷óâàíîþ ñèëîþ.

Îäèí ç ïåðñïåêòèâíèõ ïiäõîäiâ äî ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i  ðóíòó¹òüñÿ íà
ãiïîòåçi, ùî ïðàâèëà ðåãóëÿöi¨ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ ïiäïîðÿäêîâàíi äåÿêèì
îá'¹êòèâíèì ïðèíöèïàì, êðèòåðiÿì (ñóá)îïòèìàëüíîñòi[3, 4].

Â ñèëó îá'¹êòèâíîñòi äàíèõ ïðèíöèïiâ i êðèòåði¨â îïòèìàëüíîñòi, ïðàâèëà
ðåãóëÿöi¨, ÿêi ¨ì çàäîâîëüíÿþòü, áóäóòü ñïðàâåäëèâi äëÿ áóäü-ÿêîãî ðiâíÿ
äåòàëiçàöi¨ îïèñó áiîëîãi÷íî¨ ñèñòåìè, â òîìó ÷èñëi i äëÿ ïðîöåñiâ, ÿêi ìè íå
ñïîñòåðiãà¹ìî â åêñïåðèìåíòi àáî íå ìîæåìî îïèñàòè ÷åðåç ¨õíþ íàäçâè÷àéíó
ñêëàäíiñòü.

Ïðèíöèïè îïòèìàëüíîñòi ó áiîëîãi¨ âèêîðèñòîâóþòüñÿ âæå äàâíî. Ñïî÷à-
òêó ãiïîòåçà îïòèìàëüíî¨ êîíñòðóêöi¨ îðãàíiçìó áóëà ôîðìàëüíî ñôîðìóëüî-
âàíà Ðàøåâñüêèì [5], à ïîòiì ðîçøèðåíà Ðîçåíîì [6]. Öåé ïðèíöèï ñòâåðäæó¹,
ùî áiîëîãi÷íi ñòðóêòóðè, íåîáõiäíi äëÿ âèêîíàííÿ ïåâíî¨ ôóíêöi¨, ìàþòü áóòè
ìàêñèìàëüíî ïðîñòèìè i îïòèìàëüíèìè ç ïîãëÿäó ïîòðåá ó åíåðãi¨ òà ðåñóð-
ñàõ. Áóëî ïîêàçàíî, ùî àíàëîãi÷íi ïðèíöèïè îïòèìàëüíîñòi óçãîäæóþòüñÿ çi
ñïîñòåðåæåííÿìè ïðî æèâó ðå÷îâèíó íà ðiçíèõ ðiâíÿõ îðãàíiçàöi¨, âiä îñíîâ-
íèõ ÿâèù ìîëåêóëÿðíî¨ òà êëiòèííî¨ áiîëîãi¨ äî ðiâíiâ îðãàíiâ, iíäèâiäóóìiâ,
ïîïóëÿöié òà ¨õ åâîëþöi¨ [4, 7, 8, 9, 10, 11].

Íàðàçi öåé ïiäõiä äîñèòü óñïiøíî çàñòîñîâó¹òüñÿ äëÿ ìàëèõ áiîôiçè÷íèõ
òà áiîõiìi÷íèõ ñèñòåì íà îñíîâi ïðèíöèïiâ òà êðèòåði¨â îïòèìàëüíîñòi, ñòà-
òèñòè÷íî¨ ôiçèêè, íåðiâíîâàæíî¨ òåðìîäèíàìiêè òà ôiçèêè êîíäåíñîâàíîãî
ñòàíó ðå÷îâèíè [12, 13, 14].

Îäíàê, äëÿ òàêèõ ñêëàäíèõ êëiòèííèõ ñèñòåì ÿê îðãàíè òà òêàíèíè îðãà-
íiçìó çàñòîñóâàííÿ îñíîâíèõ ïðèíöèïiâ òà êðèòåði¨â îïòèìàëüíîñòi òåîðåòè-
÷íî¨ ôiçèêè, äóæå âàæêî i, íà íàøó äóìêó, íå çîâñiì êîðåêòíî.

Íàéáiëüø ïðèðîäíî ïðèïóñêàòè, ùî ïðèíöèïè, ÿêèì ïiäêîðÿòüñÿ ïðàâè-
ëà ðåãóëÿöi¨ ïðîöåñiâ ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó îðãàíiâ
òà òêàíèí îðãàíiçìó, âiäïîâiäàþòü ïðîöåñó ïðèðîäíîãî âiäáîðó ïiä ÷àñ éîãî
ïîïåðåäíüî¨ åâîëþöi¨ ùîäî äåÿêîãî êðèòåðiþ (ñóá)îïòèìàëüíîñòi, íàïðèêëàä,
êðèòåðiþ åôåêòèâíiñòü/ñòiéêiñòü (�tness) [10, 11]. Íàïðèêëàä, âèâåäåííÿ ïðà-
âèë ðåãóëÿöi¨ ñïðîùåíî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ïðîöåñ íàâ÷àííÿ ç ïiäêðiïëåí-
íÿì ó ÷àñi, ÿêèé çâåðòà¹òüñÿ äî ìèíóëîãî íà îñíîâi åâîëþöiéíèõ (ãåíåòè÷íèõ)
àëãîðèòìiâ [15].

Â äàíèé ÷àñ ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ çàäà÷i, íàâiòü ó ¨¨ ñïðîùåíié ïîñòàíîâöi,
äîñèòü âàæêî ÷åðåç áåçëi÷ íåâèçíà÷åíîñòåé ó øëÿõàõ ïîïåðåäíüî¨ åâîëþöi¨
îðãàíiçìó, äèíàìiêè çìiíè çîâíiøíiõ óìîâ, â ÿêèõ âîíà âiäáóâàëàñÿ, à òàêîæ
âèñîêî¨ îá÷èñëþâàëüíî¨ ñêëàäíîñòi ðîçâ'ÿçàííÿ òàêî¨ çàäà÷i.

Ìè ïðîïîíó¹ìî ðîçãëÿíóòè çíà÷íî ïðîñòiøó ïîñòàíîâêó çàäà÷i âåðõíüî¨
îöiíêè îïòèìàëüíîñòi, äëÿ ÿêî¨ îïòèìàëüíà ñòðàòåãiÿ ðåãóëÿöi¨ ãàðàíòîâà-
íî êðàùà ÷è åêâiâàëåíòíà îá'¹êòèâíèì ïðàâèëàì ðåãóëÿöi¨, ÿêi ìè ìîæåìî
ñïîñòåðiãàòè â ðåàëüíèõ áiîëîãi÷íèõ ñèñòåìàõ.

Ïîñòàíîâêà òà ðîçâ'ÿçàííÿ çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ñòðàòåãié
ðåãóëÿöi¨ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ ìîæå ìàòè âàæëèâèé ÿê òåîðåòè÷íèé, òàê i
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ïðàêòè÷íèé iíòåðåñ.
ßê âiäîìî, ïîñòàíîâêà áiîëîãi÷íîãî åêñïåðèìåíòó, ùî äîçâîëÿ¹ ñïîñòåði-

ãàòè ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ðåãóëÿöiÿ ïðîöåñiâ â îðãàíàõ i òêàíèíàõ îðãàíiçìó ç
çàäîâiëüíèì ðiâíåì äåòàëiçàöi¨, ¹ äîðîãîþ i òðóäîìiñòêîþ îïåðàöi¹þ, ÿêà ÿê
ïðàâèëî ïîòðåáó¹ óíiêàëüíîãî îáëàäíàííÿ. Îõîïèòè óñi çíà÷óùi äëÿ îòðè-
ìàííÿ íîâèõ äàíèõ òà çíàíü ïðî ðåãóëÿöiþ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ óìîâè òà
ñöåíàði¨ åêñïåðèìåíòó ïðàêòè÷íî íåìîæëèâî. Òàêîæ áàãàòî òîíêèõ àñïåêòiâ
ïðîöåñiâ ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó íà ñüîãîäíiøíüîìó
ðiâíi ðîçâèòêó òåõíîëîãi¨ ìè íå ñïîñòåðiãà¹ìî.

Çàäà÷à ïîøóêó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ìîæå, â ïðèíöèïi, íà ÿêi-
ñíîìó ðiâíi îöiíèòè îñîáëèâîñòi ðåãóëÿöi¨ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ â óìîâàõ òà
ñöåíàðiÿõ, íå îõîïëåíèõ áiîëîãi÷íèì åêñïåðèìåíòîì, òà ïðîàíàëiçóâàòè ìî-
æëèâi ïðîöåñè ðåãóëÿöi¨, ñïîñòåðåæåííÿ ÿêèõ ¹ â äàíèé ÷àñ òåõíîëîãi÷íî
íåäîñÿæíi.

Öÿ çàäà÷à äîçâîëÿ¹ íà ÿêiñíîìó ðiâíi ïîïåðåäíüî ïåðåâiðèòè ãiïîòåçè ùî-
äî òîãî, ÿê âiäáóâà¹òüñÿ ðåãóëÿöiÿ áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ ç ìåòîþ ¨õ ïîäàëüøî¨
ïåðåâiðêè â áiîëîãi÷íîìó åêñïåðèìåíòi.

Íàïðèêëàä, äëÿ áàãàòüîõ ïðîöåñiâ ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî
ãîìåîñòàçó ìè íå çíà¹ìî ÷è ïiäëÿãà¹ ¨õ ðåãóëÿöiÿ öiëåñïðÿìîâàíîìó êåðóâàí-
íþ, ¨õ ðåãóëÿöiÿ äåòåðìiíîâàíà àáî ìà¹ âèïàäêîâèé õàðàêòåð. Ìè ìîæåìî
ôîðìóëþâàòè ãiïîòåçè ïðî òîé ÷è iíøèé òèï ðåãóëÿöi¨ ïðîöåñiâ é ó ïîðiâ-
íÿííi çi ñòðàòåãiÿìè âåðõíüî¨ îïòèìàëüíî¨ îöiíêè çà óìîâ ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi,
îöiíþâàòè, ÷è ìà¹ òîé ÷è iíøèé òèï ðåãóëÿöi¨ ôiçiîëîãi÷íå çíà÷åííÿ. Öi äàíi
ìîæóòü áóòè ïiäñòàâîþ äëÿ ïëàíóâàííÿ òà ïðîâåäåííÿ áiîëîãi÷íîãî åêñïåðè-
ìåíòó, ùî ïiäòâåðäæó¹ àáî ñïðîñòîâó¹ öþ ãiïîòåçó.

Ó öié ðîáîòi çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ðåãóëÿöi¨
òà ïåðåâiðêó ãiïîòåç ìè ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi ôiçiîëî-
ãi÷íî¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè, çîêðåìà, ìîäåëi ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïðè ÷àñòêîâié
ãåïàòåêòîìi¨ (PHx).

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ñòðàòåãié
ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó

ïðè ôiçiîëîãi÷íié ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè.

Ïå÷iíêà - îäíà ç íàéáiëüø âiäîìèõ òà âèâ÷åíèõ áiîëîãi÷íèõ ìîäåëüíèõ
ñèñòåìà ïðîöåñiâ ðåãåíåðàöi¨ îðãàíiâ òà òêàíèí îðãàíiçìó.

Ïå÷iíêà âiäîìà ñâî¨ì âèñîêèì ðåãåíåðàòèâíèì ïîòåíöiàëîì, îñêiëüêè âî-
íà çäàòíà âiäíîâëþâàòè äî 70% ñâî¹¨ ìàñè ïiñëÿ òðàâìè àáî ÷àñòêîâî¨
ðåçåêöi¨[17]. Ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ¹ ñêëàäíîþ âçà¹ìîäi¹þ ðiçíèõ òèïiâ êëiòèí
i ñèãíàëüíèõ øëÿõiâ [18]. Âiäîìî, ùî â çàëåæíîñòi âiä îáñòàâèí àêòèâóþòüñÿ
äâà ðiçíi ðåæèìè ðåãåíåðàöi¨. Ó ðàçi ïîðóøåííÿ ïðîëiôåðàöi¨ ãåïàòîöèòiâ,
íàïðèêëàä, ïiñëÿ òÿæêîãî àáî õðîíi÷íîãî ïîøêîäæåííÿ ïå÷iíêè, ñòîâáóðî-
âi êëiòèíè ïå÷iíêè òà êëiòèíè-ïîïåðåäíèêè àêòèâóþòüñÿ ó ÿêîñòi ìåõàíiçìó
ðåãåíåðàöi¨ òà âiäíîâëåííÿ ôóíêöi¨ ïå÷iíêè [19], òàêîæ çàäiþ¹òüñÿ ïðîöåñ ôi-
áðîçó. Íàâïàêè, ïiñëÿ ÷àñòêîâî¨ ðåçåêöi¨ àáî ïîìiðíîãî ïîøêîäæåííÿ ïå÷iíêè
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âíàñëiäîê òîêñè÷íîãî âïëèâó ïîâíà ðåãåíåðàöiÿ ïå÷iíêè â îñíîâíîìó äîñÿãà¹-
òüñÿ çà ðàõóíîê ïðîöåñiâ ãiïåðïëàçi¨ ïàðåíõiìàòîçíèõ êëiòèí òà ïðîëiôåðàöi¨
ïàðåíõiìàòîçíèõ i íåïàðåíõiìíèõ êëiòèí, ùî çàëèøèëèñÿ (ïðîöåñ ôiçiîëîãi-
÷íî¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè).

Íåîáõiäíî âiäçíà÷èòè, ùî îäíi¹þ çi ñïåöèôi÷íèõ ðèñ ïðîöåñó ðåãåíåðàöi¨ ¹
ñóòò¹âî ðiçíi õàðàêòåðèñòè÷íi ÷àñè êîæíîãî iç çãàäàíèõ ïðîöåñiâ. Â iäåàëüíèõ
óìîâàõ ðåïëiêàöiÿ òðèâà¹ � 24 ãîäèíè, ïåðåõiä ó ïîëiïëî¨äíiñòü � 12 ãîäèí,
ãiïåðïëàçiÿ � 30-60 õâèëèí, ïîäië äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ � 1 ãîä. Â óìî-
âàõ çîâíiøíüîãî ñòðåñîâîãî âïëèâó ¨õ õàðàêòåðèñòè÷íi ÷àñè ìîæóòü çíà÷íî
çáiëüøóâàòèñÿ.

2.1 Ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü ïðîöåñiâ ïiäòðèìêè/âiäíîâëåííÿ
äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó ïðè ôiçiîëîãi÷íié ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè

Íà ïîïåðåäíiõ åòàïàõ íàìè áóëî ðîçðîáëåíî ìîäåëü ïðîöåñiâ ïiäòðèì-
êè/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó ïðè ôiçiîëîãi÷íié ðåãåíåðàöi¨ [15] â
ïðèïóùåííÿõ îäíîðiäíîãî íàáëèæåííÿ; íåçàëåæíîñòi áiîëîãi÷íèõ ïðîöåñiâ;
ïîìiðíîãî òîêñè÷íîãî âïëèâó, à òàêîæ ïðîâåäåíî ¨¨ âåðèôiêàöiþ [16]. Ó çàäà-
íié ìàòåìàòè÷íié ìîäåëi ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè âiäáóâà¹òüñÿ çà ðàõóíîê
ïðîöåñiâ ãiïåðïëàçi¨, ðåïëiêàöi¨, ïîëiïëîäi¨, äiëåííÿ äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ
òà êîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçó. Âàæëèâîþ îñîáëèâiñòþ ìîäåëi ¹ òå, ùî ïå÷ií-
êà, ÿê i áóäü-ÿêèé iíøèé îðãàí ëþäèíè, îáìåæåíà çà îá'¹ìîì, òîìó âîíà ìîæå
âìiñòèòè ëèøå ïåâíó êiëüêiñòü êëiòèí. ×åðåç öå ïiä ÷àñ ðåãåíåðàöi¨ âèíèêà¹
ìiæêëiòèííà êîíêóðåíöiÿ çà ¹ìíiñòü ïå÷iíêè.

Â ðîçðîáëåíié ìîäåëi äëÿ òîãî, ùîá âðàõóâàòè iñòîòíî ðiçíi õàðàêòåðèñòè-
÷íi ÷àñè îñíîâíèõ ïåðåõiäíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi òàêîæ çàëåæàòü âiä çîâíiøíüîãî
(íåñòàöiîíàðíîãî) òîêñè÷íîãî âïëèâó, êîæåí òàêèé ïðîöåñ ìîäåëþ¹ìî îêðå-
ìî: ïðîöåñ ðåïëiêàöi¨, ãiïåðïëàçi¨, àíòèñòðåñîâà ïðîãðàìà i ïðîöåñè íåêðîçó
òà àïîïòîçó.

Ðîçðîáëåíà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü [15], ÿêà îïèñó¹ ïðîöåñè ïiäòðèìàí-
íÿ/âiäíîâëåííÿ äèíàìi÷íîãî ãîìåîñòàçó (ðåãåíåðàöi¨) ïå÷iíêè, ¹ óçàãàëüíå-
ííÿì òàêèõ âiäîìèõ ìîäåëåé ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè, ÿê óçàãàëüíåíi ðiâíÿí-
íÿ Ëîòêè-Âîëüòåððà, ðiâíÿííÿ Ëîòêè-Âîëüòåððà ç çàïiçíiëèìè àðãóìåíòàìè,
iíòåãðî-äèôåðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ Âîëüòåððà.

Ó íàøié ìîäåëi ïå÷iíêîâó ÷àñòî÷êó ïðåäñòàâëÿ¹ìî ó âèãëÿäi ¨¨ êëiòèííîãî
ñêëàäó. ßê îñíîâíi ôóíêöiîíàëüíi êëiòèíè, ðîçãëÿäà¹ìî òiëüêè ãåïàòîöèòè
ðiçíèõ òèïiâ: Γ(t) - êiëüêiñòü íîðìàëüíèõ ãåïàòîöèòiâ â ìîìåíò ÷àñó t; Γ2(t)
-êiëüêiñòü ÷îòèðüîõïëî¨äíèõ ãåïàòîöèòiâ â ìîìåíò ÷àñó t; Γ4(t) - êiëüêiñòü
âîñüìèïëî¨äíèõ ãåïàòîöèòiâ â ìîìåíò ÷àñó t; Γ2(t) - êiëüêiñòü äâîÿäåðíèõ
ãåïàòîöèòiâ â ìîìåíò ÷àñó tt; Γgip(t) - êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi ãiïåðïëàçi¨
â ìîìåíò ÷àñó t; As(t) - êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi àíòèñòðåñó â ìîìåíò
÷àñó t; Ap(t) - êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi àïîïòîçó â ìîìåíò ÷àñó t; N(t) -
êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi íåêðîçó â ìîìåíò ÷àñó t.

Ôàêòîð òîêñè÷íîñòi � Tox(t) = τ(t) +DP (t).

Òóò: τ(t) - çîâíiøíÿ òîêñè÷íiñòü (åêçîòîêñè÷íiñòü) â ìîìåíò ÷àñó t; DP (t)
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- òîêñè÷íiñòü, ùî âèíèêà¹ çà ðàõóíîê ïðîäóêòiâ íåêðîçó (åíäîòîêñè÷íiñòü) â
ìîìåíò ÷àñó t.

Òîêñè÷íà äiÿ ðiâíîìiðíî ðîçïîäiëÿ¹òüñÿ íà âñi êëiòèíè ïå÷iíêè. Çîâíiøíÿ
òîêñè÷íiñòü çíèæó¹òüñÿ çà ðàõóíîê ôóíêöiîíàëüíî¨ àêòèâíîñòi ãåïàòîöèòiâ
(ïðîãðàìà àíòèñòðåñó) òà çà ðàõóíîê êðîâîòîêó (e1). Âíóòðiøíÿ òîêñè÷íiñòü
ó ñâîþ ÷åðãó çíèæó¹òüñÿ çà ðàõóíîê ôàãîöèòàðíî¨ àêòèâíîñòi (F ) i òàêîæ
ðàõóíîê êðîâîòîêó(e2).

τ(t+ 1) = τ(t)− τ(t)x(t)− τ(t)e1

äå x(t) =
∑

k ckΓ(t) - êîåôiöi¹íò çíèæåííÿ òîêñè÷íîñòi âíàñëiäîê ôóíêöiî-
íàëüíî¨ àêòèâíîñòi ãåïàòîöèòiâ.

DP (t+ 1) = DP (t)−DP (t)F −DP (t)e2

Äèíàìiêà çìiíè êëiòèííîãî ñêëàäó ïå÷iíêè âèçíà÷à¹òüñÿ ïàðàìåòðàìè ïå-
ðåõîäó: a(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ äëÿ âõîäæåí-
íÿ â öèêë ðåïëiêàöi¨; b(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ â
ïîëiïëî¨äiþ;b2j(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ â äâîÿäåð-
íi; a2j(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ ç äâîÿäåðíèõ ãåïà-
òîöèòiâ íà ðîçïîäië; g(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ùî ïî÷àëè ïðîöåñ
ãiïåðïëàçi¨; ω(t) - âiäíîñíà êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ íà êîíòðî-
ëüîâàíèé àïîïòîç.

Êîíêóðåíöiÿ â ìîäåëi âðàõîâó¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

k(t) = 1− 1

Ω

(
Γ(t) + Γ2(t) + Γ4(t) + Γ2(t) + Γgip(t)

)
äå Ω - ¹ìíiñòü ñåðåäîâèùà.
Ïðè ïðèïóùåííi îäíîðiäíîñòi i íåçàëåæíîñòi ñïðàâåäëèâî íàáëèæåííÿ â

ñåðåäíüîìó, ÿêå ïðèçâîäèòü äî ðiâíÿíü ïîïóëÿöiéíî¨ äèíàìiêè äëÿ ðiçíèõ
òèïiâ êëiòèí ïå÷iíêè.

Ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü äèíàìiêó ïîïóëÿöié ðiçíèõ òèïiâ êëiòèí ïå÷iíêè:

Γ(t+ 1) = Γ(t)− a(t)k(t)Γ(t) + 2µ(Tox(t))Γ(t) + a2j(t)Γ
2(t)− g(t)Γ(t)−

−ω(t)Γ(t)− k(t)b(t)Γ(t)− r(Tox(t))Γ(t) +As(t)

Γ2(t+ 1) = Γ2(t)− a(t)k(t)Γ2(t) + 2µ(Tox(t))Γ2(t) + k(t)b(t)Γ(t)− g(t)Γ2(t)−

−k(t)b(t)Γ2(t)− ω(t)Γ2(t)− r(Tox(t))Γ2(t) +As(t)

Γ2(t+1) = Γ2(t)+b2j(t)Γ(t)−a2j(t)Γ
2(t)−g(t)Γ2(t)−ω(t)Γ2(t)−r(Tox(t))Γ2(t)+As(t)
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Γgip(t+ 1) = Γgip(t) + g(t)
(
Γ(t) + Γ2(t) + Γ4(t) + Γ2(t)

)
− ω(t)Γgip(t)−

−r(Tox(t))Γgip(t) +As(t)

As(t+ 1) = As(t) + µ(Tox(t))
(
Γ(t) + Γ2(t) + Γ4(t) + Γ2(t) + Γgip(t)

)
−

−ω(t)As(t)− r(Tox(t))As(t)−As(t)

Ap(t+1) = Ap(t)+ω(t)
(
Γ(t) + Γ2(t) + Γ4(t) + Γ2(t) + Γgip(t)

)
−r(Tox(t))As(t)

N(t+1) = N(t)+r(Tox(t))
(
Γ(t) + Γ2(t) + Γ4(t) + Γ2(t) + Γgip(t) +As(t) +Ap(t)

)
äå: µ(Tox(t)) - ïàðàìåòð öèêëó, ùî âiäïîâiäà¹ çà çàòðèìêó ïåðåáiãó ðåãå-
íåðàöiéíèõ ïðîöåñiâ ÷åðåç òîêñè÷íiñòü; r(Tox(t)) - ïàðàìåòð, ÿêèé ïîñèëà¹
êëiòèíè äî íåêðîçó ïiä ÷àñ âèñîêî¨ òîêñè÷íîñòi.

2.2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷i ïîøóêó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi
ðåãóëÿöi¨ ïðîöåñiâ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè.

Â çàäà÷i ïîøóêó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ðåãóëÿöi¨ ïðîöåñiâ ðåãå-
íåðàöi¨ ïå÷iíêè äëÿ çàäàíî¨ ìîäåëi ïåðåäáà÷à¹òüñÿ, ùî îðãàíiçì çäàòíèé ïîâ-
íiñòþ êåðóâàòè ÷àñîâèìè ïàðàìåòðàìè ïåðåõîäiâ:

λ(t) = (a(t), b(t), b2j(t), a2j(t), g(t), ω(t)) - êåðóþ÷i ïàðàìåòðè,
0 ≤ λi(t) ≤ 1,∀t ∈ [0, T ], i = 1, . . . , 6.
Íåõàé óçàãàëüíåíi ðiâíÿííÿ, ùî îïèñóþòü äèíàìiêè ïîïóëÿöié ðiçíèõ òè-

ïiâ êëiòèí ïå÷iíêè i íàäàíi ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêòi, ¹:

x(t+ 1) = f(x(t), τ(t), λ(t)), 0 ≤ λi(t) ≤ 1, ∀t ∈ [0, T ] (1)

äå x(t) = (Γ(t),Γ2(t),Γ4(t),Γ
2(t),Γgip(t), As(t), Ap(t), N(t)) ∈ Rn - òèïè ôóí-

êöiîíàëüíèõ êëiòèí ïå÷iíêè â ìîìåíò ÷àñó t, τ(t) - çàäàíà ôóíêöiÿ çîâíiøíüî¨
òîêñè÷íîñòi, x(0) - çàäàíèé ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië ôóíêöiîíàëüíèõ êëiòèí ïå-
÷iíêè.

Ââàæà¹ìî, ùî êîæåí ç ðiçíèõ òèïiâ ãåïàòîöèòiâ ìà¹ ñâié ïîêàçíèê ôóí-
êöiîíàëüíîñòi. Öåé êîåôiöi¹íò âèçíà÷à¹, íàñêiëüêè åôåêòèâíî êëiòèíà âèêî-
íó¹ ñâî¨ ôóíêöi¨. Ïðîöåñ ãiïåðïëàçi¨ ïiäâèùó¹ ôóíêöiîíàëüíiñòü ïå÷iíêè ç
äîïîìîãîþ íàðîùóâàííÿ áiëêîâèõ êîìïëåêñiâ. Ïîëiïëî¨äíi òà äâîÿäåðíi ãå-
ïàòîöèòè ôóíêöiîíóþòü åôåêòèâíiøå çà ðàõóíîê çáiëüøåíîãî ÷èñëà õðîìî-
ñîì. À â ðåçóëüòàòi ïðîöåñó ðåïëiêàöi¨ óòâîðþ¹òüñÿ äâi êëiòèíè, ùî ïîâíiñòþ
ôóíêöiîíóþòü.
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Óçàãàëüíåíèé ïîêàçíèê ôóíêöiîíàëüíîñòi ïå÷iíêè â ìîìåíò ÷àñó t �
Φ(t) =

∑n
i=1 cixi(t).

Çàäà÷à âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi îïòèìàëüíî¨
ñòðàòåãi¨ λ

∗
(t), ùî äîñòàâëÿ¹ ìiíiìóì ñóìàðíî¨ çâàæåíî¨ ñåðåäíüîêâàäðè÷íîãî

âiäõèëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîñòi ïå÷iíêè âiä ¨¨ îïòèìàëüíî¨ ôóíêöiîíàëüíîñòi íà
iíòåðâàëi æèòò¹âîãî öèêëó îðãàíiçìó.

λ
∗
(t) = argmin

λ(t)

N∑
i=0

v(ti)(K − Φ(ti))
2 (2)

ti = i∆t,∆t � êðîê äèñêðåòèçàöi¨, [0, T ] = ∆tN � iíòåðâàë æèòò¹âîãî
öèêëó îðãàíiçìó.

K � îïòèìàëüíà ôóíêöiîíàëüíà àêòèâíiñòü îðãàíiçìó.
0 ≤ v(ti) ≤ 1 � âiäíîñíà âàãà ìîìåíòó æèòò¹âîãî öèêëó.

3. Âèçíà÷åííÿ âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ñòðàòåãié ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè â óìîâàõ ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ (PHx).

Íàéáiëüø ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàíîþ ìîäåëëþ äëÿ âèâ÷åííÿ ôiçiîëîãi÷íî¨
ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ¹ ìîäåëü ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ (PHx), âïåðøå îïèñàíà
Õiããiíñîì i Àíäåðñîíîì íà ùóðàõ [20]. Â öié ìîäåëi ïðèáëèçíî äâi òðåòèíè
ïå÷iíêè âèäàëÿ¹òüñÿ õiðóðãi÷íèì øëÿõîì. Ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ïî÷èíà¹òüñÿ
íåãàéíî, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîâíîãî âiäíîâëåííÿ ìàñè ïå÷iíêè ïðîòÿãîì 7-10
äíiâ [18, 21]. Ïåðåâàãà õiðóðãi÷íî¨ ìîäåëi â ïîðiâíÿííi ç ìîäåëÿìè òîêñè÷íîãî
ïîøêîäæåííÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ïiñëÿ PHx íå ïîâ'ÿçàíèé
ç ìàñèâíèì íåêðîçîì i âèêëèêàíèì íåãîñòðèì çàïàëåííÿì, òàê ùî âñi çìiíè,
ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ ïiñëÿ PHx, ìîæíà âiäíåñòè äî ôiçiîëîãi÷íîãî ïðîöåñó
ðåãåíåðàöi¨. Ó êëiíi÷íîìó êîíòåêñòi öåé ôiçiîëîãi÷íèé ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ñòà¹
âàæëèâèì ó ïàöi¹íòiâ, ÿêi ïåðåíåñëè ÷àñòêîâó ðåçåêöiþ ïå÷iíêè, ó äîíîðiâ òà
ðåöèïi¹íòiâ ïiñëÿ òðàíñïëàíòàöi¨ ïå÷iíêè âiä æèâîãî äîíîðà òà ó ïàöi¹íòiâ iç
ãîñòðîþ ïå÷iíêîâîþ íåäîñòàòíiñòþ.

Ùî íàì âiäîìî ïðî ïðîöåñ ðåçåêöi¨ ïå÷iíêè ç åêñïåðèìåíòiâ áiîëîãiâ?
Çáiëüøåííÿ ðîçìiðó ãåïàòîöèòiâ (ãiïåðïëàçiÿ) âiäáóâà¹òüñÿ âæå ÷åðåç êiëüêà
ãîäèí ïiñëÿ 70% PHx, íàáàãàòî ðàíiøå, íiæ ¨õ âñòóï ó êëiòèííèé öèêë, i äîñÿ-
ãà¹ ïiêó ÷åðåç 1 äåíü ïiñëÿ 70% PHx, ùî äîçâîëÿ¹ ïðèïóñòèòè, ùî çáiëüøåííÿ
ðîçìiðó êëiòèí ¹ ïåðøîþ ðåàêöi¹þ ãåïàòîöèòiâ íà âòðàòó ìàñè ïå÷iíêè, ÿê çà-
çíà÷èëè Õiããiíñ òà Àíäåðñîí [20]. Îñêiëüêè ãåïàòîöèòè òðîõè çìåíøóþòüñÿ â
ðîçìiðàõ i ïî÷èíàþòü àêòèâíî âñòóïàòè â êëiòèííèé öèêë âiä 1 äíÿ äî 2 äíiâ
ïiñëÿ 70% PHx, öåé ïðîìiæíèé ÷àñ ìîæå áóòè ïåðiîäîì, êîëè ãåïàòîöèòè ïå-
ðåõîäÿòü ç ôàçè ãiïåðïëàçi¨ â ôàçó ðåïëiêàöi¨. Îäíàê ðåçóëüòàòè áiîëîãi÷íèõ
åêñïåðèìåíòiâ ïîêàçóþòü, ùî ãiïåðòðîôiÿ âèíèêà¹ â íîðìàëüíèõ ãåïàòîöèòàõ
i ïåðåäó¹ ðåïëiêàöi¨ êëiòèí ïðè ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè. Âàæëèâî âiäçíà÷èòè, ùî
ðiâåíü ãiïåðòðîôi¨ ïå÷iíêè ïðèáëèçíî îäíàêîâèé ïiñëÿ 30 i 70% PHx, à ãåïà-
òîöèòè ïðàêòè÷íî íå äiëÿòüñÿ ïiñëÿ 30% PHx. Òàêèì ÷èíîì, ãiïåðòðîôiÿ ¹
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ïåðøîþ ðåàêöi¹þ ïðè ðåãåíåðàöi¨, à ðåïëiêàöiÿ iíiöiþ¹òüñÿ, ÿêùî ãiïåðòðîôi¨
íåäîñòàòíüî äëÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîñòi ïå÷iíêè.

Ïîëiïëî¨äiÿ ¹ õàðàêòåðíîþ ðèñîþ ãåïàòîöèòiâ ññàâöiâ i áëèçüêî 70% ãå-
ïàòîöèòiâ äîðîñëèõ ãðèçóíiâ ¹ òåòðàïëî¨äíèìè. Äàâíî âiäîìî, ùî ïëiäíiñòü
ãåïàòîöèòiâ çáiëüøó¹òüñÿ ïiñëÿ PHx [23, 24]. Õî÷à áiëüøiñòü ãåïàòîöèòiâ ïðî-
õîäÿòü ôàçó S ïðè ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx, íå âñi ãåïàòîöèòè
ïðîõîäÿòü öèêë ðåïëiêàöi¨ â ïîâíîìó îáñÿçi, ùî çóìîâëþ¹ çáiëüøåííÿ ïëî¨-
äíîñòi.

Áiíóêëåàöiÿ � ùå îäíà öiêàâà îñîáëèâiñòü ãåïàòîöèòiâ äîðîñëèõ, ÿêà ïî÷è-
íà¹òüñÿ ç íåîíàòàëüíî¨ ïå÷iíêè. Äàâíî âiäîìî, ùî êiëüêiñòü áiÿäåðíèõ ãåïà-
òîöèòiâ çìåíøó¹òüñÿ ïiä ÷àñ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx, çà îöiíêîþ
ìiêðîñêîïi÷íèõ ñïîñòåðåæåíü òà ðó÷íîãî ïiäðàõóíêó [25, 26].

Îòæå, ïðè 30% PHx ïå÷iíêà âiäíîâëþ¹ ñâîþ ïî÷àòêîâó ìàñó çà ðàõóíîê
çáiëüøåííÿ ðîçìiðó ãåïàòîöèòiâ, àëå íi ÷èñëî êëiòèí, íi ÷èñëî ÿäåð ãåïàòîöè-
òiâ íå çìiíþþòüñÿ. Êðiì òîãî, îñêiëüêè ëèøå íåâåëèêà ÷àñòèíà ãåïàòîöèòiâ
ïðîõîäèòü ôàçó S, ¨õ ïëî¨äíiñòü iñòîòíî íå çìiíþ¹òüñÿ. Íàâïàêè, ïðè âèäà-
ëåííi 70% ïå÷iíêè ÷åðåç êiëüêà ãîäèí ïiñëÿ PHx âiäáóâà¹òüñÿ ãiïåðïëàçiÿ ãå-
ïàòîöèòiâ, çà ÿêîþ ñëiäó¹ ðåïëiêàöiÿ êëiòèí. Ìàéæå âñi ãåïàòîöèòè âõîäÿòü ó
S-ôàçó, àëå áëèçüêî ïîëîâèíè ïiääà¹òüñÿ êëiòèííîìó ïîäiëó çáiëüøåííÿ ñâîãî
÷èñëà. Ïiä ÷àñ ðåïëiêàöi¨ áiÿäåðíi ãåïàòîöèòè, ìàáóòü, ïåðåâàæíî ïiääàþòüñÿ
íåòðàäèöiéíîìó êëiòèííîìó ïîäiëó, çà ÿêîãî õðîìîñîìè ç äâîõ ÿäåð ïîäiëÿ-
þòüñÿ íà äâà ÿäðà ç óòâîðåííÿì äâîõ ìîíîíóêëåàðíèõ äî÷iðíiõ ãåïàòîöèòiâ.
Â ðåçóëüòàòi ÿäåðíå ÷èñëî çìåíøó¹òüñÿ, à ïëiäíiñòü çáiëüøó¹òüñÿ.

3.1 Çàäà÷à ïîøóêó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè â óìîâàõ ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ (PHx).

Îñêiëüêè ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ ïiñëÿ ðåçåêöi¨ çàéìà¹ ïðèáëèçíî 7-10 äíiâ
çàäà÷ó ïîøóêó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi (2) ìîæíà çâåñòè äî òàêî¨:

λ
∗
(t) = argmin

λ(t)

N∑
i=0

(K − Φ(ti))
2 (3)

×àñîâèé êðîê äèñêðåòèçàöi¨ ∆t ïîòðiáíî îáðàòè òàê, ùîá áóëî âðàõîâàíî
øâèäêiñòü ïðîòiêàííÿ óñiõ ìîäåëüîâàíèõ ïðîöåñiâ. Êîæåí iç çãàäàíèõ ïðîöå-
ñiâ ìà¹ õàðàêòåðèñòè÷íèé ÷àñ ïåðåáiãó. Â iäåàëüíèõ óìîâàõ ðåïëiêàöiÿ òðèâà¹
- 24 ãîäèíè, ïåðåõiä ó ïîëiïëî¨äíiñòü - 12 ãîäèí, ãiïåðïëàçiÿ - 30 - 60 õâèëèí,
ðîçïîäië äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ - 1-2 ãîäèíè. Çãiäíî öüîãî, êðîê äèñêðåòè-
çàöi¨ ∆t áóëî îáðàíî - 10 õâèëèí, à iíòåðâàë ìîäåëþâàííÿ [0, T ] - 10 äíiâ.

Äëÿ 30% PHx òà 70% PHx áóëî çàäàíî òàêèé ïî÷àòêîâèé ðîçïîäië êëi-
òèí x(0): (30% PHx) 51% - êiëüêiñòü íîðìàëüíèõ ãåïàòîöèòiâ; 7% - êiëüêiñòü
ïîëiïëî¨äíèõ ãåïàòîöèòiâ; 4% - êiëüêiñòü äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ; 8% - êiëü-
êiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi ãiïåðïëàçi¨; (70% PHx) 21% - êiëüêiñòü íîðìàëüíèõ
ãåïàòîöèòiâ; 5% - êiëüêiñòü ïîëiïëîiäíèõ ãåïàòîöèòiâ; 3% - êiëüêiñòü äâîÿäåð-
íèõ ãåïàòîöèòiâ; 1% - êiëüêiñòü ãåïàòîöèòiâ â ñòàíi ãiïåðïëàçi¨. Ïðè ðåçåêöi¨
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ïå÷iíêè âíàñëiäîê òðàâìè óòâîðþ¹òüñÿ ïåâíà êiëüêiñòü íåêðîòè÷íèõ êëiòèí,
ïðîäóêòè ðîçïàäó ÿêèõ çàòðèìóþòü ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨.

Êiëüêiñòü íåêðîòè÷íèõ êëiòèí äëÿ îáîõ âèïàäêiâ çàäà¹ìî íà ðiâíi 10%.
Ôóíêöiÿ çîâíiøíüî¨ òîêñè÷íîñòi τ(t) = 0.
Çàäà÷ó ïðîïîíó¹òüñÿ ðîçâ'ÿçóâàòè ìåòîäîì Íåëäåðà � Ìiäà [27], ìåòîä

îïòèìiçàöi¨ (ïîøóêó ìiíiìóìó) ôóíêöi¨ âiä êiëüêîõ çìiííèõ. Öåé ìåòîä âèêî-
ðèñòîâóâàâñÿ â ôóíêöi¨ optimize ç ìîäóëÿ scipy.optimize áiáëiîòåêè äëÿ python
ìîâè, ÿêà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ ìàòåìàòè÷íèõ ðîçðàõóíêiâ.

Àëãîðèòì ïîëÿãà¹ ó ôîðìóâàííi ñèìïëåêñó òà ïîäàëüøîãî éîãî äåôîð-
ìóâàííÿ ó íàïðÿìêó ìiíiìóìó, çà äîïîìîãîþ òðüîõ îïåðàöié: âiäîáðàæåííÿ;
ðîçòÿãóâàííÿ; ñòèñêó. Âèêîðèñòà¹ìî ðåàëiçàöiþ ìåòîäó Íåëäåðà-Ìiäà, â ÿêî-
ìó ïàðàìåòðè ðîçøèðåííÿ, çâóæåííÿ òà çâóæåííÿ çàëåæàòü âiä ðîçìiðíîñòi
çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ [28].

3.2. Ðåçóëüòàòè ÷èñåëüíèõ ðîçðàõóíêiâ äëÿ çàäà÷i ïîøóêó âåðõíüî¨
îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiñëÿ 30% òà 70% PHx

Ïðè ðîçâ'ÿçàííi çàäà÷i îïòèìiçàöi¨ äëÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòà-
íó ïå÷iíêè áóëè îòðèìàíi òàêi ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ (Ðèñ.1).

Ðèñ. 1. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À)
òà êëiòèííèé ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 30% PHx (I) àáî 70% PHx (II).

Ïîìiòèìî íà ãðàôiêàõ, ùî ïåðøi ãîäèíè ïðîöåñ ðåãåíåðàöi¨ íå âiäáóâà¹-
òüñÿ ÷åðåç âíóòðiøíþ òîêñè÷íiñòü âiä ïðîäóêòiâ ðîçïàäó íåêðîçó. Äàëi ïî-
÷èíà¹òüñÿ ïðîöåñ çáiëüøåííÿ ðîçìiðó ãåïàòîöèòiâ (ãiïåðïëàçiÿ, êåðóþ÷èé ïà-
ðàìåòð g(t)) - öå ïåðøà ðåàêöiÿ îðãàíiçìó çàäëÿ âiäíîâëåííÿ éîãî ôóíêöiî-
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íàëüíîñòi. Ìàéæå âîäíî÷àñ ç ãiïåðïëàçi¹þ âiäáóâà¹òüñÿ äiëåííÿ äâîÿäåðíèõ
êëiòèí (êåðóþ÷èé ïàðàìåòð a2j(t)). Áiíóêëåàöiÿ òåæ ¹ øâèäêèì ïðîöåñîì
äëÿ ïîíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîñòi ïå÷iíêè. Ïiñëÿ 70% i 30% PHx ãiïåðïëàçiÿ
âiäáóâà¹òüñÿ âæå ÷åðåç äîáó, íàáàãàòî ðàíiøå, íiæ âñi iíøi ïðîöåñè, ùî çáiãà-
¹òüñÿ ç áiîëîãi÷íèìè åêñïåðèìåíòàìè. Ïðîöåñ ãiïåðïëàçi¨ äîñÿãà¹ ïiêó ÷åðåç
2 äíi. Äàëi ãåïàòîöèòè ïî÷èíàþòü àêòèâíî âñòóïàòè â êëiòèííèé öèêë ó 2-4
äíi ïiñëÿ 70% PHx, ãåïàòîöèòè ïåðåõîäÿòü ç ôàçè ãiïåðïëàçi¨ â ôàçó ðåïëi-
êàöi¨. Ìîæíà ïîáà÷èòè íà ãðàôiêàõ ðèñ.2, ùî ïàðàìåòð (t), ùî âiäïîâiäà¹ çà
âiäíîñíó äîëþ ãåïàòîöèòiâ, ÿêi iíiöiþþòüñÿ â ðåïëiêàöiþ, äëÿ âèïàäêà 30%
PHx çíà÷íî ìåíøèé, íiæ äëÿ âèïàäêà 70% PHx. Òàêèì ÷èíîì, ó âèïàäêó
30% PHx ãåïàòîöèòè ìàéæå íå äiëÿòüñÿ. Öå âiäïîâiäà¹ òîìó, ùî ìè ñïîñòåði-
ãà¹ìî ó æèòòi. Ïðîöåñ ω(t), ùî âiäïîâiäà¹ çà êîíòðîëüîâàíèé àïîïòîç ãiïåð-
òðîôîâàíèõ ãåïàòîöèòiâ, äîïîìàãà¹ çðîáèòè êëiòèííèé ñêëàä ïå÷iíêè áiëüø
îïòèìàëüíèì äëÿ ðåàêöi¨ íà ïîäàëüøi ñòðåñîâi âïëèâè íà ïå÷iíêó. Öåé ïðî-
öåñ ïîñòóïîâî îíîâëþ¹ ñêëàä ïå÷iíêè i ïîçáàâëÿ¹òüñÿ âiä ãiïåðòðîôîâàíèõ
ãåïàòîöèòiâ i çàìiñòü íèõ çâiëüíÿ¹ ìiñöå äëÿ íîðìàëüíèõ ãåïàòîöèòiâ, ÿêi
óòâîðþþòüñÿ â ðåçóëüòàòi öèêëiâ ðåïëiêàöi¨.

Âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè ïiñëÿ 30% PHx òà 70% PHx
íàâåäåíî íà ãðàôiêàõ (Ðèñ.2).

Ðèñ. 2. Âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè
ïiñëÿ 30% PHx (À) àáî 70% PHx (Á).

Îòðèìàíi ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè äëÿ
çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ÿêiñíî çáiãàþòüñÿ ç òèìè ïðîöåñàìè ðå-
ãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè, ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè ïiä ÷àñ áiîëîãi÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ.

3.3. Ïåðåâiðêà ãiïîòåç.

Íà ñó÷àñíîìó ðiâíi ðîçâèòêó òåõíiêè áiîëîãi÷íîãî åêñïåðèìåíòó ìè íå ìî-
æåìî ñïîñòåðiãàòè áàãàòî êëþ÷îâèõ ìîëåêóëÿðíèõ ïðîöåñiâ, ÿêi âiäáóâàþòüñÿ
â êëiòèíi ïiä ÷àñ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè. ßê íàñëiäîê öüîãî ìàòåìàòè÷íi ìîäå-
ëi ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïåðåäáà÷àþòü âåëèêó êiëüêiñòü ãiïîòåç ùîäî ïðàâèë
ðåãóëÿöi¨.
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Òîìó äàâàéòå äëÿ çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãå-
íåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx îöiíèìî, ÿêèé âêëàä ìà¹ êîæåí ç êåðóþ÷èõ
ïàðàìåòðiâ ó ïðîöåñi ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè. Ïåðåâiðèìî òàêi ãiïîòåçè: íàñêiëü-
êè âàãîìèé âêëàä ìà¹ ïðîöåñ ω(t) - êîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçó (äëÿ öüîãî
ðîçãëÿíåìî âèïàäêè ç âiäñóòíiñòþ ïðîöåñó àïîïòîçó i ç âèïàäêîâèì àïîïòî-
çîì), ÿê âïëèâàþòü íà ñòðàòåãiþ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè iíøi ïðîöåñè (âèïàäêè
ïîñòiéíèõ ïîëiïëîäi¨, äiëåííÿ äâîÿäåðíèõ i óòâîðåííÿ äâîÿäåðíèõ).

Ãiïîòåçà 1. Âiäñóòíiñòü ïðîöåñó àïîïòîçó.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó, êîëè λ6(t) = ω(t) = 0,∀t.

Ðèñ. 3. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À) òà
êëiòèííèé ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó âiäñóòíîñòi àïîïòîçà.

Íà ðèñ. 3 ìà¹ìî ñòðàòåãiþ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó
âiäñóòíîñòi êîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçà. ßê áà÷èìî ç êëiòèííîãî ñêëàäó ïå÷ií-
êè (ðèñ.3.Á), ùî ïiñëÿ çáiëüøåííÿ ñâîãî ðîçìiðó êëiòèíè òàê i çàëèøàþòüñÿ
ó ãiïåðòðîôîâàíîìó ñòàíi.

Ãiïîòåçà 2. Ïðîöåñ àïîïòîçó ãiïåðïëàçíèõ êëiòèí ¹ âèïàäêî-

âèì.

Ðèñ. 4. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À) òà êëiòèííèé
ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó íåêîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçà.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãåíåðàöi¨
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ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó, êîëè ïðîöåñ àïîïòîçó ¹ âèïàäêîâèì i ìà¹
åêñïîíåíöiéíèé ðîçïîäië λ6(t) = ω(t) = αeαt,∀t, α > 0.

ßêùî ïîðiâíÿòè ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ó âèïàäêàõ ïîâíî¨ êåðîâà-
íîñòi (ðèñ.2.II) i êîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçà (ðèñ.4), ïîáà÷èìî, ùî îòðèìàíi
ñòðàòåãi¨ äóæå ñõîæi, õî÷à ó âèïàäêó íåêîíòðîëüîâàíîãî àïîïòîçó ïðîöåñè
äåùî ìåíø iíòåíñèâíi.

Ãiïîòåçà 3. Ïðîöåñ ïîëiïëîäi¨ ¹ ïîñòiéíèì.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó, êîëè λ2(t) = b(t) = 0.1, ∀t.

Ðèñ. 5. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À) òà êëiòèííèé
ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó ïîñòiéíî¨ ïîëiïëîäi¨.

Ïîðiâíÿ¹ìî ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ó âèïàäêàõ ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi
(ðèñ.2.II) i ïîñòiéíî¨ ïîëiïëîäi¨ (ðèñ.5). Îòðèìàíi ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ äóæå
ñõîæi, îäíàê ó âèïàäêó ïîñòiéíî¨ ïîëiïëîäi¨ (ðèñ.5.Á) ïiäñóìêîâà äîëÿ ïîëi-
ïëî¨äíèõ ãåïàòîöèòiâ áiëüøà, íiæ ó âèïàäêó ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi.

Ãiïîòåçà 4. Ïðîöåñ äiëåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ ¹ ïîñòié-

íèì.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó, êîëè λ4(t) = a2j(t) = 0.2, ∀t.

Ðèñ. 6. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À) òà
êëiòèííèé ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó ïîñòiéíî¨ áiíóêëåàöi¨.
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Ïîðiâíÿ¹ìî ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ó âèïàäêàõ ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi
(ðèñ.2.II) i ïîñòiéíîãî äiëåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ (ðèñ.6). Îòðèìàíi
ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ñõîæi, îäíàê ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî äiëåííÿ äâîõÿäåðíèõ
ãåïàòîöèòiâ (ðèñ.6.Á) ïiñëÿ ïðîòiêàííÿ ïðîöåñó ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiäñóì-
êîâà äîëÿ äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ íóëüîâà, òîìó ùî äi¹ ïîñòiéíèé ñèãíàë íà
¨õ äiëåííÿ.

Ãiïîòåçà 5. Ïðîöåñ óòâîðåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ ¹ ïî-

ñòiéíèì.

Ðîçâ'ÿæåìî çàäà÷ó âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi â âèïàäêó ðåãåíåðàöi¨
ïå÷iíêè ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó, êîëè λ3(t) = b2j(t) = 0.2,∀t.

Ðèñ. 7. Ñòðàòåãiÿ âiäíîâëåííÿ ôóíêöiîíàëüíîãî ñòàíó ïå÷iíêè (À) òà
êëiòèííèé ñêëàä ïå÷iíêè (Á) ïiñëÿ 70% PHx ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî

ñèãíàëó íà óòâîðåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ.

Ïîðiâíÿ¹ìî ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ó âèïàäêàõ ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi
(ðèñ.2.II) i ïîñòiéíîãî ñèãíàëó íà óòâîðåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ (ðèñ.7).
Îòðèìàíi ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ñõîæi, îäíàê ó âèïàäêó ïîñòiéíîãî ñèãíàëó
íà óòâîðåííÿ äâîõÿäåðíèõ ãåïàòîöèòiâ (ðèñ.7.Á) áà÷èìî, ùî ïðè çàêií÷åííi
ïðîöåñó ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè ïiäñóìêîâà äîëÿ äâîÿäåðíèõ ãåïàòîöiâ áiëüøà,
íiæ ó âèïàäêó ïîâíî¨ êåðîâàíîñòi.

Òàêèì ÷èíîì, âåðõíÿ îöiíêà îïòèìàëüíîñòi ïðîöåñiâ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè
íàéòî÷íiøå âiäîáðàæà¹ ïðîöåñè, ùî âiäáóâàþòüñÿ â áiîëîãi÷íîìó åêñïåðèìåí-
òi ïiä ÷àñ ðåãåíåðàöi¨. ßê íàñëiäîê, öå ïðèçâîäèòü äî ãiïîòåçè, ùî ãiïåðïëàçíi
êëiòèíè ïiäïîðÿäêîâàíi êîòðîëüîâàíîìó àïîïòîçó ç áîêó îðãàíiçìó, ÿêó ïî-
òðiáíî ïiäòâåðäèòè â áiîëîãi÷íîìó åêñïåðèìåíòi.

4. Âèñíîâêè

Ó âèïàäêó ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ îòðèìàíi ó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíòàõ
ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè äëÿ çàäà÷i âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi ÿêiñíî
çáiãàþòüñÿ ç òèìè ïðîöåñàìè ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè, ÿêi ìîæíà ñïîñòåðiãàòè ïiä
÷àñ áiîëîãi÷íèõ åêñïåðèìåíòiâ.

Ðîçãëÿíóòî ãiïîòåçè ïðî êëþ÷îâi ïðîöåñè ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè. Ïðè àíà-
ëiçi öèõ ãiïîòåç áóëî âèÿâëåíî, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ çàïðîïîíîâàíî¨ íàìè çàäà÷i
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îïòèìiçàöi¨ ¹ âåðõíüîþ îöiíêîþ âñiõ ãiïîòåç. Ñòðàòåãi¨ ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè,
îòðèìàíi äëÿ ðiçíèõ ãiïîòåç, íå ñèëüíî âiäðiçíÿþòüñÿ, îñêiëüêè çíà÷íó ðîëü ó
ïðîöåñi ðåãåíåðàöi¨ ïiñëÿ ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ ìà¹ ïðîöåñ ãiïåðïëàçi¨, ÿêèé
ó âñiõ ãiïîòåçàõ ¹ êåðîâàíèì ïàðàìåòðîì.

Ó öié ðîáîòi ðîçãëÿíóòî îáìåæåíèé ñöåíàðié ðåãåíåðàöi¨ ïå÷iíêè (âèïà-
äîê ÷àñòêîâî¨ ãåïàòåêòîìi¨ ïå÷iíêè). Çàäà÷à âåðõíüî¨ îöiíêè îïòèìàëüíîñòi
òà ïåðåâiðêó ãiïîòåç íåîáõiäíî ðîçãëÿíóòè â iíøèõ ðîçøèðåíèõ ñöåíàðiÿõ:
âèïàäêè çîâíiøíüîãî òîêñè÷íîãî âïëèâó ðiçíî¨ iíòåíñèâíîñòi òà êîìáiíàöi¨
çîâíiøíüîãî òîêñè÷íîãî âïëèâó òà ðåçåêöi¨ ïå÷iíêè.

Iñòîðiÿ ñòàòòi: îòðèìàíà: 29 áåðåçíÿ 2023; ïðèéíÿòà: 6 ÷åðâíÿ 2023.
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Liver regeneration after partial hepatectomy:
the upper optimality estimate
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This work deals with one of the important problems in Biomathemati-
cs, namely the development of mathematical models for the dynamics of
complex biological systems, which are su�ciently clear and predictable. A
necessary condition for the development of such models is the solution to
the problem of identifying the objective regulation principles and rules of the
"cellular system", which determines among all possibilities the "true path"
of its dynamics, which we observe in the experiment.

One of the promising approaches to solving this problem is based on
the hypothesis that the processes` regulation of maintaining/restoring the
dynamic homeostasis of body`s tissues and organs occurs according to certain
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principles, optimality criteria, which have developed due to the natural
selection of the organism during its previous evolution.

Currently, it is quite di�cult to solve this problem due to many uncertai-
nties in the ways of the previous organism`s evolution, changes in external
conditions, as well as the high computational complexity of solving such a
problem.

Instead, we proposed a simpli�ed task of �nding regulation control strategi-
es, which gives a upper optimality estimate for the processes of maintaini-
ng/restoring dynamic liver homeostasis. The upper optimality estimate of
the regulation and hypothesis testing for the liver regeneration model was
considered for the case of partial hepatectomy (PHx) and was solved by
Python methods.

It was shown that in the case of partial hepatectomy the liver regeneration
strategies, which are obtained in numerical experiments for the problem of
upper optimality estimation, qualitatively coincide with those processes of
liver regeneration that can be observed during biological experiments.

The following hypotheses were also tested in numerical experiments: how
important is the process of controlled apoptosis, how other processes
(polyploidy, division and formation of binucleated hepatocytes) a�ect the
liver regeneration strategy.

Keywords: mathematical model of regeneration processes; partial

hepatectomy; dynamic programming; optimality criterion.
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