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Стаття присвячена проблемi поширення хвильових пакетiв у тришаровiй
гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою»,
стратифiкованiй за густиною. З використанням методу багатомасштабних
розвинень отримано першi три наближення дослiджуваної задачi, з яких
в статтi наведено першi два. Представлено розв’язки першого наближен-
ня та дисперсiйне спiввiдношення. Виведено еволюцiйнi рiвняння обвiдних
хвильових пакетiв на поверхнях контакту у виглядi нелiнiйного рiвняння
Шредiнгера. Отримано частинний розв’язок нелiнiйного рiвняння Шредiн-
гера. Виведено формули вiдхилень поверхонь контакту та умови, при яких
змiнюється форма хвильових пакетiв на верхнiй та нижнiй поверхнях кон-
такту. Наведено та проаналiзовано областi знакосталостi коефiцiєнтiв при
других гармонiках на верхнiй та нижнiй поверхнях контакту для обох пар
частот. Також графiчно проiлюстровано та проаналiзовано рiзнi випадки,
при яких виникає асиметрiя форми хвильових пакетiв.
Ключовi слова: тришарова гiдродинамiчна система; хвильовi пакети; фор-
ма хвильових пакетiв.

D. S. Kharchenko The shape of wave-packets in a three-layer
hydrodynamic system. The article is devoted to the problem of wave-packet
propagation in a three - layer hydrodynamic system "layer with a hard bottom
- layer - layer with a cover stratified by density. Using the method of multiscale
developments, the first three approximations of the studied problem are obtai-
ned, of which the first two are given in the article. The solutions of the first
approximation and the variance relation are presented. The evolution equations
of the circumferential wave packets on the contact surfaces are derived in the
form of the nonlinear Schrodinger equation. A partial solution of the nonlinear
Schrodinger equation is obtained. The formulas of deviations of contact surfaces
and the conditions under which the shape of wave-packets on the upper and
lower contact surfaces changes are derived. The regions of familiarity of the
coefficients for the second harmonics on the upper and lower contact surfaces
for both frequency pairs are given and analyzed. Various cases in which there
is an asymmetry in the shape of wave-packets also graphically illustrated and
analyzed
Keywords: three-layer hydrodynamic system; wave-packets; shape of wave-
packets.

77

https://doi.org/10.26565/2221-5646-2021-94-05


78 Д. С. Харченко

Харченко Д. С. Форма волновых пакетов в трехслойной гидроди-
намической системе. Статья посвящена проблеме распространения вол-
новых пакетов в трехслойной гидродинамической системе «слой с твер-
дым дном - слой - слой с крышкой», стратифицированной по плотности.
С использованием метода многомасштабных разложений получены первые
три приближения исследуемой задачи, из которых в статье приведены пер-
вые два. Представлены решения первого приближения и дисперсионное со-
отношение. Выведены эволюционные уравнения обводных волновых паке-
тов на поверхностях контакта в виде нелинейного уравнения Шредингера.
Получено частное решение нелинейного уравнения Шредингера. Выведе-
ны формулы отклонений поверхностей контакта и условия, при которых
изменяется форма волновых пакетов на верхней и нижней поверхностях
контакта. Приведены и проанализированы области знакопостоянства ко-
эффициентов при вторых гармониках на верхней и нижней поверхностях
контакта для обеих пар частот. Также графически проиллюстрировано и
проанализированы различные случаи, при которых возникает асимметрия
формы волновых пакетов.
Ключевые слова: трехслойная гидродинамическая система; волновые паке-
ты; форма волновых пакетов.
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1. Вступ

Питання аналiзу та вивчення властивостей хвильових пакетiв та хвиль у
рiдинах рiзного типу залишаються актуальними та зустрiчається в багатьох
дослiдженнях. Наприклад, у статтi [1] зроблений аналiтичний аналiз поши-
рення слабонелiнейних хвильових пакетiв у двошаровiй рiдинi з вiльною по-
верхнею. Були отриманi рiвняння еволюцiї хвильових пакетiв на кордонi роз-
дiлу i вiльної поверхнi у виглядi нелiнiйних диференцiальних рiвнянь типу
Шредiнгера другого порядку. Проаналiзовано вид внутрiшнiх i поверхневих
хвиль в залежностi вiд спiввiдношення щiльностi шарiв i хвильового числа з
урахуванням поверхневого натягу. В результатi були виявленi ефекти облiку
другого наближення при моделюваннi хвильових рухiв в двошарової систе-
мi, що призводять до притуплення або загострення гребенiв i западин хвиль.
Аналiтичнi результати пiдтвердженi натурними спостереженнями.

Стаття [2] присвячена дослiдженню поширення слабконелiнiйних хви-
льових пакетiв на поверхнях контакту гiдродинамiчної системи «пiвпро-
стiр–шар–шар з твердою кришкою» з використанням методу багатомасшта-
бного розвинення. Отримано розв’язки другого наближення слабконелiнiйної
задачi та виведено умову її розв’язностi. Для кожної частоти хвильового па-
кету побудовано областi знакосталостi коефiцiєнта при другiй гармонiцi на
нижнiй i верхнiй поверхнях контакту. Виявлено залежностi вiд геометричних
i фiзичних параметрiв гiдродинамiчної системи у закономiрностi хвилеутво-
рення. Проаналiзовано графiки форми вiдхилення нижньої i верхньої повер-
хонь контакту, якi є характерними для побудованих областей знакосталостi
коефiцiєнта. Виявлено областi, де хвилi набувають ∪-подiбної та ∩-подiбної
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форми. Встановлено iстотний вплив довжини хвилi на форму вiдхилення по-
верхонь контакту гiдродинамiчної систем.

У статтi [4] дослiджується задача поширення хвильових пакетiв на по-
верхнi роздiлу двох рiдких шарiв з урахуванням сил поверхневого натягу.
Аналiз проводиться асимптотичним методом багатомасштабних розвинень
до третього наближення. На цiй основi виведено нелiнiйне еволюцiйне рiв-
няння типу Шредiнгера для випадку малих частот, що вiдповiдає критичним
хвильовим числам. Отриманi вирази для вiдхилення поверхнi роздiлу та кри-
тичного хвильового числа залежно вiд характерних параметрiв задачi.

Задачi про поширення хвильових пакетiв та хвиль в шаруватих гiдроди-
намiчних системах є актуальними на даний момент часу. Дослiдження таких
явищ дає можливiсть якiсно та кiлькiсно аналiзувати основнi характеристики
поширення хвиль в рiдинах. Нижче представлено модель для аналiзу фор-
ми хвиль, якi можуть поширюватися в тришаровiй гiдродинамiчнiй системi
скiнченної глибини..

2. Постановка задачi

У данiй роботi продовжується дослiдження задачi поширення хви-
льових пакетiв у тришаровiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим
дном – шар – шар з кришкою» [3]. Ω1 = {(x, z) : |x| <∞,−h1 6 z 6 0},
Ω2 = {(x, z) : |x| <∞, 0 6 z 6 h2}, Ω3 = {(x, z) : |x| <∞, h2 6 z 6 h2 + h3} -
нижнiй, середнiй та верхнiй шари вiдповiдно, роздiленi поверхнями контакту
z = η1(x, t) та z = η2(x, t). Верхнiй шар обмежений кришкою. Сила тяжiння
направлена перпендикулярно поверхнi розподiлу у вiд’ємному z-напрямку.
Математична постановка проблеми виглядає наступним чином:

швидкiсть поширення пакетiв:

ϕj,xx + ϕj,zz = 0 у Ωj , j = 1, 2, 3 (1)

кiнематичнi умови на поверхнях контакту:

η1,t − ϕj,z = −ϕj,xη1,x при z = η1(x, t), j = 1, 2 (2)

η2,t − ϕj,z = −ϕj,xη2,x при z = h2 + η2(x, t), j = 2, 3 (3)

динамiчнi умови на поверхнях контакту:

ρ1ϕ1,t − ρ2ϕ2,t + g(ρ1 − ρ2)η1 + 1
2ρ1(∇ϕ1)

2 − 1
2ρ2(∇ϕ2)

2−
−T1(1 + (η1,x)2)−3/2η1,xx = 0 при z = η1(x, t)

ρ2ϕ2,t − ρ3ϕ3,t + g(ρ2 − ρ3)η2 + 1
2ρ2(∇ϕ2)

2 − 1
2ρ3(∇ϕ3)

2−
−T2(1 + (η2,x)2)−3/2η2,xx = 0 при z = h2 + η2(x, t)

(4)

умова непроникливостi на днi:

ϕ1,z = 0 при z = −h1 (5)
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умова непроникливостi на кришцi:

ϕ3,z = 0 при z = h2 + h3 (6)

тут ϕj(j = 1, 2, 3) потенцiали швидкостi частинок в Ωj , η1, η2 - вiдхилення
поверхонь контакту, T1, T2 - коефiцiєнти поверхневого натягу на поверхнях
контакту, g - прискорення вiльного падiння. З використанням методу багато
масштабних розвинень, функцiї вiдхилення поверхонь контакту та потенцiали
швидкостей представлено у виглядi:

ηj(x, t) =
3∑

n=1
αn−1ηjn(x0, x1, x2, t0, t1, t2) +O(α3), j = 1, 2

ϕj(x, t, z) =
3∑

n=1
αn−1ϕjn(x0, x1, x2, z, t0, t1, t2) +O(α3), j = 1, 2, 3

(7)

В результатi, задача першого наближення має вигляд:

ϕj1,x0x0 + ϕj1,zz = 0 у Ωj , j = 1, 2, 3
η11,t0 − ϕj1,z = 0 на z = 0, j = 1, 2
η21,t0 − ϕj1,z = 0 на z = h2, j = 2, 3
ϕ11,t0 − ρ2ϕ21,t0 + (1− ρ2)η11 − T1η11,x0x0 = 0 на z = 0
ρ2ϕ21,t0 − ρ3ϕ31,t0 + (ρ2 − ρ3)η21 − T2η21,x0x0 = 0 на z = h2
ϕ11,z = 0 на z = −h1
ϕ31,z = 0 при z = h2 + h3

(8)

задача другого наближення описується наступними рiвняннями:

ϕj2,x0x0 + ϕj2,zz = −2ϕj1,x0x1 у Ωj , j = 1, 2, 3
η12,t0 − ϕj2,z = −η11,x0ϕj1,x0 − η11,t1 + η11ϕj1,zz на z = 0, j = 1, 2
η22,t0 − ϕj2,z = −η21,x0ϕj1,x0 − η21,t1 + η21ϕj1,zz на z = h2, j = 2, 3

ϕ12,t0 − ρ2ϕ22,t0 + (1− ρ2)η12 − T1η12,x0x0 = −ϕ11,t1 − η11ϕ11,t0z+

+ ρ2(ϕ21,t1 + η11ϕ21,t0z)− 1
2((ϕ11,x0)2 + (ϕ11,z)

2) + 1
2ρ2((ϕ21,x0)2 + (ϕ21,z)

2)+

+ 2T1η11,x0x1 на z = 0
ρ2ϕ22,t0 − ρ3ϕ32,t0 + (ρ2 − ρ3)η22 − T2η22,x0x0 = −ρ2(ϕ21,t1 + η21ϕ21,t0z)+

+ ρ3(ϕ31,t1 + η21ϕ31,t0z)− 1
2ρ2((ϕ21,x0)2 + (ϕ21,z)

2) + 1
2ρ3((ϕ31,x0)2+

+ (ϕ31,z)
2) + 2T2η21,x0x1 на z = h2

ϕ12,z = 0 на z = −h1
ϕ32,z = 0 при z = h2 + h3

(9)

Для задачi першого наближення виведене дисперсiйне спiввiдношення:

ρ22ω
4

sh2(kh2)
− ((1− ρ2)k + T1k

3 − ω2(cth(kh1) + ρ2cth(kh2)))((ρ2 − ρ3)k+

+T2k
3 − ω2(ρ2cth(kh2) + ρ3cth(kh3))) = 0

(10)
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Отримане дисперсiйне рiвняння має двi пари незалежних розв’язкiв:
для моди ω1:

ϕ
(1)
11 = 2ω1

ksh(kh1)
ch(k(h1 + z))Asin(kx− ω1t)

ϕ
(1)
21 = −(2ω1ch(k(h2−z))

ksh(kh2)
+

2((1−ρ2)k+T1k3−ω2
1cth(kh1)−ρ2ω2

1cth(kh2))ch(kz)
ρ2ω1k

)×
×Asin(kx− tω1)

ϕ
(1)
31 =

2sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
1cth(kh1)−ρ2ω2

1cth(kh2))ch(k(h2+h3−z))
ρ2ω1ksh(kh3)

×
×Asin(kx− tω1)

η
(1)
11 = 2Acos(kx− ω1t)

η
(1)
21 = − sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2

1cth(kh1)−ρ2ω2
1cth(kh2))

ω2
1ρ2

2Acos(kx− ω1t)

(11)

для моди ω2:

ϕ
(2)
11 = − 2ρ2ω3

2ch(k(h1+z))Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh1)sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
2cth(kh1)−ρ2ω2

2cth(kh2))

ϕ
(2)
21 = (

ρ2ω2
2ch(k(h2−z))

sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2
2cth(kh1)−ρ2ω2

2cth(kh2))
+ ch(kz))2ω2Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh2)

ϕ
(2)
31 = −2ω2ch(k(h2+h3−z))Bsin(kx−ω2t)

ksh(kh3)

η
(2)
11 = − 2Bcos(kx−ω2t)ω2

2ρ2
sh(kh2)((1−ρ2)k+T1k3−ω2

2cth(kh1)−ρ2ω2
2cth(kh2))

η
(2)
21 = 2Bcos(kx− ω2t)

(12)

Де η(1)21 - хвиля-вiдгук на хвилю η
(1)
11 з частотою ω1 та амплiтудою A на

нижнiй поверхнi контакту. А η
(2)
21 є хвилею-вiдгуком на хвилю η

(2)
11 з частотою

ω2 та амплiтудою B, яка поширюється на верхнiй поверхнi контакту.

3. Аналiз форми хвильового пакету на нижнiй поверхнi контакту

Нижче наведено розв’язки другого наближення задачi (9), якi були зна-
йденi в наступному виглядi:

η12 = B0 +B1e
iθ +B2e

2iθ + cc
η22 = C0 + C1e

iθ + C2e
2iθ + cc

ϕ12 = F11(z + h1)sh(k(z + h1))e
iθ + F10ch(k(z + h1))e

iθ+

+ F20ch(2k(z + h1))e
2iθ + cc

ϕ22 = (N10 +N11z)e
iθ+k(h2−z) +N20e

2iθ+2k(h2−z)+

+ (M10 +M11z)e
iθ−k(h2−z) +M20e

2iθ−2k(h2−z) + cc

ϕ32 = L11(z − (h2 + h3))sh(k(z − (h2 + h3)))e
iθ+

+ L10ch(k(z − (h2 + h3)))e
iθ + L20ch(2k(z − (h2 + h3)))e

2iθ + cc

(13)

Невiдомi коефiцiєнти у (13) мають складний аналiтичний вигляд та були
отриманi з використанням CAS Maple.
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Формули вiдхилення нижньої поверхнi контакту для перших двох набли-
жень мають наступний вигляд:

η11 = Aeiθ +Ae−iθ

η12 = B∗AA+ Λ1A
2e2iθ + cc

(14)

де cc - комплексно спряжена, A - обвiдна хвильового пакету, Λ1 = B2/A
2,

B∗ = B0/AA.
Еволюцiйне рiвняння на нижнiй поверхнi контакту отримано у виглядi

нелiнiйного рiвняння Шредiнгера:

A,t + ω′A,x − 0.5ω′′A,xx = iα2LA2A (15)

Вiдмiтимо, що еволюцiйне рiвняння на верхнiй поверхнi контакту матиме
такий самий вигляд.

Пiсля переходу до системи, яка рухається з груповою швидкiстю, розв’я-
зок рiвняння (2) має вигляд:

A = aeiα
2a2ω−1Lt, A = ae−iα

2a2ω−1Lt (16)

де a – стала. Пiсля пiдстановки отриманого розв’язку (16) у рiвняння (14) з
врахуванням розкладу (7) за методом багатомаштабних розвинень, отриму-
ється рiвняння (17), яким визначається форма хвильового пакету на нижнiй
поверхнi контакту:

η1(x, t) = 2acos(kx− tω̃) + a2α[2B∗ + 2Λ1cos(2(kx− tω̃))],
де ω̃ = ω − a2α2ω−1L

(17)

З отриманого рiвняння видно, що для дослiдження форми поверхнi кон-
такту потрiбно визначити знак коефiцiєнту Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = L1

L2
.

При переходi через криву L1 = 0 вздовж якої Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = 0,
або L2 = 0 вздовж якої Λ1(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3)→∞ знак величини Λ1

змiнюється на протилежний.
На рис. 1а наведений графiк знакосталостi величини Λ1 у системi (ρ2, k)

для першої пари частот ω1 для наступних фiксованих значень параме-
трiв: ρ3 = 0.8, T1 = 0, T2 = 0, h1 = 1, h2 = 1, h3 = 1. З графiку видно, що кривi
L1 = 0 та L2 = 0 розбивають площину на 5 областей. В областях S1, S3, S4 -
Λ1 > 0, а в областях S2, S5 - Λ1 < 0. На рисунках 1б i 1в наведенi графiки
перших двох гармонiк η11 та η12 та вiдхилення поверхнi контакту η1 для ви-
падкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiдно для першої пари частот ω1. Фiксованi пара-
метри набувають наступних значень: t = 0, a = 0.1, α = 0.1, ρ2 = 0.85, k = 1.5
(рис. 1б) та ρ2 = 0.9, k = 0.5 (рис. 1в). У випадку Λ1 > 0 амплiтуда першої
гармонiки η11 значно менша за амплiтуду другої η12. Максимум другої гар-
монiки η12 спiвпадає з мiнiмумом першої η11, далi наступний максимум η12
спiвпадає с максимумом η11. Це призводить до загострення гребнiв та зату-
плення пiдошв. Отже, в областях S1, S3, S4 хвиля має ∪ - подiбну форму.
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Рис. 1. a) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

Аналiзуючи випадок Λ1 < 0 видно, що амплiтуда першої гармонiки η11
менша за амплiтуду другої гармонiки η12. Мiнiмуми η12 i η11 спiвпадають,
наступний мiнiмум другої гармонiки η12 спiвпадає з максимумом першої гар-
монiки η11. З цього слiдує, що в областях S2, S5 хвиля має ∩ - подiбну форму.

Рис. 2. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

На рис. 2а наведений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi (ρ3, k)
для першої пари частот ω1 для наступних значень: ρ2 = 0.9, T1 = 0, T2 = 0,
h1 = 1, h2 = 1, h3 = 1. Аналогiчно до попереднього графiку (рис. 1а) L1 = 0
та L2 = 0 розбивають площину на 5 областей. В областях S1, S2, S4 - Λ1 > 0,
а в областях S3, S5 - Λ1 < 0.

На рисунках 2б i 2в наведенi графiки перших двох гармонiк η11, η12 та
вiдхилення поверхнi контакту η1 для випадкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiд-
но для першої пари частот ω1. Для Λ1 > 0 фiксованi параметри густини
верхнього шару i хвильового числа набувають значень: ρ3 = 0.7, k = 2.5. На
рис. 2б помiтно, що амплiтуда першої гармонiки значно перевищує амплiтуду
другої. Максимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, далi максимуми гармонiк η11
та η12 спiвпадають. Це означає, що в областях S1, S2, S4 вiдбувається незна-
чне затуплення пiдошв i загострення гребнiв. Таким чином, хвильовий пакет
має ∪ - подiбну форму.
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На рис. 2в амплiтуда другої гармонiки η12 також значно менша за ам-
плiтуду першої гармонiки η11, проте порiвняно з рис. 2б, амплiтуда другої
гармонiки бiльша. Фiксованi параметри у випадку Λ1 < 0 набувають насту-
пних значень: ρ3 = 0.4, k = 0.5. З графiку видно, що мiнiмум другої гармонiки
η12 спiвпадає з мiнiмумом першої гармонiки η11. Потiм мiнiмум η12 спiвпадає
з максимумом η11. Як наслiдок, в областях S3, S5 вiдбувається загострення
пiдошв i затуплення гребнiв, тобто хвиля має ∩ - подiбну форму.

Рис. 3. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0.

На рис. 3а наведений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi (ρ2, k)
для другої пари частот ω2. Кривi L1 = 0 та L2 = 0 дiлять площину на двi
областi. В областi S1 - Λ1 < 0, а в областi S2 - Λ1 > 0.

На рисунках 3б i 3в наведенi графiки перших двох гармонiк η11 та η12 та
вiдхилення поверхнi контакту η1 для випадкiв Λ1 > 0 та Λ1 < 0 вiдповiдно
для другої пари частот ω2. Для Λ1 > 0 (рис. 3б) параметри густини середньо-
го шару i хвильового числа наступнi: ρ2 = 0.98, k = 2. З графiку видно, що
амплiтуда першої гармонiки η11 значно бiльша за амплiтуду другої гармонiки
η12. Максимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, далi наступний максимум η12
спiвпадає з максимумом η11. Це призводить до загострення пiдошв i затупле-
ння гребнiв. Тобто в областi S2 хвиля має ∩ - подiбну форму. На графiку
3в при Λ1 < 0 (ρ2 = 0.98, k = 0.5) амплiтуда другої гармонiки бiльша нiж у
випадку на рис. 3б. Проте амплiтуда η12 також значно менша за амплiтуду
η11. Мiнiмуми η11 i η12 спiвпадають, далi максимум η11 спiвпадає з мiнiмумом
η12. В результатi форма хвильового пакету також має ∩ - подiбну форму.

На рис. 4а представлений графiк знакосталостi рiвняння Λ1 у системi
(ρ3, k) для другої пари частот ω2. Кривi L1 = 0 та L2 = 0 розбивають пло-
щину на двi областi. В областi S2 - Λ1 > 0, а в областi S1 - Λ1 < 0. На ри-
сунку 4б наведенi графiки вiдхилення нижньої поверхнi контакту та перших
двох гармонiк η11 та η12 у випадку Λ1 > 0 для таких фiксованих значень
ρ3 = 0.3, k = 1. Амплiтуда другої гармонiки менша за амплiтуду першої. Ма-
ксимум η12 спiвпадає з мiнiмумом η11, наступний максимум другої гармонiки
спiвпадає з максимумом першої. Як наслiдок хвиля має ∩ - подiбну форму.
Якщо Λ1 < 0 (ρ3 = 0.5, k = 0.5) амплiтуда другої гармонiки помiтно менша за
амплiтуду першої. Мiнiмум другої гармонiки η12 спiвпадає з мiнiмумом η11,
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Рис. 4. а) Областi знакосталостi Λ1 б) Λ1 > 0 в) Λ1 < 0

наступний мiнiмум другої гармонiки спiвпадає з максимумом першої. Отже,
хвиля також має ∩ - подiбну форму.

4. Аналiз форми хвильового пакету на верхнiй поверхнi контакту

Для верхньої поверхнi контакту формули вiдхилення мають наступний
вигляд:

η21 = K5Ae
iθ +K5Ae

−iθ

η22 = C∗AA+ Λ2A
2e2iθ + cc

(18)

де Λ2 = C2/A
2, C∗ = C0/AA.

Пiсля виконання аналогiчних до пункту 3 перетворень та пiдстановок
отримується формула (19), яка визначає форму хвильового пакету на верхнiй
поверхнi контакту:

η2(x, t) = 2K5acos(kx− tω̃) + a2α[2C∗ + 2Λ2cos(2(kx− tω̃))] (19)

З даного рiвняння видно, що для дослiдження форми верхньої поверхнi
контакту потрiбно визначити знак коефiцiєнту Λ2 = M1

M2
. При переходi че-

рез криву M1 = 0 вздовж якої Λ2(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3) = 0, або M2 = 0

вздовж якої Λ2(ρ2, ρ3, T1, T2, k, h1, h2, h3)→∞ величина Λ2 змiнює знак.

Рис. 5. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0.
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На рис. 5а представлений графiк знакосталостi коефiцiєнта Λ2 верхньої
поверхнi контакту у системi (ρ2, k) для першої пари коренiв ω1. Для Λ2 > 0
(рис. 5б) фiксованi параметри набувають значень: ρ2 = 0.85, k = 1. Для
Λ2 < 0 (рис. 5в) фiксованi параметри набувають значень: ρ2 = 0.95, k = 2.
Iншi параметри аналогiчнi попереднiм випадкам. Кривi M1 = 0,M2 = 0 роз-
дiляють площину на чотири областi. В областях S1, S3 - Λ2 > 0, а в областях
S2, S4 - Λ2 < 0. Аналiзуючи графiк 5б помiтно, що амплiтуда першої гармо-
нiки η21 бiльша за амплiтуду другої гармонiки η22, максимум η22 спiвпадає
з максимумом η21, наступний максимум η22 навпаки спiвпадає з мiнiмумом.
Отже в областях S1, S3, в яких Λ2 > 0 спостерiгається загострення гребнiв
i затуплення пiдошв. Тобто, хвиля η2 в такому випадку матиме ∪ - подiбну
форму. На рис. 5в представлений випадок, коли Λ2 < 0. Амплiтуда другої
гармонiки менша за амплiтуду першої. Мiнiмум другої гармонiки спiвпадає з
максимумом першої, далi мiнiмуми η21 та η22 спiвпадають. Отже, в областях
S2, S4 спостерiгається загострення пiдошв i затуплення гребнiв. Тобто форма
хвилi має ∩ - подiбну форму.

Рис. 6. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0.

На рис. 6а представленi графiки кривих M1 = 0,M2 = 0 коефiцiєнта Λ2,
що роздiляють площину (ρ3, k) на чотири областi для першої пари коренiв.
В областях S1, S3 - Λ2 < 0, в областях S2, S4 - Λ2 > 0. Для Λ2 > 0 (рис. 6б)
фiксованi параметри набувають значень: ρ3 = 0.8, k = 2. Для Λ2 < 0 (рис. 6в)
фiксованi параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 2. З рис. 6б видно, що
амплiтуда другої гармонiки η22 значно менша за амплiтуду першої гармонi-
ки η21. Максимуми η21 та η22 спiвпадають, далi максимум η22 спiвпадає з
мiнiмумом η21. Така ситуацiя означає, що в областях S2, S4 вiдбувається за-
гострення гребнiв та затуплення пiдошв. Отже хвиля має ∪ - подiбну форму.
На рис. 6в продемонстрований випадок, коли Λ2 < 0. З графiку видно, що ам-
плiтуда другої гармонiки значно менша за амплiтуду першої. Мiнiмум другої
гармонiки η22 спiвпадає з максимумом першої гармонiки η21, далi мiнiмуми
обох гармонiк спiвпадають. Це означає, що в областях S1, S3 гребнi затуплю-
ються, а пiдошви загострюються. Отже, хвиля в цих областях має ∩ - подiбну
форму.
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Рис. 7. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0

Графiк 7а iлюструє змiну знаку коефiцiєнта Λ2 у системi (ρ2, k) для дру-
гої пари коренiв. Кривi дiлять площину на три областi. В областях S1, S3 -
Λ2 > 0 , а в областi S2 - Λ2 < 0. Для Λ2 > 0 (рис. 7б) фiксованi параметри на-
бувають значень: ρ2 = 0.84, k = 0.5. Для Λ2 < 0 (рис. 7в) фiксованi параметри
набувають значень: ρ2 = 0.94, k = 0.5. Аналiзуючи графiки 7б i 7в видно, що
амплiтуда другої гармонiки η22 значно менша за амплiтуду першої гармонiки
η21 в обох випадках. Проте на графiку 7б максимум η22 спiвпадає з мiнiму-
мом η21, наступний максимум η22 спiвпадає з максимумом η21. На рис. 7в
мiнiмуми обох гармонiк спiвпадають, далi наступний мiнiмум другої гармо-
нiки спiвпадає з максимумом першої гармонiки. Це означає, що в областях
S1, S3 вiдбувається загострення гребнiв i затуплення пiдошв. Отже, хвиля
стає ∪ - подiбної форми. В областi S2 спостерiгається затуплення гребнiв i
загострення пiдошв. Тобто хвиля має ∩ - подiбну форму.

Графiк 8а iлюструє змiну знаку коефiцiєнта Λ2 для другої пари коренiв у
системi (ρ3, k). Кривi M1 = 0,M2 = 0 дiлять площину на три областi. В обла-
стях S1, S3 - Λ2 > 0, а в областi S2 - Λ2 < 0. Для Λ2 > 0 (рис. 8б) фiксованi
параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 2.5 . Для Λ2 < 0 (рис. 8в) фiксо-
ванi параметри набувають значень: ρ3 = 0.5, k = 0.4.

Рис. 8. а) Областi знакосталостi Λ2 б) Λ2 > 0 в) Λ2 < 0
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На рис. 8б видно, що амплiтуда другої гармонiки η22 не на багато мен-
ша за амплiтуду першої гармонiки η21. Максимум η22 спiвпадає з мiнiмумом
η21, далi максимуми гармонiк спiвпадають. Отже, в областях S1, S3 пiдошви
хвилi затуплюються, а гребнi загострюються. Тобто хвиля має ∪ - подiбну
форму. На графiку 8в амплiтуда другої гармонiки значно менша за амплiту-
ду першої. Мiнiмуми обох гармонiк спiвпадають, потiм мiнiмум η22 спiвпадає
з максимумом η21. З цього випливає, що в областi S2 хвиля має ∩ - подiбну
форму.

Висновок

В данiй статтi було дослiджено поширення хвильових пакетiв у тришаро-
вiй гiдродинамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою».
Для обох поверхонь контакту виведенi рiвняння, якими визначається форма
хвильового пакету. Графiчно проiлюстровано та проаналiзовано межi знако-
сталостi коефiцiєнтiв Λ1 та Λ2, якi впливають на форму хвилi, для обох ко-
ренiв дисперсiйного рiвняння. Також наведено графiки вiдхилень поверхонь
контакту для обох пар частот i отримано наступнi результати. Для нижньої
поверхнi контакту при Λ1 > 0 для першої пари частот у системах (ρ2, k) i
(ρ3, k) хвиля приймає ∪ - подiбну форму. Отже, накладання максимумiв дру-
гої гармонiки та мiнiмумiв першої, i накладання максимумiв обох гармонiк
призводить до загострення гребнiв i затуплення пiдошв. Для Λ1 < 0 при на-
кладаннi мiнiмумiв обох гармонiк вiдбувається затуплення гребнiв i загостре-
ння пiдошв. Для другої пари частот при Λ1 > 0 i при Λ1 < 0 для нижньої по-
верхнi контакту хвильовi пакети мають ∩ - подiбну форму. Отже, для другої
пари частот накладання максимумiв другої гармонiки та мiнiмумiв першої
i накладання максимумiв (Λ1 > 0), та накладання мiнiмумiв i накладання
максимумiв першої гармонiки та мiнiмумiв другої (Λ1 < 0) призводить до за-
туплення гребнiв та загострення пiдошв.

Для верхньої поверхнi контакту при Λ2 > 0 для обох пар частот хвильовi
пакети мають ∪ - подiбну форму. Тобто, накладання максимумiв (для пер-
шого кореня) та накладання максимумiв другої гармонiки i мiнiмумiв першої
(для другого кореня) призводить до загострення гребнiв i затуплення пiдошв.
Для випадку Λ2 < 0 для обох пар коренiв хвилi приймають ∩ - подiбну форму.
Отже, накладання мiнiмумiв другої гармонiки i максимумiв першої (для ω1),
та накладання мiнiмумiв обох гармонiк (для ω2) веде до затуплення гребнiв
та загострення пiдошв.
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Форма хвильових пакетiв у тришаровiй гiдродинамiчнiй системi
Харченко Д. С.

Центральноукраїнський державний педагогiчний унiверситет
iменi В. Винниченка, вул. Шевченка 1, м. Кропивницький, Україна, 25000
Стаття присвячена проблемi поширення хвильових пакетiв у тришаровiй гiдро-

динамiчнiй системi «шар з твердим дном – шар – шар з кришкою», стратифiкованiй
за густиною. Виконано огляд сучасних дослiджень з обраної тематики. Математична
постановка задачi наведена в безрозмiрному виглядi та мiстить рiвняння руху рiди-
ни, кiнематичнi та динамiчнi умови на поверхнях контакту, а також граничнi умови
на кришцi та на днi. З використанням методу багатомасштабних розвинень отри-
мано першi три наближення дослiджуваної задачi, з яких в статтi наведено першi
два, оскiльки третє наближення має громiздкий аналiтичний вигляд. Представлено
розв’язки першого наближення та дисперсiйне спiввiдношення. Виведено еволюцiйнi
рiвняння обвiдних хвильових пакетiв на поверхнях контакту у виглядi нелiнiйного
рiвняння Шредiнгера на основi дисперсiйного спiввiдношення та умов розв’язностi
другого та третього наближень. Отримано частинний розв’язок нелiнiйного рiвня-
ння Шредiнгера пiсля переходу до системи, яка рухається з груповою швидкiстю.
Для першого та другого наближення виведено формули вiдхилень поверхонь кон-
такту, з урахуванням розв’язку нелiнiйного рiвняння Шредiнгера. Виведено умови,
при яких змiнюється форма хвильових пакетiв на верхнiй та нижнiй поверхнях кон-
такту. Наведено та проаналiзовано областi знакосталостi коефiцiєнтiв при других
гармонiках на верхнiй та нижнiй поверхнях контакту для обох пар частот, якi є
коренями дисперсiйного спiввiдношення. Також, для обох пар частот графiчно про-
iлюстровано та проаналiзовано рiзнi випадки накладання максимумiв та мiнiмумiв
першої та другої гармонiк, при яких виникає асиметрiя форми хвильових пакетiв.
Всi результати проiлюстрованi графiчно. Аналiтичнi перетворення, обчислення та
графiчне представлення результатiв виконано з використанням пакету символьних
обчислень та комп’ютерної алгебри Maple.
Ключовi слова: тришарова гiдродинамiчна система; хвильовi пакети; форма хвильо-
вих пакетiв.
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The article is devoted to the problem of wave-packet propagation in a three - layer
hydrodynamic system "layer with a hard bottom - layer - layer with a cover stratified by
density. The current research on selected topics is reviewed. The mathematical formulati-
on of the problem is given in dimensionless form and contains the equations of fluid moti-
on, kinematic and dynamic conditions on the contact surfaces, as well as the boundary
conditions on the lid and on the bottom. Using the method of multiscale developments,
the first three approximations of the studied problem are obtained, of which the first two
are given in the article, because the third approximation has a cumbersome analytical
form. The solutions of the first approximation and the variance relation are presented.
The evolution equations of the circumferential wave-packets on the contact surfaces are
derived in the form of the nonlinear Schrodinger equation on the basis of the variance
relation and the conditions for the solvability of the second and third approximations.
A partial solution of the nonlinear Schrodinger equation is obtained after the transition
to a system moving with group velocity. For the first and second approximations, the
formulas for the deviations of the contact surfaces are derived, taking into account the
solution of the nonlinear Schrodinger equation. The conditions under which the shape
of wave-packets on the upper and lower contact surfaces changes are derived. The regi-
ons of familiarity of the coefficients for the second harmonics on the upper and lower
contact surfaces for both frequency pairs, which are the roots of the variance relation,
are presented and analyzed. Also, for both frequency pairs, different cases of superi-
mposition of maxima and minima of the first and second harmonics, in which there is
an asymmetry in the shape of wave packets, are graphically illustrated and analyzed. All
results are illustrated graphically. Analytical transformations, calculations and graphical
representation of results were performed using a package of symbolic calculations and
computer algebra Maple.
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