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Отримано необхiднi та достатнi умови повної керованостi систем лiнiйних
диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними зi сталими коефiцiента-
ми в просторi Л. Шварца. Знайдено також ряд ефективних достатнiх умов
повної керованостi для окремих випадкiв. Для всiх цiх окремих випадкiв
наведено приклади.
Ключовi слова: повна керованiсть; задача Коши; перетворення Фур’є.

A. A. Makarov. Controllability of systems of linear partial differential
equations. Necessary and sufficient conditions for complete controllability of
systems of linear partial differential equations with constant coefficients in L.
Schwartz space are obtained. A number of sufficient conditions for complete
controllability have also been found for special cases.Examples are given for all
of these special cases.
Keywords: complete controllability; the Cauchy problem; Fourier transform.

Макаров А. А. Управляемость линейных систем дифференциаль-
ных уравнений с частными производными. Получены необходимые
и достаточные условия полной управляемости линейных систем диффе-
ренциальных уравнений с частными производными с постоянными коэф-
фициентами в пространстве Л. Шварца. Найден также ряд достаточных
условий полной управляемости для частных случаев. Для всех этих ча-
стных случаев приведены примеры.
Ключевые слова: полная управляемость; задача Коши; преобразование
Фурье.
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1. Вступ та постановка задачi

Теорiї керованостi останнiм часом присвячено багато робiт, але значна ча-
стина з них присвячена звичайним диференцiальним рiвнянням; а з рiвнянь
з частинними похiдними розглядаються здебiльшого рiвняння математичної
фiзики. Наприклад, в роботах Скляра Г. М. та Фардiголи Л.В. [1, 2] розгля-
далась керованiсть хвильового рiвняння.
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У роботi автора [3] була дослiджена керованiсть системи лiнiйних дифе-
рецiальних рiвнянь з частинними похiдними. Крiм того було доведено, що
якщо власнi значення полiномiальної матрицi, по якiй будується ця система,
дiйснi або уявнi, то iснує керування у виглядi u(x)v(t).

У данiй роботi доведено критерiй повної керованостi даної системи у про-
сторi Л. Щварца, а також знайдено ряд ефектiвних достатнiх умов повної
керованостi. Всi цi випадки проiлюстрованi прикладами.

Отримана також умова некерованостi системи, за допомогою якої наведе-
но приклад некерованої системи.

Розглянемо лiнiйну систему диференцiальних рiвнянь з частинними похi-
дними зi сталими коефiцiентами наступного вигляду

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + v(t)u(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn

w(x, 0) = ϕ(x),
(1)

де:
— P (s) — квадратна матриця m×m, єлементи якої є полiномами;

— вектор-функцiї u(x) та ϕ(x) належать простору Л. Шварца S =
∞⋂

s,l=0

Csl ,

який складається з нескiнченно-диференцiйованих та швидко спадних фун-
кцiй (див. [4]);
— скалярна функцiя v(t) є кусково-неперервною, але в данiй роботi ми буде-
мо розглядати лише функцiю v(t) = e−αt з α > 0.

Визначення. Система (1) називається повнiстю керованою у просторi
S, якщо для будь-якої функцiї ϕ(x) ∈ S iснує керування u(x) ∈ S таке, що
розв’язок даної системи w(·, t) ∈ S задовольняє умовi w(x, T ) = 0.

2. Критерiй повної керованостi

В статтi [3] була доведена теорема.
Теорема. Система (1) буде повнiстю керованою у просторi S тодi i тiлькi
тодi, якщо iснує обернена матриця T∫

0

exp(−αt) exp (−tP (s)) dt

−1 ∈ C∞−∞, ∀s ∈ Rn,

де C∞−∞ =
∞⋂
s=0

∞⋃
l=0

Cs−l — простiр нескiнченно-диференцiйованих функцiй, яки

зростають не швидше степенi (див. [4]).
Наслiдок. Якщо визначник

∆ = det

T∫
0

exp (−t(P (s) + αE)) dt 6= 0, ∀s ∈ Rn,
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то система (1) буде повнiстю керованою у просторi S (E — одинична матри-
ця).

Це випливає з роботи [5], де доведено, що з умови ∆ 6= 0 випливає нале-
жнiсть оберненої матрицi простору C∞−∞.

Умова наслiдку еквiвалентна наступнiй умовi

exp (−T (λj(s) + α))− 1

λj(s) + α
6= 0, j = 1,m, (2)

де λj(s) — власнi значення матрицi P (s).

Теорема 1. (загальний критерiй керованостi)
Нехай iснує невiд’ємне α таке, що на множинах

Nj = {s ∈ Rn : Reλj(s) = −α} , j = 1,m

виконуються нерiвностi Imλj(s) 6=
2kπ

T
, k = ±1,±2, . . ..

Тодi система (1) є повнiстю керованою.

Дов е д е н н я. У силу наведенного наслiдку достатньо перевiрити умо-

ву (2), яка рiвнозначна тому, що Reλj(s) 6= −α або Imλj(s) 6=
2kπ

T
.

А це, в силу умовi Теореми, виконано.
Теорема доведена.
Приклад 1. Розглянемо систему

∂w1(x, t)

∂t
= 4w2(x, t) + ∆w2(x, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x, t)

∂t
= −2w1(x, t) + ∆w1(x, t) + u2(x)e−αt

, x ∈ Rn.

Запишемо матрицю P (s) для даної системи P (s) =

(
0 4− |s|2
−|s|2 −2

)
, де

|s|2=
n∑
k=1

s2k. Тодi характеристичне рiвняння має вигляд λ2−2λ−|s|4+4|s|2 = 0.

Його коренi λ1,2(s) = 1 ±
√
|s|4 − 4|s|2+1=1 ±

√
(|s|2 − 2)2 − 3 або обидва

дiйснi, або комплекснi з |Imλj(s)| ≤
√

3.

Отже, наприклад, при T = 1 виконується умова Теореми 1: Imλj(s) 6=
2kπ

T
,

k = ±1,±2, . . ., тобто система повнiстю керована.

Теорема 2. (умова некерованостi)
Якщо при будь-яких значеннях α ≥ 0 iснує s0 ∈ Rn i iснує значення λj(s0)

таке, що Reλj(s0) = −α та Imλj(s0) =
2kπ

T
з деяким цiлим k, тодi систе-

ма (1) є некерованою.
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До в е д е н н я. Це випливає з того, що не виконана умова (2).

Приклад 2. Розглянемо систему
∂w1(x1, x2, t)

∂t
= w2(x1, x2, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x1, x2, t)

∂t
= −∆w1(x1, x2, t) + 2

∂w2(x1, x2, t)

∂x1
+ u2(x)e−αt.

Так як матриця для даної системи має вигляд P (s) =

(
0 1

s21 + s22 2is1

)
, то

характеристичне рiвняння буде таким λ2 − 2is1λ− s21 − s22 = 0.
Його коренi λ1,2(s) = is1± s2. Тому у рiвняннi T (is1− s2 +α) = 2kπi завжди

буде дiйсний корiнь
{
s1 = 2kπ/T,
s2 = α

, а значить, система не є керованою.

В цьому випадку керування слiд шукати в iншому виглядi.
Так, в роботi [3] було доведено, що рiвняння

∂w1(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + u(x, t), x ∈ Rn, t ∈ [0;T ]

завжди повнiстю кероване в просторi Л. Шварца з керуванням

u(x, t) = F−1s

(
ReP (s) · ϕ̃(s)

exp(−T ·ReP (s))− 1
· exp (i t ImP (s))

)
,

де F−1s — обернене перетворення Фур’є по змiнної s.

Приклад 2-1. Розглянемо рiвняння

∂w1(x1, x2, t)

∂t
=
∂2w1(x1, x2, t)

∂x21
− ∂2w1(x1, x2, t)

∂x22
+

+b1 ·
∂w1(x1, x2, t)

∂x1
+ b2 ·

∂w1(x1, x2, t)

∂x2
+ u(x1, x2, t), b1, b2 ∈ R.

В данному рiвняннi:
— P (s) = −s21 + s22 + ib1s1 + ib2s2,

— ReP (s) = −s21 + s22,

— ImP (s) = b1s1 + b2s2.

Система

{ −s21 + s22 = −α,

b1s1 + b2s2 =
2kπ

T

завжди має дiйснi коренi, тому не iснує

керування вигляду u(x)e−αt. Але iснує керування

u(x, t) = F−1s

(
(−s21 + s22) · ϕ̃(s)

expT (s21 − s22)− 1
· exp(i t (b1s1 + b2s2)

)
=

= G1(x) ∗ ϕ(x1 − b1t, x2 − b2t), де G1(x) = F−1s

(
s22 − s21

expT (s21 − s22)− 1

)
,
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при якому це рiвняння повнiстю кероване у просторi Л. Шварца.

3. Окремi випадки

З теореми 1 випливає ряд важливих наслiдкiв.

Наслiдок 1. Якщо система (1) коректна за Петровським [6], тобто
Reλj(s) < C, або Reλj(s) > −C з деяким C для будь-яких s ∈ Rn та j = 1,m,
то вона є повнiстю керованою.

До в е д е н н я. Перевiримо умову λj(s) + α 6= 2kπ

T
при k 6= 0.

Якщо Reλj(s) < C, то iснує α > C при який Reλj(s) 6= α, тобто нерiвнiсть
доведена. Таким чином, твердження доведено.

Приклад 3. (рiвняння звуку у в’язкому середовищi)
∂w1(x, t)

∂t
= w2(x, t) + u1(x)e−αt,

∂w2(x, t)

∂t
= 2∆w2(x, t) + ∆w1(x, t) + u2(x)e−αt.

Характеристичне рiвняння має вигляд λ2 + 2|s|2λ+ |s|2 = 0.
Його коренi λ1,2(s) = −|s|2 ±

√
|s|4 − |s|2 = −|s|2 ± |s|

√
|s|2 − 1.

При |s| ≥ 1 коренi дiйснi i max
j
Reλj(s) < 0, а при |s| < 1 коренi комплекснi

та max
j
Reλj(s) = 0. Тобто система коректна за Петровським.

Наслiдок 2. Якщо x ∈ R, то система (1) завжди повнiстю керована з
деяким α.

Д о в е д е н н я. Заперечення умови (2) еквiвалентно системi
Reλj(s0) = −α,

Imλj(s0) =
2kπ

T

з деяким j та дiйсним s0.
Випадок дiйснiх власних значень був розглянутий в роботi [3]. Тому розгля-
немо тiльки випадок, коли Imλj(s0) 6= 0.

Друге рiвняння системи має кiнцеве або злiчену кiлькiсть нулiв при фi-
ксованому k, а всього цих коренiв — злiченна множина sk ∈ R. Тодi множина
значень Reλj(sk) теж злiченна i тому завжди знайдеться таке α, при якому
Reλj(sk) 6= −α. Значить iснує α ∈ R таке, що виконується умова (2), а отже
система керована.

3. Висновки

У данiй роботi доведено загальний критерiй керованостi для систем лiнiй-
них диференцiальних рiвнянь з частинними похiдними у просторi Л. Шварца
з керуванням вигляду u(x)e−αt.
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Також знайденi умови некерованої системи та наведен приклад такої си-
стеми.

Крiм того розглянутi важливi окремi випадки керованих систем: коректнi
за Петровським системи та будь-якi системи з однiєю просторовою змiнною.

Для всiх випадкiв наведенi приклади.

ORCID ID
A. A. Makarov https://orcid.org/0000-0002-9050-4987
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Керованiсть систем лiнiйних диференцiальних
рiвнянь з частинними похiдними

МакаровО.А.
Харкiвський нацiональний унiверситет iм. В. Н. Каразiна

м. Свободи, 4, Харкiв, Україна, 61022
Останнiм часом теорiя керованостi вивчалася в багатьох роботах. Але чимало з

них присвячено керованим системам, якi описуються звичайними диференцiальни-
ми рiвняннями. У випадку систем, якi описуються диференцiальними рiвняннями
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з частинними похiдними, вони вивчалися здебiльшого для класичних рiвнянь ма-
тематичної фiзики. Наприклад, у роботах Г. Скляра i Л. Фардиголи було вивчено
проблеми керованостi для хвильового рiвняння на пiв осi.

У цiй роботi проблему повної керованостi вивчено для систем лiнiйних диферен-
цiальних рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами в просторах Шварца швидко спадних
функцiй. Одержано необхiднi i достатнi умови повної керованостi цих систем з роз-
подiленим керуванням спецiального вигляду: u(x, t) = e−αtu(x).

Для доведення цих умов було використано iншi необхiднi i достатнi умови, одер-
жанi автором ранiше (див. роботу “Керованiсть еволюцiйного диференцiального рiв-
няння в частинних похiдних”. Вiсник Харкiвського нацiонального унiверситету iм.
В.Н. Каразiна. Серiя “Математика, прикладна математика i механiка”. 2016. Т. 83,
с. 47–56 [3]).

Так система

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + e−αtu(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

є повнiстю керованою в просторi Шварца, якщо iснує α > 0 таке, що

det

(∫ T

0

exp
(
− t(P (s) + αE)

)
dt

)
6= 0, s ∈ RN .

Ця умова єквiвалентна наступнiй умовi: iснує α > 0 таке, що

exp
(
− T (λj(s) + α)

)
6= 1, якщо (λj(s) + α) 6= 0, s ∈ Rn, j = 1,m,

де λj(s), j = 1,m, є власними значеннями матрицi P (s), s ∈ Rn.
Також дослiджено окремий випадок системи (1), для якої Reλj(s), s ∈ R,

j = 1,m, є обмеженими зверху або знизу. Наприклад, системи (1), якi є коректними
за Петровським, є повнiстю керованими.

Одержано також умови iснування системи вигляду (1), яка не є повнiстю керо-
ваною. Наведено приклад такої системи. Проте, якщо керування заданого вигляду
не iснує, то може iснувати керування iншого вигляду. Приклад, що iлюструє цей
ефект, також наведено в роботi.

Ключовi слова: повна керованiсть; задача Кошi; перетворення Фур’є.

Controllability of systems of
linear partial differential equations

A.A.Makarov
V. N. Karazin Kharkiv National University,
4 Svobody sqr., Kharkiv, 61022, Ukraine

In a number of papers, the controllability theory was recently studied. But quite a few
of them were devoted to control systems described by ordinary differential equations. In
the case of systems described by partial differential equations, they were studied mostly
for classical equations of mathematical physics. For example, in papers by G. Sklyar and
L. Fardigola, controllability problems were studied for the wave equation on a half-axis.

In the present paper, the complete controllability problem is studied for systems
of linear partial differential equations with constant coefficients in the Schwartz space of
rapidly decreasing functions. Necessary and sufficient conditions for complete controllabi-
lity are obtained for these systems with distributed control of the special form:
u(x, t) = e−αtu(x).
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To prove these conditions, other necessary and sufficient conditions obtained earlier
by the author are applied (see “Controllability of evolution partial differential equati-
on”. Visnyk of V. N. Karasin Kharkiv National University. Ser. “Mathematics, Applied
Mathematics and Mechanics”. 2016. Vol. 83, p. 47–56 [3]).

Thus, the system

∂w(x, t)

∂t
= P

(
∂

i∂x

)
w(x, t) + e−αtu(x), t ∈ [0, T ], x ∈ Rn, (1)

is completely controllable in the Schwartz space if there exists α > 0 such that

det

(∫ T

0
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(
− t(P (s) + αE)
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)
6= 0, s ∈ RN .

This condition is equivalent to the following one: there exists α > 0 such that

exp
(
− T (λj(s) + α)

)
6= 1 if (λj(s) + α) 6= 0, s ∈ Rn, j = 1,m,

where λj(s), j = 1,m, are eigenvalues of the matrix P (s), s ∈ Rn.
The particular case of system (1) where Reλj(s), s ∈ R, j = 1,m, are bounded

above or below is studied. These systems are completely controllable. For instance,
if the Petrovsky well-posedness condition holds for system (1), then it is completely
controllable.

Conditions for the existence of a system of the form (1) which is not completely
controllable are also obtained. An example of a such kind system is given. However, if
a control of the considered form does not exists, then a control of other form solving
complete controllability problem may exist. An example illustrating this effect is also
given in the paper.
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