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1. Постановка задачi. Дослiджено задачу про знаходження обмежених
розв’язкiв [1, 2]

Z(k) ∈ Rα×β, k ∈ Ω := {0, 1, 2, ... , ω}

лiнiйної нетерової (αβ 6= λµ) крайової задачi для матричного рiзницево-алгеб-
раїчного рiвняння Ляпунова
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A(k)Z(k + 1) = B(k)Z(k) + Z(k)C(k) + F (k), (1)

LZ(·) = Ǎ ∈ Rλ×µ. (2)

Компоненти
Z(i,j)(k), F (i,j)(k) : Ω→ R1

матриць Z(k) та F (k) ∈ Rα×β припускаємо обмеженими на множинi Ω фун-
кцiями. Тут A(k), B(k) ∈ Rα×α i C(k) ∈ Rβ×β — обмеженi на множинi Ω ма-
трицi,

LZ(·) : Rα×β → Rλ×µ

— лiнiйний обмежений матричний функцiонал, визначений на просторi обме-
жених матриць Z(k). Визначимо оператор [3]

M[B] : Rm×n → Rm·n,

як оператор, який ставить у вiдповiднiсть матрицi B ∈ Rm×n вектор-стовпець
M[B] ∈ Rm·n, складений iз n стовпцiв матрицi B, а також обернений оператор

M−1

{
M[B]

}
: Rm·n → Rm×n,

який ставить у вiдповiднiсть вектор-стовпцюM[B]∈Rm·n матрицю B∈Rm×n.
В англомовнiй лiтературi операторM[A] називають оператором векторизацiї
i позначають [4]:M[A] := vec(A).

Задача про знаходження обмежених розв’язкiв Z(k) лiнiйного матричного
рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова (1) приводиться до задачi про
знаходження обмежених розв’язкiв [2]

z(k) :=MZ(k) ∈ Rαβ, k ∈ Ω

лiнiйного рiзницево-алгебраїчного рiвняння

A(k)Z(k + 1) = B(k)Z(k) + Z(k)C(k) + F (k). (3)

Позначимо
Θ(j) ∈ Rα×β, j = 1, 2, ... , α · β

— природний базис простору Rα×β та cj , j = 1, 2, ... , α · β — константи, якi
визначають розвинення матрицi

Ž =

α·β∑
j=1

Θ(j)cj , cj ∈ R1, j = 1, 2, ... , α · β

за векторами Θ(j) ∈ Rα×β базис простору Rα×β. Позначимо матрицi

A(k) :=
(
A(k)

1 A(k)
2 ... A(k)

αβ

)
, A(k)

i :=MA(k)Θi ∈ Rαβ,
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а також
B(k) :=

(
B(k)

1 B(k)
2 ... B(k)

αβ

)
∈ Rαβ×αβ,

де
B(k)
i :=M (A(k)Θi + ΘiB(k)) ∈ Rαβ.

Таким чином, задача про знаходження обмежених розв’язкiв Z(k) лiнiйно-
го матричного рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова (3) приведена до
задачi про знаходження обмежених розв’язкiв

z(k) :=MZ(k) ∈ Rαβ, k ∈ Ω := {0, 1, 2, ... , ω}

лiнiйного рiзницево-алгебраїчного рiвняння

A(k)z(k + 1) = B(k)z(k) + f(k), f(k) :=MF (k). (4)

2. Умови розв’язностi для фiксованої функцiї νp(k). Припустимо,
що рiвняння (4) задовольняє вимогам теореми [5, c. 570], а саме: припустимо,
що має мiсце виродження або першого p = 1, або другого порядку: p = 2, при
цьому лiнiйна рiзницево-алгебраїчна система (4) має розв’язок вигляду

z(k, cρp−1) = Xp(k) cρp−1 +K[f(i), νp(i)](k), cρp−1 ∈ Rρp−1 ,

залежний вiд довiльної обмеженої вектор-функцiї νp(k) ∈ Rρp ; припустимо
також функцiю νp(k) фiксованою. Позначимо матрицю

Qp := `Xp(·) ∈ Rυ×ρp−1 ,

а також [6]
PQp : Rρp−1 → N(Qp), PQ∗

p
: Rυ → N(Q∗p)

— матрицi-ортопроектори. Пiдставляючи загальний розв’язок задачi Кошi
z(0) = cρp−1 ∈ Rρp−1 неоднорiдного лiнiйного рiзницево-алгебраїчного рiнян-
ня (4) у крайову умову

`z(·) = α̌ :=MǍ ∈ Rλµ,

приходимо до рiвняння

Qp c = α̌− `K[f(j), νp(j)](·),

розв’язного тодi i тiльки тодi, коли [6]

PQ∗
p

{
α̌− `K[f(j), νp(j)](·)

}
= 0; (5)

у цьому випадку розв’язок z(k) лiнiйної нетерової крайової задачi (1), (2)
визначає вектор

cρp−1 = Q+
p

{
α̌− `K[f(j), νp(j)](·)

}
+ PQrcr, cr ∈ Rr.
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Тут Q+
p ∈ Rρp−1×υ — псевдообернена за Муром – Пенроузом матриця; мат-

риця PQr ∈ Rρp−1×r утворена з r лiнiйно незалежних стовпцiв ортопроектора
PQp ∈ Rρp−1×ρp−1 . Таким чином, доведена наступна лема.

Лема 1. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйного
рiзницево-алгебраїчного рiвняння (1) у випадку виродження першого p = 1,
або другого порядку: p = 2 має розв’язок вигляду

Z(k, cρp−1) = W (k, cρp−1) +K[F (i), νp(i)](k),

залежний вiд довiльної обмеженої вектор-функцiї νp(k) ∈ Rρp . Тут

W (k, cρp−1) :=M−1
[
Xp(k) cρp−1

]
, cρp−1 ∈ Rρp−1 ,

крiм того
K[F (i), νp(i)](k) :=M−1 [K[f(i), νp(i)](k)] .

Задача про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйної нетерової рiзницево-
алгебраїчної крайової задачi (1), (2) у випадку виродження або першого
p = 1, або другого порядку: p = 2, для фiксованої обмеженої вектор-функцiї
νp(k) ∈ Rρp за умови (5) має розв’язок

Z(k, cr) = W (k, cr) +G[F (i), νp(i), α̌](k), cr ∈ Rr;

тут
W (k, cr) :=M−1 [Xr(k) cr] , Xr(k) := Xp(k)PQr , k ∈ Ω

та
G[F (i), νp(i), α̌](k) :=M−1 [G[f(j), νp(j), α̌](k)]

— узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної
крайової задачi (1), (2), крiм того

G[f(j), νp(j), α̌](k) := K[Fp(j, νp(j))](k)+

+Xp(k)Q+
p

{
α̌− `K[f(j), νp(j)](·)

}
.

Приклад 1. Знайдемо розв’язок лiнiйної матричної перiодичної задачi для
системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь першого порядку

A(k)Z(k + 1) = B(k)Z(k) + Z(k)C(k) + F (k), k ∈ Ω (6)

LZ(·) := Z(0)− Z(3) = 0, (7)

де

A(k) :=

 0 0 1
0 0 0
1 0 0

 , B(k) :=

 0 1 0
0 0 0
0 1 0

 ,

крiм того

C(k) :=

(
1 0
1 0

)
, F (k) :=

 1 1
2 0
1 1

 .
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Задача про знаходження обмежених розв’язкiв матричного рiзницево-
алгебраїчного рiвняння Ляпунова (6) приводиться до задачi про знаходження
обмежених розв’язкiв лiнiйного рiзницево-алгебраїчного рiвняння (4), де

A(k) =



0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0

 , B(k) =



1 1 0 1 0 0
0 1 0 0 1 0
0 1 1 0 0 1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0

 .

У цьому випадку система (4) вироджена, при цьому матриця

A1(k) =
1

2


1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0


— матриця повного рангу, тому для рiзницево-алгебраїчного рiвняння (4) має
мiсце виродження першого порядку

PA1(k) 6= 0, PAρ1 (k) 6= 0,

тому шуканий розв’язок рiзницево-алгебраїчного рiвняння (4)

z(k, cρ0) = X1(k)cρ0 +K

[
f(j), ν1(j)

]
(k), cρ0 ∈ R5

залежить вiд довiльної обмеженої функцiї; покладемо її нульовою: ν1(k) := 0.
Оскiльки виконано умову (5), то лiнiйна матрична перiодична задача для
системи (6) має розв’язок

Z(k, cr) = W (k, cr) +G[F (i), νp(i), α̌](k), cr ∈ R2;

тут

Z(k, cr) =

 2 (cr1 + cr2) 0
−1 −1

2 (cr1 + cr2) 0

 , k ∈ Ω,

крiм того

cr :=

(
cr1
cr2

)
.

3. Умови розв’язностi для не фiксованої функцiї νp. У випадку
виродження або першого порядку p = 1, або другого порядку: p = 2, для не
фiксованої обмеженої вектор-функцiї

νp(k) ∈ Rρp
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розв’язнiсть лiнiйної нетерової крайової задачi для системи лiнiйних рiзницево-
алгебраїчних рiвнянь (4) суттєво залежить вiд вибору цiєї функцiї. Покладе-
мо

νp(k) := Ψp(k)γ, γ ∈ Rθ;

тут Ψp(k) ∈ Rρp×θ — довiльна обмежена матриця повного рангу. Оператор
Грiна задачi Кошi для системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (4)
представимо у виглядi

K

[
f(j), νp(j)

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k) +K

[
Ψp(j)

]
(k) γ;

тут

K

[
Ψp(j)

]
(k) :=

p−1∏
i=0

S−1
i (k − 1)PDρi (k)K

[
Ψp(j)

]
(k).

Пiдставляючи загальний розв’язок

z(k, cρp−1) = Xp(k) cρp−1 +K[f(i), νp(i)](k), cρp−1 ∈ Rρp−1 ,

системи лiнiйних рiзницево-алгебраїчних рiвнянь (4) в крайову умову

`z(·) = α̌ :=MǍ ∈ Rλµ,

приходимо до лiнiйного алгебраїчного рiвняння

Dp č = α− `K
[
f(j)

]
(·), č := col (cρp−1 , γ) ∈ Rρp−1+θ,

розв’язного тодi i тiльки тодi, коли [1, 2, 6]

PD∗
p

{
α− `K

[
f(j)

]
(·)
}

= 0. (8)

Тут PD∗
p
— ортопроектор: Rυ → N(D∗p). За умови (8) i тiльки за неї загальний

розв’язок крайової задачi для рiвняння (4)

z(k, δ) =

{
Xp(k);K

[
Ψp(j)

]
(k)

}
D+
p

{
α− `K

[
f(j)

]
(·)
}

+

+K

[
f(j)

]
(k) +

{
Xp(k);K

[
Ψp(j)

]
(k)

}
PDp δ, δ ∈ Rρp−1+θ

визначає загальний розв’язок крайової задачi (1), (2). Таким чином, доведена
наступна теорема.

Теорема 1. Задача про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйного ма-
тричного рiзницево-алгебраїчного рiвняння (1) у випадку виродження або
першого p = 1, або другого порядку: p = 2, має розв’язок вигляду

Z(k, cρp−1) = W (k, cρp−1) +K[F (i), νp(i)](k),
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залежний вiд фiксованої обмеженої матрицi повного рангу Ψp(k) :

K

[
f(j), νp(j)

]
(k) = K

[
f(j)

]
(k) +K

[
Ψp(j)

]
(k) γ.

Тут
W (k, cρp−1) :=M−1

[
Xp(k) cρp−1

]
, cρp−1 ∈ Rρp−1 ,

крiм того
K[F (i)](k) :=M−1 [K[f(i)](k)] .

Задача про знаходження обмежених розв’язкiв лiнiйної матричної рiзницево-
алгебраїчної крайової задачi (1), (2) у випадку виродження порядку p ≥ 1 для
фiксованої обмеженої матрицi повного рангу Ψp(k) при умовi (8) має розв’я-
зок

Z(k, cr) = W (k, cr) +G[F (i),Ψp(i), α̌](k), cr ∈ Rr;
тут

W (k, cr) :=M−1 [Xr(k) cr] , Xr(k) := Xp(k)PQr , k ∈ Ω

i
G[F (i),Ψp(i), α̌](k) :=M−1 [G[f(j), νp(j), α̌](k)]

— узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової рiницево-алгебраїчної кра-
йової задачi (1), (2), крiм того

G[f(j), νp(i), α̌](k) := K[Fp(j)](k)+

+

[
Xp(k);K

[
Ψp(j)

]
(k)

]
D+
p

{
α̌− `K[f(j)](·)

}
.

Означення 1. За умови PD∗
p
6= 0 будемо казати, що лiнiйна нетерова кра-

йова задача для матричного рiницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова (1),
(2) у випадку виродження порядку p ≥ 1 представляє критичний випадок, i
навпаки: за умови

PQ∗
p
6= 0, PD∗

p
= 0

будемо казати, що матрична рiзницево-алгебраїчна крайова задача (1), (2)
приведена до некритичного випадку.

Приклад 2. Знайдемо розв’язок лiнiйної матричної крайової задачi для
системи рiзницево-алгебраїчних рiвнянь першого порядку

A(k)Z(k + 1) = B(k)Z(k) + Z(k)C(k) + F (k) (9)

LZ(·) := MM(Z(1) + Z(2)) = 0, (10)

де матрицi A(k), B(k), C(k) i вектор-функцiя F (k) наведенi в прикладi 1,
крiм того

M :=

 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

 , α :=

 0
−2
0

 , k ∈ {0, 1, 2, 3}.
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У прикладi 1 встановлено, що для рiзницево-алгебраїчного рiвняння (9)
має мiсце виродження першого порядку, тому шуканий розв’язок рiзницево-
алгебраїчного рiвняння (9) залежить вiд довiльної функцiї; покладемо

Ψp(n) :=
(

1 n n2
)
.

Остання матриця приводить матричну крайову задачу (9), (10) до некрити-
чного випадку: PQ∗

1
6= 0, PD∗

1
= 0; тут

Q1 =

 2 2 2 2 −1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

 , D1 =

 2 2 2 2 −1 −1 0 0
0 0 0 0 0 2 1 1
0 0 0 0 1 1 0 0

 .

Таким чином, згiдно теореми 1, iснує розв’язок лiнiйної матричної крайової
задачi (9), (10) вигляду

Z(k, cr) = W (k, cr) +G[F (i),Ψ1(i), α̌](k), cr ∈ R5;

тут

W (0, cr) =

 −2 (cr1 + cr2 + cr3) −2 (cr1 − 3 cr2 + cr3)
−cr4 − cr5 cr4 + cr5

−2 (cr1 + cr2 − 3 cr3) 6 cr1 − 2 (cr2 + cr3)

 ,

W (1, cr) =

 4 cr1 − 4 cr2 + 4 cr3 − cr4 − cr5 cr4 + cr5

cr4 + cr5 −cr4 − cr5

−4 cr1 + 4 cr2 − 4 cr3 − cr4 − cr5 cr4 + cr5

 ,

W (2, cr) =

 −4 cr1 + 4 cr2 − 4 cr3 + cr4 + cr5 −cr4 − cr5

−cr4 − cr5 cr4 + cr5

4 cr1 − 4 cr2 + 4 cr3 + cr4 + cr5 −cr4 − cr5

 ,

W (3, cr) =

 4 cr1 − 4 cr2 + 4 cr3 − cr4 − cr5 cr4 + cr5

−5 cr4 − cr5 5 cr4 + cr5

−4 cr1 + 4 cr2 − 4 cr3 − cr4 − cr5 cr4 + cr5


та

G[F (i),Ψ1(i), α̌](k) ≡ K[F (i), ν1(i)](k) ≡

 0 0
−1 −1
0 0


— узагальнений оператор Грiна лiнiйної нетерової рiзницево-алгебраїчної кра-
йової задачi (9), (10).

Отриманi результати аналогiчно [7] можуть бути використанi в теорiї стiй-
костi для систем рiзницевих рiвнянь. Для розв’язання задачi про знаходжен-
ня обмежених розв’язкiв нетерової крайової задачi для матричного рiзницево-
алгебраїчного рiвняння Ляпунова (1), (2) в критичному випадку також може
бути застосована технiка регуляризацiї [8, 9, 10].
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Лiнiйна нетерова крайова задача для матричного
рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова
ЧуйкоС.М.1, ДзюбаМ.В.2, КалiнiченкоЯ.В.1

1Донбаський державний педагогiчний унiверситет,
вул. Генерала Батюка, 19, м. Слов’янськ, Донецька обл., Україна 84 116

2Донбаська державна машинобудiвна академiя,
вул. Академiчна, 72, м. Краматорськ, Донецька обл., Україна 84313

Дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайових задач започатковане у робо-
тах К. Вейєрштрасса, М. М. Лузiна та Ф. Р. Гантмахера. Систематичному вивчен-
ню диференцiально-алгебраїчних крайових задач присвяченi роботи С. Кемпбел-
ла, Ю. Є. Бояринцева, В. Ф. Чистякова, А. М. Самойленка, М. О. Перестюка,
В. П. Яковця, О. А. Бойчука, А. Iлчманна та Т. Рейса. Вивчення диференцiально-
алгебраїчних крайових задач пов’язане з численними застосуваннями таких задач
у теорiї нелiнiйних коливань, у механiцi, бiологiї, радiотехнiцi, теорiї керування, те-
орiї стiйкостi руху. В той же час дослiдження диференцiально-алгебраїчних крайо-
вих задач тiсно пов’язане з дослiдженням крайових задач для рiзницевих рiвнянь,
започаткованим у роботах А. А. Маркова, С. Н. Бернштейна, Я. С. Безиковича,
О. О. Гольфонда, С. Л. Соболєва, В. С. Рябенького, В. Б. Демiдовича, А. Хала-
ная, Г. I. Марчука, О. А. Самарського, Ю. О. Митропольського, Д. I. Мартинюка,
Г. М. Вайнiко, А. М. Самойленка, О. А. Бойчука та О. М. Станжицького. Дослi-
дженню нелiнiйних сингулярно збурених крайових задач для рiзницевих рiвнянь у
частинних рiзницях присвяченi роботи В. П. Аносова, Л. С. Франка, П. Є. Собо-
лєвського, О. Л. Скубачевського та А. Ашералiєва. Отже, актуальною проблемою
є перенесення результатiв, отриманих у статтях С. Кемпбелла, А. М. Самойлен-
ка та О. А. Бойчука на лiнiйнi крайовi задачi для рiзницево-алгебраїчних рiвнянь,
зокрема, знаходження необхiдних та достатнiх умов iснування шуканих розв’язкiв,
а також, конструкцiї оператора Грiна задачi Кошi та узагальненого оператора Грiна
лiнiйної крайової задачi для рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова. У статтi
знайдено умови розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грi-
на задачi Кошi для рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова. Знайдено умови
розв’язностi, а також конструкцiю узагальненого оператора Грiна для лiнiйної нете-
рової крайової задачi у випадку рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова. Запро-
поновано оригiнальну класифiкацiю критичних i некритичних випадкiв для лiнiйної
нетерової крайової задачi у випадку рiзницево-алгебраїчного рiвняння Ляпунова.
Ключовi слова: рiзницево-алгебраїчнi рiвняння; крайовi задачi; матричне рiвняння
Ляпунова.

Linear Noetherian boundary value problem for a matrix
difference-algebraic Lyapunov equation

S.M.Chuiko1, M.V.Dzyuba2, Ya.V.Kalinichenko1
1Donbas State Pedagogical University, 19, Batiuk General st.,

Slavyansk, Donetsk region, 84 116, Ukraine
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Kramatorsk, Donbass region, 84 313, Ukraine
The study of differential-algebraic boundary value problems was initiated in the works
of K. Weierstrass, N. N. Luzin and F. R. Gantmacher. Systematic study of differential-
algebraic boundary value problems is devoted to the work of S. Campbell, Yu. E. Boyari-
ntsev, V. F. Chistyakov, A. M. Samoilenko, M. O. Perestyuk, V. P. Yakovets, O. A. Boi-
chuk, A. Ilchmann and T. Reis. The study of the differential-algebraic boundary value
problems is associated with numerous applications of such problems in the theory of
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nonlinear oscillations, in mechanics, biology, radio engineering, theory of control, theory
of motion stability. At the same time, the study of differential algebraic boundary value
problems is closely related to the study of boundary value problems for difference equati-
ons, initiated in A. A. Markov, S. N. Bernstein, Ya. S. Besikovich, A. O. Gelfond,
S. L. Sobolev, V. S. Ryaben’kii, V. B. Demidovich, A. Halanay, G. I. Marchuk,
A. A. Samarskii, Yu. A. Mitropolsky, D. I. Martynyuk, G. M. Vayniko, A. M. Samoilenko,
O. A. Boichuk and O. M. Standzhitsky. Study of nonlinear singularly perturbed boundary
value problems for difference equations in partial differences is devoted to the work of
V. P. Anosov, L. S. Frank, P. E. Sobolevskii, A. L. Skubachevskii and A. Asheraliev.
Consequently, the actual problem is the transfer of the results obtained in the articles by
S. Campbell, A. M. Samoilenko and O. A. Boichuk on linear boundary value problems
for difference-algebraic equations, in particular finding the necessary and sufficient condi-
tions for the existence of the desired solutions, and also the construction of the Green’s
operator of the Cauchy problem and the generalized Green operator of a linear boundary
value problem for a difference-algebraic equation.

Thus, the actual problem is the transfer of the results obtained in the articles
and monographs of S. Campbell, A. M. Samoilenko and O. A. Boichuk on the linear
boundary value problems for the differential-algebraic boundary value problem for a
matrix Lyapunov equation, in particular, finding the necessary and sufficient conditions
of the existence of the desired solutions of the linear differential-algebraic boundary value
problem for a matrix Lyapunov equation.

In this article we found the conditions of the existence and constructive scheme
for finding the solutions of the linear Noetherian differential-algebraic boundary value
problem for a matrix Lyapunov equation. The proposed scheme of the research of the li-
near differential-algebraic boundary value problem for a matrix Lyapunov equation in the
critical case in this article can be transferred to the seminonlinear differential-algebraic
boundary value problem for a matrix Lyapunov equation.
Keywords: differential-algebraic equation; boundary value problem; matrix Lyapunov
equation.
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