
Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Â.Í. Êàðàçiíà
Ñåðiÿ "Ìàòåìàòèêà, ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà i ìåõàíiêà"

ÓÄÊ 517.518.454 � 1061, 2013, ñ.45�52

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå áîðåëåâñêèõ ìåð
íà îêðóæíîñòè

À. Ô. Ãðèøèí, È. Â. Ïîåäèíöåâà
Õàðüêîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Â.Í. Êàðàçèíà,

ïë. Ñâîáîäû, 4, 61022, Õàðüêîâ, Óêðàèíà
grishin@univer.kharkov.ua, poedintseva@univer.kharkov.ua,

Ïóñòü µ � êîìïëåêñíàÿ áîðåëåâñêàÿ ìåðà íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè T

è µ̂(n) � å¼ êîýôôèöèåíòû Ôóðüå. Âû÷èñëÿåòñÿ ñóììà ðÿäà
∞∑

n=−∞
µ̂(n)
n+z .

Ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå êðèòåðèè òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü cn, n ∈ (−∞,∞) áûëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ
Ôóðüå íåêîòîðîé êîìïëåêñíîé áîðåëåâñêîé ìåðû µ íà T. Ïðèâîäèòñÿ
åù¼ îäèí êðèòåðèé òàêîãî ðîäà.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: àëãåáðà M(T), êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, ôîðìóëà
âîññòàíîâëåíèÿ, òåîðåìà Ã¼çà.

Ãðèøèí À.Ï., Ïî¹äèíöåâà I.Â., Êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹ áîðåëiâñüêèõ
ìið íà êîëi. Íåõàé µ � êîìïëåêñíà áîðåëiâñüêà ìiðà íà îäèíè÷íîìó
êîëi T òà µ̂(n) � ¨¨ êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹. Îá÷èñëþ¹òüñÿ ñóìà ðÿäà
∞∑

n=−∞
µ̂(n)
n+z . Iñíóþòü ðiçíi êðèòåði¨ òîãî, ùîá çàäàíà ïîñëiäîâíiñòü cn,

n ∈ (−∞,∞) áóëà ïîñëiäîâíiñòþ êîåôiöi¹íòiâ Ôóð'¹ äåÿêî¨ êîìïëåêñíî¨
áîðåëiâñüêî¨ ìiðè µ íà T. Äîâîäèòüñÿ ùå îäèí êðèòåðié òàêîãî òèïó.
Êëþ÷îâi ñëîâà: àëãåáðà M(T), êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹, ôîðìóëà ïîíîâ-
ëåííÿ, òåîðåìà Ãåçà.

A. F. Grishin, I. V. Poedintseva, Fourier coe�cients of borelian mea-
sures on the circle. Let µ be a complex borelian measure on the unit circle
T and let µ̂(n) be its Fourier coe�cients. The sum of the series

∞∑
n=−∞

µ̂(n)
n+z

is calculated. There are di�erent criteria a sequence cn, n ∈ (−∞,∞), to
be a sequence of Fourier coe�cients of some complex borelian measure on
T. One more criterion of such type is proved.
Keywords: algebra M(T), Fourier coe�cients, reducing formula, Geza the-
orem.
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Ñåé÷àñ çà ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ áîðåëåâñêèõ ìåð íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè T çàêðåïèëîñü ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå M(T). Åñëè ïðîèçâåäå-
íèå ìåð îïðåäåëèòü êàê ñâ¼ðòêó ýòèõ ìåð, òî ìíîæåñòâî M(T) ñòàíîâèòñÿ
àëãåáðîé íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C. Åñëè, êðîìå òîãî, îïðåäåëèòü
íîðìó µ ∈ M(T) ôîðìóëîé ‖µ‖ = |µ|(T), ãäå |µ| � ìîäóëü (ïîëíàÿ âàðèàöèÿ)
ìåðû µ, òî M(T) ñòàíîâèòñÿ áàíàõîâîé àëãåáðîé. Êíèãó [1] ìîæíî ðåêîìåí-
äîâàòü êàê èñòî÷íèê äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ ñ àëãåáðîé M(T).
Ìåðó µ ∈ M(T) ÷àñòî îòîæäåñòâëÿþò èçâåñòíûì ñïîñîáîì ñ 2π-ïåðèîäè÷åñ-
êîé ðàäîíîâîé ìåðîé íà âåùåñòâåííîé îñè. Ìåðà íà îêðóæíîñòè è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åé ìåðà íà âåùåñòâåííîé îñè � ýòî, êîíå÷íî, ðàçëè÷íûå ìåðû, òåì
íå ìåíåå, ìíîãèå àâòîðû, â òîì ÷èñëå è ìû, ïðåäïî÷èòàþò îáîçíà÷àòü ýòè
ìåðû îäíèì ñèìâîëîì µ.

Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìåðû µ íàì óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü íå èíòåãðàëîì ïî
îêðóæíîñòè, à èíòåãðàëîì ïî îòðåçêó âåùåñòâåííîé îñè

µ̂(n) =
1
2π

∫

(0,2π]

e−intdµ(t).

Åñëè ìåðà µ íàãðóæàåò òî÷êó 0, òî èíòåãðèðîâàíèå íóæíî âåñòè ïî ïîëó-
èíòåðâàëó (0, 2π], åñëè æå µ({0}) = 0, òî èíòåãðèðîâàíèå ìîæíî âåñòè ïî
ñåãìåíòó [0, 2π].

Ìû áóäåì èìåòü äåëî ñ ðÿäàìè âèäà
∞∑

n=−∞
an. Ïîä ñóììîé ðÿäà ïîíèìà-

åòñÿ ïðåäåë lim
N→∞

N∑
n=−N

an. Ìû áóäåì òàêæå èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå

∑′
an =

∞∑
n=−∞

n6=0

an.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü µ ∈ M(T). Òîãäà
∞∑

n=−∞

µ̂(n)
n + z

=
i

e2πiz − 1

∫

(0,2π)

eitzdµ(t) +
1
2
µ({0}) ctg πz.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì
N∑

n=−N

µ̂(n)
n + z

=
1
2π

N∑

n=−N

1
n + z

∫

(0,2π]

e−intdµ(t) =
1
2π

∫

(0,2π]

N∑

n=−N

e−int

n + z
dµ(t).

Èç èçâåñòíîãî óòâåðæäåíèÿ î ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè

N∑
n=1

sin nt
n íà îñè (−∞,∞) ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåöåëûõ z ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
N∑

n=−N

e−int

n + z



Âiñíèê Õàðêiâñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Â.Í. Êàðàçiíà, 1061 (2013) 47

ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíà ïî t íà îñè (−∞,∞). Òåïåðü èç òåîðåìû Ëåáåãà î
ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè ñëåäóåò ðàâåíñòâî

∞∑
n=−∞

µ̂(n)
n + z

=
1
2π

∫

(0,2π]

∞∑
n=−∞

e−int

n + z
dµ(t).

Äàëåå, èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå ðàâåíñòâî, (ñì., íàïðèìåð, [2], ãëàâà 1, ðàâåíñòâî
(4.19))

∞∑
n=−∞

e−int

n + z
=

{
π

sin πz ei(t−π)z, t ∈ (0, 2π)
π ctg πz, t = 2π,

ïîëó÷èì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
Ïóñòü µ ∈ M(T). Îáîçíà÷èì Φ(t) = µ ((0, t]), t ∈ (0, 2π]. Äàëåå ïðîäîë-

æèì ôóíêöèþ Φ(t) ñ ïîëóèíòåðâàëà (0, 2π] êàê 2π-ïåðèîäè÷åñêóþ ôóíêöèþ
íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü. Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì

Φ̃(t) =
{

Φ(t), t ∈ (0, 2π]
0, t = 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü µ ∈ M(T). Òîãäà äëÿ ëþáîãî öåëîãî n âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî

∫

(0,2π]

e−intdµ(t) =

2π∫

0

e−intdΦ̃(t),

ãäå ñëåâà ñòîèò èíòåãðàë Ëåáåãà, à ñïðàâà � èíòåãðàë Ñòèëòüåñà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Π : 0 = t0 < t1 < ... < tN = 2π � ïðîèçâîëüíîå

ðàçáèåíèå ñåãìåíòà [0, 2π]. Èìååì

J1 =
∫

(0,2π]

e−intdµ(t) =
N∑

k=1

∫

(tk−1,tk]

e−intdµ(t) =

=
N∑

k=1

e−intk
(
Φ̃(tk)− Φ̃(tk−1)

)
+

N∑

k=1

∫

(tk−1,tk]

(
e−int − e−intk

)
dµ(t),

J2 =

2π∫

0

e−intdΦ̃(t) =
N∑

k=1

tk∫

tk−1

e−intdΦ̃(t) =

=
N∑

k=1

e−intk
(
Φ̃(tk)− Φ̃(tk−1)

)
+

N∑

k=1

tk∫

tk−1

(
e−int − e−intk

)
dΦ̃(t).

Êàæäàÿ èç âåëè÷èí J1 è J2 ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ,
ïðè÷¼ì ïåðâûå ñëàãàåìûå ðàâíû, à âòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, êîãäà äèàìåòð
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ðàçáèåíèÿ Π ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî J1 = J2. Ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü µ ∈ M(T) è cn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìåðû µ. Òîãäà
ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

1
2

(Φ(t− 0) + Φ(t + 0)) = d0 +
∞∑

n=−∞

′
cn − c0

in
eint, (1)

ãäå d0 � íåêîòîðîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî.
Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç dn êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíê-

öèè Φ(t). Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì äëÿ èíòåãðàëà
Ñòèëòüåñà è ëåììó 1, ïîëó÷èì

cn =
1
2π

2π∫

0

e−intdΦ̃(t) =
1
2π

e−intΦ̃(t)
∣∣∣∣
2π

0

+
in

2π

2π∫

0

Φ(t)e−intdt =
µ(T)
2π

+ indn.

Òàê êàê 1
2πµ(T) = c0, òî

dn =
cn − c0

in
, n 6= 0. (2)

Èç òåîðåìû Æîðäàíà-Äèðèõëå ñëåäóåò, ÷òî

1
2

(Φ(t− 0) + Φ(t + 0)) =
∞∑

n=−∞
dneint.

Èç ýòîãî ðàâåíñòâà è ôîðìóëû (2) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Òåîðåìà
äîêàçàíà.

Ôîðìóëó (1) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ôîðìóëó âîññòàíîâëåíèÿ ìåðû µ
ïî å¼ êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè t ∈ (0, 2π] è t � òî÷êà
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè Φ, òî ïîëó÷àåì

µ((0, t]) = d0 +
∞∑

n=−∞

′
cn − c0

in
eint.

Îòìåòèì åù¼ ôîðìóëó ([3], ãëàâà 1, ðàçäåë 7.11)

µ({t}) = lim
N→∞

1
2N + 1

N∑

n=−N

cneint,

êîòîðàÿ âîññòàíàâëèâàåò µ({t}) ïî êîýôôèöèåíòàì Ôóðüå ìåðû µ.
Ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2 ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà åäèíñòâåííîñòè.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü µ ∈ M(T) è ïóñòü âñå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ìåðû µ

ðàâíû íóëþ. Òîãäà µ � íóëåâàÿ ìåðà.
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Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn áûëà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íåêîòîðîé ìåðû µ ∈ M(T), íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû:
1) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn áûëà îãðàíè÷åííîé,
2) äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî t ñõîäèëñÿ ðÿä

ϕ(t) =
∞∑

n=−∞

′
cn

in
eint, (3)

3) ôóíêöèÿ ϕ(t) èìåëà îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ñåãìåíòå [0, 2π].
Äîêàçàòåëüñòâî. Í å î á õ î ä è ì î ñ ò ü. Ïóñòü cn � êîýôôèöèåíòû

Ôóðüå ìåðû µ. Òîãäà |cn| ≤ 1
2π |µ|(T) è óñëîâèå 1) òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ.

Äàëåå èç ðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî

ϕ(t) =
1
2

(Φ(t− 0) + Φ(t + 0))− d0 + 2c0

∞∑

n=1

sinnt

n
.

Ïîýòîìó óñëîâèÿ 2) è 3) òåîðåìû òàêæå âûïîëíÿþòñÿ.
Ä î ñ ò à ò î ÷ í î ñ ò ü. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 1) - 3) òåîðåìû.

Èç îãðàíè÷åííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn ñëåäóåò, ÷òî ðÿä èç ðàâåíñòâà (3)
ñõîäèòñÿ â ïðîñòðàíñòâå L2(0, 2π). Ïîýòîìó ýòîò ðÿä ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå
ñâîåé ñóììû. Òàêèì îáðàçîì

cn

in
=

1
2π

2π∫

0

e−intϕ(t)dt = − 1
2πin

e−intϕ(t)
∣∣∣∣
2π

0

+
1

2πin

2π∫

0

e−intdϕ(t),

cn =
1
2π

2π∫

0

e−intdϕ1(t), ϕ1(t) = ϕ(t)− ϕ(0). (4)

Ôóíêöèÿ ϕ(t) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ñåãìåíòå [0, 2π]. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ìåðà Ðàäîíà ν íà âåùåñòâåííîé îñè, òàêàÿ ÷òî
ïðè t ∈ (0, 2π] áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî ν((0, t]) = ϕ1(t). Ìåðó ν ìîæíî
ñ÷èòàòü áîðåëåâñêîé ìåðîé íà îêðóæíîñòè T. Ïóñòü hn � êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ìåðû ν.

Åñëè äëÿ ìåðû ν ïîñòðîèòü ôóíêöèþ Φ̃(t) òàê, êàê ýòî äåëàåòñÿ â ëåììå 1,
òî îêàæåòñÿ, ÷òî Φ̃(t) = ϕ1(t) ïðè t ∈ [0, 2π]. Ïîýòîìó èç ëåììû 1 ñëåäóåò
ðàâåíñòâî

hn =
1
2π

2π∫

0

e−intdϕ1(t).

Òåïåðü ðàâåíñòâî (4) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå cn = hn. Òåîðåìà äîêàçàíà.



50 Ãðèøèí À. Ô., Ïîåäèíöåâà È. Â.

Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå êðèòåðèè òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ êîìïëåêñíàÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü cn ñîâïàäàëà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå
íåêîòîðîé ìåðû µ èç àëãåáðû M(T). Ïðèâåä¼ì äâà èç íèõ.

Òåîðåìà 5. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn ñîâïàäàëà
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íåêîòîðîé ìåðû µ èç àëãåáðû
M(T), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû áûëà îãðàíè÷åííîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü
2π∫
0

|σn(t)|dt, ãäå σn(t) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷àñòè÷íûõ ñóìì Ôåéåðà

ðÿäà
∞∑

n=−∞
cneinx.

Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàäàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn ñîâïàäàëà
ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íåêîòîðîé ìåðû µ èç àëãåáðû
M(T), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà ôóíêöèÿ f(t) îãðàíè-
÷åííîé âàðèàöèè íà ñåãìåíòå [0, 2π] òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

cn

in
=

1
2π

2π∫

0

e−intf(t)dt, n = ±1,±2, ....

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 5 ìîæíî íàéòè â ðàçäåëå 12.7.5 êíèãè [1], à òåîðå-
ìû 6 � â ðàçäåëå 12.5.10 òîé æå êíèãè.

Àíàëèçèðóÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ìîæíî óâèäåòü, ÷òî òåîðåìû 4 è 6
âûâîäÿòñÿ äðóã èç äðóãà.

Ã¼ç [4] äîêàçàë, ÷òî åñëè nk � ïðîèçâîëüíàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî ðÿä

∞∑

k=1

sinnkx =
1
2i

∞∑
n=−∞
|n|=nk

signn einx

íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íèêàêîé ìåðû èç àëãåáðû M(T). Äëÿ ýòîãî ðÿäà
ðÿä èç ôîðìóëû (3), ïðåäñòàâëÿþùèé ôóíêöèþ ϕ(x), èìååò âèä

ϕ(x) =
1
2i

∞∑
n=−∞
|n|=nk

1
|n| e

inx =
1
i

∞∑

k=1

cosnkx

nk
.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðÿä
∞∑

k=1

1
nk

ðàñõîäèòñÿ, ðåçóëüòàò Ã¼çà ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 4.

Â ñëó÷àå, êîãäà ðÿä
∞∑

k=1

1
nk

ñõîäèòñÿ, îäíîé òåîðåìû 4 íåäîñòàòî÷íî,
÷òîáû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò Ã¼çà. Çàìåòèì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå èç ðåçóëüòàòà
Ã¼çà è òåîðåìû 4 âûòåêàåò ñëåäóþùåå.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü nk � ñòîðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêàÿ, ÷òî ðÿä

∞∑
k=1

1
nk

ñõîäèòñÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ

ϕ(x) =
∞∑

k=1

cosnkx

nk

èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ñåãìåíòå [0, 2π].
Ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 7 íåèçâåñòíî. Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 7

ìîæíî ïîëó÷èòü íåêîòîðîå óñèëåíèå òåîðåìû Ã¼çà.
Òåîðåìà 8. Ïóñòü nk � ñòîðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, αn = signn, åñëè |n| = nk è αn = 0 äëÿ äðóãèõ n,
βn = γn, ãäå γn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå íåêîòîðîé
ôóíêöèè êëàññà L1 òàêîé, ÷òî γ0 = 0. Ïóñòü δn = αn + βn. Òîãäà ðÿä

∞∑
n=−∞

′
δn einx (5)

íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íèêàêîé ìåðû èç àëãåáðû M(T).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ðÿäà (5) ôîðìóëà (3) ïðèíèìàåò âèä

ϕ(x) =
1
i

∞∑

k=1

cosnkx

nk
+

∞∑
n=−∞

′
γn

in
einx = ϕ1(x) + ϕ2(x).

Äîïóñòèì, ÷òî ðÿä
∞∑

k=1

1
nk

ðàñõîäèòñÿ. Òîãäà ðÿä, îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ

ϕ(x), ðàñõîäèòñÿ â òî÷êå x = 0 è ïî òåîðåìå 4 ðÿä (5) íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì
Ôóðüå íèêàêîé ìåðû èç àëãåáðû M(T).

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî ðÿä
∞∑

k=1

1
nk

ñõîäèòñÿ. Ïî òåîðåìå 7 ôóíêöèÿ ϕ1(x)

èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ñåãìåíòå [0, 2π]. Ïî òåîðåìå 2.1 ([1],
ãëàâà 2) ôóíêöèÿ ϕ2(x) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è êîýôôèöèåíòû Ôóðüå å¼
ïðîèçâîäíîé ñîâïàäàþò ñ êîýôôèöèåíòàìè Ôóðüå ôóíêöèè f(x). Ïî òåîðåìå
åäèíñòâåííîñòè äëÿ ðÿäîâ Ôóðüå ïîëó÷àåì, ÷òî ϕ′2(x) = f(x). Èç ýòîãî ñëåäó-
åò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ2(x) èìååò îãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ñåãìåíòå [0, 2π], à
ôóíêöèÿ ϕ(x) èìååò íåîãðàíè÷åííóþ âàðèàöèþ íà ýòîì ñåãìåíòå. Ñíîâà,
ïðèìåíÿÿ òåîðåìó 4, ïîëó÷èì, ÷òî ðÿä (5) íå ÿâëÿåòñÿ ðÿäîì Ôóðüå íèêàêîé
ìåðû èç àëãåáðû M(T). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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