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Â ñòàòüå ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå óïðàâëÿåìûå ñèñòåìû ñ äâóìåðíûì
óïðàâëåíèåì. Îñíîâíàÿ öåëü ñòàòüè � ïîëó÷èòü ÿâíûé âèä ðåøåíèÿ
äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé ëèíåéíîé óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè, èñïîëüçóÿ àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ áîëåå ïðîñòîé ñèñòåìû. Äëÿ ýòîãî ñòðîèòñÿ
íåêîòîðîå íåãëàäêîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâ 0-óïðàâëÿåìîñòè äàííûõ
ñèñòåì. Äðóãèìè ñëîâàìè, èññëåäóåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòü ñèñòåì ñ
îäèíàêîâûì êà÷åñòâåííûì ïîâåäåíèåì â îêðåñòíîñòè òî÷êè ïîêîÿ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: Ëèíåéíàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, äâóìåðíîå
óïðàâëåíèå.
Ñìîðöîâà Ò.I., Âiäîáðàæåííÿ ëiíiéíèõ ñèñòåì äðóãîãî ïîðÿäêó
ç äâîâèìiðíèì êåðóâàííÿì. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ëiíiéíi
êåðîâàíi ñèñòåìè ç äâîâèìiðíèì êåðóâàííÿì. Îñíîâíà ìåòà ñòàòi �
îäåðæàòè ÿâíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó äëÿ çàäà÷i øâèäêîäi¨ äëÿ äîâiëüíî¨
ëiíiéíî¨ êåðîâàíî¨ ñèñòåìè çi ñòàëèìè êîåôiöi¹íòàìè, âèêîðèñòîâó-
þ÷è àíàëiòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i äëÿ ïðîñòiøî¨ ñèñòåìè. Äëÿ
öüîãî ïîáóäîâàíî äåÿêå íåãëàäêå âiäîáðàæåííÿ ìíîæèí 0-êåðîâàíîñòi
äàíèõ ñèñòåì. Iíøèìè ñëîâàìè, äîñëiäæó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòü ñèñòåì
ç îäíàêîâîþ ÿêiñíîþ ïîâåäiíêîþ â îêîëi òî÷êè ñïîêîþ.
Êëþ÷îâi ñëîâà: Ëiíiéíà êåðîâàíà ñèñòåìà, äâîâèìiðíå êåðóâàííÿ.
Smortsova T.I., Mapping of the linear systems of the second order
with two-dimensional control. This paper deals with linear control sys-
tems with two-dimensional control. The main goal of the paper is to �nd the
exact analytic solution of the time-optimal control problem for an arbitrary
linear control system with constant coe�cients using the analytic solution
of this problem for the simplest system. For this aim, we construct a certain
nonsmooth mapping between the 0-controllability sets of the given systems.
In other words, by means of this mapping, we investigate the equivalence
of the systems with the same qualitative behavior in a neighborhood of the
stationary point.
Keywords: Linear control system, two-dimensional control.
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1. Ââåäåíèå

Òåîðèÿ ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ðàçâèâàåòñÿ ñ 50-õ ãîäîâ ïðîøëîãî
ñòîëåòèÿ. Íà äàííûé ìîìåíò ýòà òåîðèÿ õîðîøî ðàçâèòà. Îäíàêî, â ðàìêàõ
ýòîé òåîðèè ñóùåñòâóþò è íåðåøåííûå çàäà÷è. Îäíîé èç íèõ ÿâëÿåòñÿ
ïîëó÷åíèå òî÷íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ.

Â 1987 Â.È. Êîðîáîâ è Ã.Ì. Ñêëÿð [1] ïîëó÷èëè àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå
çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ êàíîíè÷åñêîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

{
ẋ1 = u , |u| ≤ 1 ,

ẋk = xk−1, 2 ≤ k ≤ n .

Ïðåäëîæåííûé â [1] ïîäõîä ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò òåõíèêó ïðîáëåìû
ìîìåíòîâ. Ìåòîä ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïîëèíîìîâ, èìåþùèõ
â êà÷åñòâå êîðíåé îïòèìàëüíîå âðåìÿ è òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ u(t). Íà îñíîâàíèè ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áûëà ïîñòðîåíà ïîâåðõíîñòü
ïåðåêëþ÷åíèÿ îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ u(x).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ áûëè ðàçðàáîòàíû
ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì [1], [2].

Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ëèíåéíûõ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ îäíîìåðíûì óïðàâëåíèåì, îñíîâàííûé íà îòîáðàæåíèè
òðàåêòîðèé ñèñòåì, áûë ïðåäëîæåí â [3].

Â äàííîé ñòàòüå ýòîò ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ ðàñïðîñòðà-
íÿåòñÿ íà ñèñòåìû ñ äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì.

Òàê, èçâåñòíî, ÷òî ñèñòåìà
{

ẋ1 = u1 ,

ẋ2 = x1 + u2 ,
|u1| ≤ 1 , |u2| ≤ 1 , (1)

ÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíî 0-óïðàâëÿåìîé (ò.å. ìíîæåñòâî 0-óïðàâëÿåìîñòè äëÿ
íåå � âñå ïðîñòðàíñòâî R2), è îïòèìàëüíûå ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ �
êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±1 è èìåþò íå
áîëåå 1 òî÷êè ðàçðûâà. Êàðòèíà ñèíòåçà äëÿ çàäà÷è áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ
ñèñòåìû (1) ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.

Çäåñü ïî òðàåêòîðèè l1 ìîæíî ïîïàñòü â íà÷àëî êîîðäèíàò â ñèëó ñèñòåìû
(1) ïîä äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u1(t) ≡ 1, u1(t) ≡ 1, ïî òðàåêòîðèè l2 � ïîä
äåéñòâèåì óïðàâëåíèÿ u1(t) ≡ 1, u1(t) ≡ −1, ïî òðàåêòîðèè l3 � ïîä äåéñòâèåì
óïðàâëåíèÿ u1(t) ≡ −1, u1(t) ≡ −1, ïî òðàåêòîðèè l4 � ïîä äåéñòâèåì
óïðàâëåíèÿ u1(t) ≡ −1, u1(t) ≡ 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî âî ìíîæåñòâàõ S+− è S−+ îïòèìàëüíîå ïî áûñò-
ðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèå ìîæåò áûòü âûáðàíî íå åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì [4].
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè âûáåðåì â S+− óïðàâëåíèå u1(t) = 1, u2(t) = −1, à â
S−+ � óïðàâëåíèå u1(t) = −1, u2(t) = 1.
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Ðèñ. 1: Êàðòèíà ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû (1).

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ïîëíîñòüþ óïðàâëÿåìàÿ ëèíåéíàÿ ñèñòåìà
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì
ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó

{
ẏ1 = ay1 + by2 + u1 ,

ẏ2 = y1 + αu1 + u2 ,
|u1| ≤ 1 , |u2| ≤ 1 , (2)

ãäå a ∈ R1, b ∈ R1, α ∈ R1, ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé çàìåíû ïåðåìåííûõ.
Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñèñòåìó (2) êàê îáùèé ñëó÷àé ëèíåéíûõ
óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è
äâóìåðíûì óïðàâëåíèåì.

Ìíîæåñòâî 0-óïðàâëÿåìîñòè äëÿ ñèñòåìû (2) ñ óïðàâëåíèÿìè, êîòîðûå
ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±1 è èìåþò íå áîëåå 1 òî÷êè ðàçðûâà, ìîæåò íå
ñîâïàäàòü ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì R2. Îäíàêî, ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ
âûïóêëûì è ñîäåðæèò íà÷àëî êîîðäèíàò â êà÷åñòâå âíóòðåííåé òî÷êè.
Êðîìå òîãî, åñëè ìàòðèöà ñèñòåìû (2) èìååò êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, òî îïòèìàëüíîå ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèå äëÿ ñèñòåìû (2)
èìååò ñïåöèàëüíûé âèä [4], [5]. À èìåííî, âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî òðàåêòîðèè
ñèñòåìû (2) äî ïåðåêëþ÷åíèÿ óïðàâëåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò π/|ν|, ãäå ν �
ìíèìàÿ ÷àñòü ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû äàííîé ñèñòåìû.

Öåëüþ äàííîé ñòàòüè ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ÿâíîãî âèäà îòîáðàæåíèÿ
îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1) íà òðàåêòîðèè ñèñòåìû (2). Òàêîå
îòîáðàæåíèå òðàåêòîðèé, â ÷àñòíîñòè, äà¼ò âîçìîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è
áûñòðîäåéñòâèÿ äëÿ ñèñòåìû (2) ñ èñïîëüçîâàíèåì àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ
ýòîé çàäà÷è äëÿ ñèñòåìû (1).

2. Ïîñòðîåíèå îòîáðàæåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåì

Â ýòîé ÷àñòè ïîñòðîèì îòîáðàæåíèå îáëàñòè 0-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1)
íà îáëàñòü 0-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2).

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî óïðàâëåíèÿ u1(t), u2(t) ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ
±1, èìåþò íå áîëåå 1 òî÷êè ðàçðûâà, à â ñëó÷àå êîìïëåêñíûõ ñîáñòâåííûõ
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çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû (2) (λ1,2 = µ ± iν), äëèíà îòðåçêà, íà êîòîðîì
óïðàâëåíèÿ íåïðåðûâíû, íå ïðåâîñõîäèò π/|ν|.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ñäåëàåì â ñèñòåìå (2) çàìåíó ïåðåìåííûõ
y = Φ(x), ãäå Φ(x) ∈ C(R2), Φ(x) ∈ C1(R2\{l1∪ l2∪ l3∪ l4}), Φ(0) = 0. Òî÷íåå,

{
y1 = Φ1(x1, x2) ,

y2 = Φ2(x1, x2) ,

ãäå

Φ1,2(x1, x2) =





Φ++
1,2 (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S++,

Φ+−
1,2 (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S+−,

Φ−−1,2 (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S−−,

Φ−+
1,2 (x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S−+.

Îòìåòèì, ÷òî íåãëàäêîñòü ïîëó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì
îòëè÷èåì äàííîé ðàáîòû îò äðóãèõ àíàëîãè÷íûõ èññëåäîâàíèé. Â [3] òàêîå
îòîáðàæåíèå íàçâàíî S-äèôôåîìîðôèçìîì.

Èñïîëüçóÿ (1)-(2), ïîëó÷èì ñèñòåìû óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ
ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé Φ1,2(x1, x2):

{
Φ1x1u1 + Φ1x2 (x1 + u2) = aΦ1 + bΦ2 + u1 ,

Φ2x1u1 + Φ2x2 (x1 + u2) = Φ1 + αu1 + u2 .
(3)

Ýòè ñèñòåìû áóäåì ðåøàòü îòäåëüíî äëÿ çíà÷åíèé óïðàâëåíèé u1 = ±1,
u2 = ±1, íî äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè áóäåì ïèñàòü u1,2 âìåñòî "±". Êàê
ïîêàçàíî â [6], ýòè ñèñòåìû ýêâèâàëåíòíû îäíîðîäíûì óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ

Zx1u1 + Zx2 (x1 + u2) + Zx3 (ax3 + bx4 + u1) + Zx4 (x3 + αu1 + u2) = 0, (4)

ãäå Z(x1, x2, x3, x4) � íîâàÿ íåèçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ, à x3 = Φ1, x4 = Φ2 � íîâûå
íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Äëÿ íàõîæäåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ïîëó÷åííûõ
óðàâíåíèé (4) èìååì ñëåäóþùèå ñèñòåìû:

dx1

u1
=

dx2

x1 + u2
=

dx3

ax3 + bx4 + u1
=

dx4

x3 + αu1 + u2
,

êîòîðûå ýêâèâàëåíòíû íîðìàëüíûì ñèñòåìàì (ïîñêîëüêó u1 6= 0):

dx2

dx1
=

x1 + u2

u1
, (5)

dx3

dx1
=

ax3 + bx4 + u1

u1
, (6)

dx4

dx1
=

x3 + αu1 + u2

u1
. (7)
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Ýòè ñèñòåìû ðàñïàäàþòñÿ íà äâå ïîäñèñòåìû è ìû ìîæåì èíòåãðèðîâàòü
(5) è (6)-(7) ðàçäåëüíî. Î÷åâèäíî, ÷òî ïåðâûé èíòåãðàë (5) èìååò âèä

p3 = x2 − x1
2/2u .

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó (6)-(7). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ′ ïðîèçâîäíóþ ïî x1. Òîãäà èç
óðàâíåíèÿ (7) íàéäåì, ÷òî

x3 = u1x
′
4 − αu1 − u2 . (8)

Ïîäñòàâèâ x3 â (6), ïîëó÷èì îáûêíîâåííîå ëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè

x′′4 − au1x
′
4 − bx4 = u1 − aαu1 − au2 . (9)

Ñîîòâåòñòâóþùåå îäíîðîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä

x′′4 − au1x
′
4 − bx4 = 0 . (10)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ óðàâíåíèÿ (10) èìååò âèä

λ2 − au1λ− b = 0 . (11)

Ðàññìîòðèì âñå âîçìîæíûå ñëó÷àè â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé êîýôôè-
öèåíòîâ a è b.

Âàðèàíò 1. b 6= 0. Ìàòðèöà ñèñòåìû (2) íåâûðîæäåíà.
Âàðèàíò 1a. Ìàòðèöà ñèñòåìû (2) èìååò ðàâíûå äåéñòâèòåëüíûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Âàðèàíò 1b. Ìàòðèöà ñèñòåìû (2) èìååò ðàçëè÷íûå äåéñòâèòåëüíûå

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.
Âàðèàíò 1c. Ìàòðèöà (2) èìååò ðàçëè÷íûå êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ.
Âàðèàíò 2. b = 0. Ìàòðèöà ñèñòåìû (2) âûðîæäåíà.
Ðàññìîòðèì Âàðèàíò 1. Ïîñêîëüêó b 6= 0, óðàâíåíèå (11) íå èìååò íóëåâûõ

êîðíåé, è ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä v(x1) = q0, q0 ∈ R1. Â
ýòîì ñëó÷àå íàõîäèì, ÷òî q0 =

(aα− 1)u1 + au2

b
. Òîãäà, îáùåå ðåøåíèå (9)

èìååò âèä
x4 = p1F

u1
1 (x1) + p2F

u1
2 (x1) + q0 , (12)

ãäå

F u1
1 (x1) =

{
F+

1 (x1),

F−
1 (x1),

F u1
2 (x1) =

{
F+

2 (x1),

F−
2 (x1),

�

ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèé (10) ïðè u1 = 1 è u1 = −1
ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà èç (8) è (12) ïîëó÷àåì, ÷òî

x3 = u1(p1(F u1
1 )′(x1) + p2(F u1

2 )′(x1))− αu1 − u2 . (13)
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Èç (12), (13), íàõîäèì ïåðâûå èíòåãðàëû ñèñòåìû (6)-(7), à èìåííî,
p1(x1, x3, x4) è p2(x1, x3, x4).

Êàê èçâåñòíî, îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) èìååò âèä

Z = Ψ(p1(x1, x3, x4), p2(x1, x3, x4), p3(x1, x2)) ≡ Ψ̃(x1, x2, x3, x4) . (14)

Ñëåäóÿ [6], îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (3) íàéä¼ì èç ñèñòåìû íåëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé

{
Ψ̃1(x1, x2,Φ1, Φ2) = 0 ,

Ψ̃2(x1, x2,Φ1, Φ2) = 0 ,

ãäå Ψ̃1(x1, x2, x3, x4) è Ψ̃2(x1, x2, x3, x4) � ïðîèçâîëüíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(4) òàêèå, ÷òî ∂(Ψ̃1, Ψ̃2)/∂(x3, x4) 6= 0. Èñïîëüçóÿ (14), ïåðåïèøåì ýòè
ñèñòåìû â âèäå {

Ψ1(p1, p2, p3) = 0 ,

Ψ2(p1, p2, p3) = 0 .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èç (14), â ñèëó óñëîâèÿ ∂(Ψ̃1, Ψ̃2)/∂(x3, x4) 6= 0,
ñëåäóåò, ÷òî ∂(Ψ1, Ψ2)/∂(p1, p2) 6= 0. Òîãäà, p1 = ϕ(p3), p2 = ψ(p3), ãäå
ϕ(p3) è ψ(p3) � ïðîèçâîëüíûå ãëàäêèå ôóíêöèè. Èç (12)-(13) è îáîçíà÷åíèé
x3 = Φ1, x4 = Φ2, ïîëó÷àåì, ÷òî

Φu1u2
1 (x1, x2) = u1ϕ

u1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
(F u1

1 )′(x1)+

+u1ψ
u1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
(F u1

2 )′(x1)− αu1 − u2 ,

Φu1u2
2 (x1, x2) = ϕu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
F u1

1 (x1)+

+ψu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
F u1

2 (x1) +
(aα− 1)u1 + au2

b
.

(15)

Íàéä¼ì òåïåðü ÿâíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ôóíêöèé ϕu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)

è ψu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
. Çàìåòèì, ÷òî ýòè ôóíêöèè òàê æå, êàê è

ôóíêöèè Φ1,2(x1, x2), èìåþò âèä

ϕu1u2(x) =





ϕ++(x1, x2),

ϕ+−(x1, x2),

ϕ−−(x1, x2),

ϕ−+(x1, x2),

; ψu1u2(x) =





ψ++(x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S++,

ψ+−(x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S+−,

ψ−−(x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S−−,

ψ−+(x1, x2), ïðè (x1, x2) ∈ S−+.
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Ïîñêîëüêó Φ1(0, 0) = Φ2(0, 0) = 0, òî èç íåîäíîðîäíûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà




ϕu1u2

(
− 1

2u1

)
(F u1

1 )′(0)+ψu1u2

(
− 1

2u1

)
(F u1

2 )′(0)=α + u1u2 ,

ϕu1u2

(
− 1

2u1

)
F u1

1 (0)+ψu1u2

(
− 1

2u1

)
F u1

2 (0) =−(aα−1)u1+au2

b
,

(16)

íàéäåì çíà÷åíèÿ ϕu1u2

(
− 1

2u1

)
è ψu1u2

(
− 1

2u1

)
.

Ïîñêîëüêó îïðåäåëèòåëè ñèñòåì îòëè÷íû îò 0, òî ñèñòåìû (16) èìåþò
åäèíñòâåííûå ðåøåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèé ϕu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)

è ψu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
, èñïîëüçóåì íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ íà

ëèíèÿõ ïåðåêëþ÷åíèÿ äëÿ îïòèìàëüíîãî ïî áûñòðîäåéñòâèþ óïðàâëåíèÿ äëÿ
ñèñòåìû (1).

Òàê, ïðè x2 = 1
2(x1 + 1)2 − 1

2 , x1 ≤ 0, (êðèâàÿ l1) ïîëó÷àåì íåîäíîðîäíóþ
ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà





ϕ+− (
2x1 − 1

2

)
(F+

1 )′(x1) + ψ+− (
2x1 − 1

2

)
(F+

2 )′(x1)− α + 1 =

= ϕ++
(−1

2

)
(F+

1 )′(x1) + ψ++
(−1

2

)
(F+

2 )′(x1)− α− 1 ,

ϕ+− (
2x1 − 1

2

)
F+

1 (x1) + ψ+− (
2x1 − 1

2

)
F+

2 (x1) +
aα− 1− a

b
=

= ϕ++
(−1

2

)
F+

1 (x1) + ψ++
(−1

2

)
F+

2 (x1) +
aα− 1 + a

b
,

(17)

èç êîòîðîé îïðåäåëèì âèä ôóíêöèé ϕ+− (
2x1 − 1

2

)
è ψ+− (

2x1 − 1
2

)
. Ýòà

ñèñòåìà òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
Îáîçíà÷èì z = 2x1 − 1

2 . Òîãäà x1 = 2z+1
4 , è ïîëó÷àåì âèä ôóíêöèé

ϕ+−(z) è ψ+−(z). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ x2 − 1
2(x1 − 1)2 âìåñòî z,

íàõîäèì ÿâíûé âèä ôóíêöèé ϕ+− (
x2 − 1

2(x1 − 1)2
)
è ψ+− (

x2 − 1
2(x1 − 1)2

)
.

Òîãäà, èñïîëüçóÿ (15), íàõîäèì ôóíêöèè Φ+−
1 (x1, x2), Φ+−

2 (x1, x2).
Àíàëîãè÷íî, ïðè x2 = 1

2(x1 − 1)2 − 1
2 , x1 ≤ 0, (êðèâàÿ l2) ïîëó÷àåì

íåîäíîðîäíóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà




−ϕ−−
(
(x1 − 1)2 − 1

2

)
(F−

1 )′(x1)− ψ−−
(
(x1 − 1)2 − 1

2

)
(F−

2 )′(x1) + α + 1 =

= ϕ+− (−1
2

)
(F+

1 )′(x1) + ψ+− (−1
2

)
(F+

2 )′(x1)− α + 1 ,

ϕ−−
(
(x1 − 1)2 − 1

2

)
F−

1 (x1) + ψ−−
(
(x1 − 1)2 − 1

2

)
F−

2 (x1)− aα− 1 + a

b
=

= ϕ+− (−1
2

)
F+

1 (x1) + ψ+− (−1
2

)
F+

2 (x1) +
aα− 1− a

b
,

(18)

èç êîòîðîé îïðåäåëèì âèä ôóíêöèé ϕ−−
(
(x1 − 1)2−1

2

)
è ψ−−

(
(x1 − 1)2−1

2

)
.

Ýòà ñèñòåìà òàêæå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.
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Îáîçíà÷èì z = (x1 − 1)2 − 1
2 . Òàê êàê x1 ≤ 0, òî x1 = − (

z + 1
2

)1/2 + 1.
Òîãäà ïîëó÷àåì âèä ôóíêöèé ϕ−−(z) è ψ−−(z). Ïîäñòàâëÿÿ â ýòè âûðàæåíèÿ
x2 + 1

2(x1 − 1)2 âìåñòî z, íàõîäèì ÿâíûé âèä ôóíêöèé ϕ−−
(
x2 + 1

2(x1 − 1)2
)

è ψ−−
(
x2 + 1

2(x1 − 1)2
)
. Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ èõ â (15), íàõîäèì ôóíêöèè

Φ−−1 (x1, x2), Φ−−2 (x1, x2).
Àíàëîãè÷íî, èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ íà êðèâîé l3 ( x2 =

= −1
2(x1−1)2 + 1

2 , x1 ≥ 0), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ôóíêöèé ϕ−+(x2 + 1
2(x1 +1)2),

è ψ−+(x2+ 1
2(x1+1)2). Èñïîëüçóÿ (15), ÿâíî îïðåäåëèì ôóíêöèè Φ1

−+(x1, x2)
è Φ2

−+(x1, x2).
Íåïðåðûâíîñòü îòîáðàæåíèÿ íà êðèâîé l4 ( x2 = −1

2(x1 +1)2 + 1
2 , x1 ≥ 0, )

ïîçâîëèò íàéòè ôóíêöèè ϕ++(x2− 1
2(x1 +1)2) è ψ++(x2− 1

2(x1 +1)2), à çàòåì,
ïîäñòàâèâ èõ â (15), è ÿâíûé âèä ôóíêöèé Φ1

++(x1, x2) è Φ2
++(x1, x2).

Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäðîáíåå Âàðèàíò 1a. Â ýòîì ñëó÷àå D = a2 +4b = 0,
ñëåäîâàòåëüíî, äâóêðàòíûìè êîðíÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (11)
ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ+ = a

2 6= 0 (ïðè u1 = 1) è λ− = −a
2 = −λ+ (ïðè u1 = −1).

Êðîìå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå b = −a2

4 6= 0. Òîãäà ÷àñòíûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé

(9) èìåþò âèä q0 = −4(aαu1 + au2 − u1)
a2

.
Òàê êàê a 6= 0, òî ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèé (10) ïðè

u1 = 1 è u1 = −1 ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò ôóíêöèè

F±
1 (x1) = e±

a
2
x1 , F±

2 (x1) = x1e
±a

2
x1 .

Òîãäà èç (15) ïîëó÷àåì, ÷òî

Φ1(x1, x2) = u1e
au1
2

x1

[
au1

2
ϕu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
+

+
(
1 +

au1

2
x1

)
ψu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)]
− αu1 − u2 ,

Φ2(x1, x2) = e
au1
2

x1

[
ϕu1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)
+

+ x1ψ
u1u2

(
x2 − 1

2u1
(x1 + u2)2

)]
− 4(aαu1 + au2 − u1)

a2
.

(19)

Èç ñèñòåì (16) íàõîäèì çíà÷åíèÿ

ϕ++

(
−1

2

)
=

4(aα + a− 1)
a2

, ψ++

(
−1

2

)
= −aα + a− 2

a
,

ϕ+−
(
−1

2

)
=

4(aα− a− 1)
a2

, ψ+−
(
−1

2

)
= −aα− a− 2

a
,

ϕ−−
(
−1

2

)
= −4(aα + a− 1)

a2
, ψ−−

(
−1

2

)
= −aα + a− 2

a
,

ϕ−+

(
−1

2

)
= −4(aα− a− 1)

a2
, ψ−+

(
−1

2

)
= −aα− a− 2

a
.
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Èç ñèñòåì (17) íàõîäèì ôóíêöèè

ϕ+−(z) = −e−
a
2

2z+1
4

(
2z + 1

2
+

8
a

)
+

4(aα + a− 1)
a2

,

ψ+−(z) = 2e−
a
2

2z+1
4 − aα + a− 2

a
.

(20)

Ïîäñòàâèâ (20) ïðè z = x2− 1
2(x1−1)2 â (15), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ôóíêöèé

Φ+−
1 (x1, x2) è Φ+−

2 (x1, x2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Äàëåå, èç ñèñòåì (18) íàõîäèì ôóíêöèè

ϕ−−(z) = e
a
2

�
−
q

z+ 1
2
+1
�(

2

(
−

√
z +

1
2

+ 1

)(
α− 2

a

)
− 8(aα− 1)

a2

)
+

+e
a
�
−
q

z+ 1
2
+1
�(

−2

(
−

√
z +

1
2

+ 1

) (
α− 1− 2

a

)
+

4(aα− a− 1)
a2

)
,

ψ−−(z) = e
a
2

�
−
q

z+ 1
2
+1
�(

−2α +
4
a

)
+ e

a
�
−
q

z+ 1
2
+1
�(

α− 1− 2
a

)
.

(21)

Ïîäñòàâèâ (21) ïðè z = x2+ 1
2(x1−1)2 â (15), ïîëó÷èì ÿâíûé âèä ôóíêöèé

Φ−−1 (x1, x2) è Φ−−2 (x1, x2) â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå.
Àíàëîãè÷íî íàõîäèì è ÿâíûé âèä ôóíêöèé Φ−+

1 (x1, x2), Φ−+
2 (x1, x2),

Φ++
1 (x1, x2) è Φ++

2 (x1, x2) äëÿ Âàðèàíòà 1a.
Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âûãëÿäèò ñëåäóþùèì

îáðàçîì:
Φ1(x1, x2) =

=





e
a
2
x1

{
e

a
2
f1(x)

[
− a (f1(x) + x1)

(
α− 2

a

)
+ 2α

]
+ eaf1(x)

[
a

(
f1(x) + x1

2

)×

× (
α− 1− 2

a

)− α + 1
]}

− α− 1 , (x1, x2) ∈ S++ ;

e
a
2
x1

{
e

a
2
f2(x)

[
a (f2(x) + x1)− 2

]
− a

2x1

(
α + 1− 2

a

)
+ α + 1

}
−

−α + 1 , (x1, x2) ∈ S+− ;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f3(x)

[
a (f3(x)− x1)

(
α− 2

a

)− 2α

]
+ eaf3(x)

[
− a

(
f3(x)− x1

2

)×

× (
α− 1− 2

a

)
+ α− 1

]}
+ α + 1 , (x1, x2) ∈ S−− ;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f4(x)

[
− a (f4(x)− x1) + 2

]
− a

2x1

(
α + 1− 2

a

)− α− 1

}
+

+α− 1 , (x1, x2) ∈ S−+ ;
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Φ2(x1, x2) =

=





e
a
2
x1

{
e

a
2
f1(x)

[
− 2 (f1(x) + x1)

(
α− 2

a

)
+ 8(aα−1)

a2

]
+ eaf1(x)×

×
[
2

(
f1(x) + x1

2

) (
α− 1− 2

a

)− 4(aα−a−1)
a2

]}
− 4(aα+a−1)

a2 , (x1, x2) ∈ S++;

e
a
2
x1

{
e

a
2
f2(x)

[
2 (f2(x) + x1)− 8

a

]
− x1

(
α + 1− 2

a

)
+ 4(aα+a−1)

a2

}
−

−4(aα−a−1)
a2 , (x1, x2) ∈ S+−;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f3(x)

[
2 (f3(x)− x1)

(
α− 2

a

)− 8(aα−1)
a2

]
+ eaf3(x)×

×
[
− 2

(
f3(x)− x1

2

) (
α− 1− 2

a

)
+ 4(aα−a−1)

a2

]}
+4(aα+a−1)

a2 , (x1, x2) ∈ S−−;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f4(x)

[
− 2 (f4(x)− x1) + 8

a

]
− x1

(
α + 1− 2

a

)− 4(aα+a−1)
a2

}
+

+4(aα−a−1)
a2 , (x1, x2) ∈ S−+;

ãäå

f1(x) = −
√
−x2 + 1

2(x1 + 1)2 + 1
2 + 1, f2(x) = −2x2−(x1−1)2+1

4 ,

f3(x) = −
√

x2 + 1
2(x1 − 1)2 + 1

2 + 1, f4(x) = 2x2+(x1+1)2−1
4 .

(22)

Àíàëîãè÷íî ñòðîèì îòîáðàæåíèå è â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ. Îïóñêàÿ
ïðîìåæóòî÷íûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû.

Òàê, â ñëó÷àå Âàðèàíòà 1b êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (11) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå
÷èñëà

ïðè u1 = 1 λ+
1 =

a +
√

D

2
6= 0 , λ+

2 =
a−√D

2
6= 0 ,

ïðè u1 = −1 λ−1 =
−a +

√
D

2
= −λ+

2 , λ−2 =
−a−√D

2
= −λ+

1 ,

ãäå D = a2 +4b 6= 0. Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèé (10), ïðè
u1 = 1 è u1 = −1 ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò ôóíêöèè

F±
1 (x1) = e±λ+

1 x1 , F±
2 (x1) = x1e

±λ+
2 x1 .
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Îòîáðàæåíèå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

Φ1(x1, x2) =





1√
D

[
eλ+

1 x1g1(x) + eλ+
2 x1g2(x)

]
− α− 1 , (x1, x2) ∈ S++;

1√
D

[
eλ+

1 x1g3(x) + eλ+
2 x1g4(x)

]
− α + 1 , (x1, x2) ∈ S+−;

1√
D

[
e−λ+

1 x1g5(x) + e−λ+
2 x1g6(x)

]
+ α + 1 , (x1, x2) ∈ S−−;

1√
D

[
e−λ+

1 x1g7(x) + e−λ+
2 x1g8(x)

]
+ α− 1 , (x1, x2) ∈ S−+;

Φ2(x1, x2)=





1√
D

[
1

λ+
1

eλ+
1 x1g1(x) + 1

λ+
2

eλ+
2 x1g2(x)

]
+ aα−1+a

b , (x1, x2) ∈ S++;

1√
D

[
1

λ+
1

eλ+
1 x1g3(x) + 1

λ+
2

eλ+
2 x1g4(x)

]
+ aα−1−a

b , (x1, x2) ∈ S+−;

1√
D

[
1

λ+
1

e−λ+
1 x1g5(x) + 1

λ+
2

e−λ+
2 x1g6(x)

]
+−aα+1−a

b , (x1, x2) ∈ S−−;

1√
D

[
1

λ+
1

e−λ+
1 x1g7(x) + 1

λ+
2

e−λ+
2 x1g8(x)

]
+−aα+1+a

b , (x1, x2) ∈ S−+;

ãäå ôóíêöèè gi(x), i = 1, ..., 8, èìåþò âèä:

g1(x) = e2λ+
1 f1(x)

(
λ+

2 α− λ+
2 − 1

)
+ 2eλ+

1 f1(x)
(
− λ+

2 α + 1
)
,

g2(x) = e2λ+
2 f1(x)

(
− λ+

1 α + λ+
1 + 1

)
+ 2eλ+

2 f1(x)
(
λ+

1 α− 1
)
,

g3(x) = 2λ+
2 eλ+

1 f2(x) − λ+
2 α− λ+

2 + 1, g4(x) = −2λ+
1 eλ+

2 f2(x) + λ+
1 α + λ+

1 − 1,

g5(x) = e2λ+
1 f3(x)

(
− λ+

2 α + λ+
2 + 1

)
+ 2eλ+

1 f3(x)
(
− λ+

2 α− 1
)
,

g6(x) = e2λ+
2 f3(x)

(
λ+

1 α− λ+
1 − 1

)
+ 2eλ+

2 f3(x)
(
− λ+

1 α + 1
)
,

g7(x) = −2λ+
2 eλ+

1 f4(x) + λ+
2 α + λ+

2 − 1, g8(x) = 2λ+
1 eλ+

2 f4(x) − λ+
1 α− λ+

1 + 1,

à ôóíêöèè fi(x), i = 1, 2, 3, 4, îïðåäåëåíû â (22).
Â ñëó÷àå Âàðèàíòà 1c âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñëîæíûìè, ïîñêîëü-

êó ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé óðàâíåíèé (10), ïðè u1 = 1 è u1 = −1
ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò ôóíêöèè

F±
1 (x1) = e±

a
2
x1 cos (γx1), F±

2 (x1) = e±
a
2
x1 sin (γx1),

ãäå γ =
√
−(a2+4b)

2 6= 0.
Ïðîâåäÿ âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå, ïîëó÷èì âèä

îòîáðàæåíèÿ â äàííîì ñëó÷àå:
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Φ1(x1, x2) =

=





e
a
2
x1

{
e

a
2
f1(x)

[
2α cos γ(f1(x)+x1)− aα−2

γ sin γ(f1(x) + x1)
]
+eaf1(x)

[
(1− α)×

× cos γ(2f1(x) + x1) + aα−a−2
2γ sin γ(2f1(x) + x1)

]}
− α− 1, x ∈ S++;

e
a
2
x1

{
e

a
2
f2(x)

[
− 2 cos γ(f2(x) + x1) + a

γ sin γ(f2(x) + x1)
]
+

+(α + 1) cos γx1 − aα+a−2
2γ sin γx1

}
− α + 1, x ∈ S+−;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f3(x)

[
− 2α cos γ(f3(x)− x1) + aα−2

γ sin γ(f3(x)− x1)
]

+ eaf3(x)×

×
[
(α− 1) cos γ(2f3(x)− x1)− aα−a−2

2γ sin γ(f3(x)− x1)
]}

+α+1, x ∈ S−−;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f4(x)

[
2 cos γ(f4(x)− x1)− a

γ sin γ(f4(x)− x1)
]
−

−(α + 1) cos γx1 − aα+a−2
2γ sin γx1

}
+ α− 1, x ∈ S−+;

Φ2(x1, x2) =

=





e
a
2
x1

{
e

a
2
f1(x)

[
−2aα+2

b cos γ(f1(x) + x1) + (a2+2b)α−a
bγ sin γ(f1(x) + x1)

]
+

+eaf1(x)

[
aα−a−1

b cos γ(2f1(x) + x1)− (a2+2b)(α−1)−a
2bγ sin γ(2f1(x) + x1)

]}
+

+aα+a−1
b , x ∈ S++;

e
a
2
x1

{
e

a
2
f2(x)

[
2a
b cos γ(f2(x) + x1)− a2+2b

bγ sin γ(f2(x) + x1)
]
−

−aα+a−1
b cos γx1 + (a2+2b)(α+1)−a

2bγ sin γx1

}
+ aα−a−1

b , x ∈ S+−;

e−
a
2
x1

{
e

a
2
f3(x)

[
2aα−2

b cos γ(f3(x)− x1)− (a2+2b)α−a
bγ sin γ(f3(x)− x1)

]
+

+eaf3(x)

[
−aα−a−1

b cos γ(2f3(x)−x1)+
(a2+2b)(α−1)−a

2bγ sin γ(2f3(x)−x1)
]}
−

−aα+a−1
b , x ∈ S−−;

e
a
2
x1

{
e

a
2
f4(x)

[
− 2a

b cos γ(f4(x)− x1) + a2+2b
bγ sin γ(f4(x)− x1)

]
+

+aα+a−1
b cos γx1 + (a2+2b)(α+1)−a

2bγ sin γx1

}
− aα−a−1

b , x ∈ S−+;

,
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ãäå ôóíêöèè fi(x), i = 1, 2, 3, 4, îïðåäåëåíû â (22).
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì Âàðèàíò 2. Â ýòîì ñëó÷àå êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (11)

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà λ1 = 0 è λ2 = u1a.
Ïðè a 6= 0 ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (9) èìååò âèä v(x1) = qx1.

Íåñëîæíî íàéòè, ÷òî q = α + u1u2 − 1
a . Ôóíäàìåíòàëüíûå ñèñòåìû ðåøåíèé

óðàâíåíèé (10) ïðè u1 = 1 è u1 = −1 ñîîòâåòñòâåííî, îáðàçóþò ôóíêöèè

F±
1 (x1) ≡ 1, F±

2 (x1) = e±ax1 .

Òàê æå, êàê è ïðè ðàññìîòðåíèè Âàðèàíòà 1, ïîëó÷àåì âèä îòîáðàæåíèÿ
â ýòîì ñëó÷àå:

Φ1(x1, x2) =





1
aeax1

(
− e2af1(x) + 2eaf1(x)

)
− 1

a , (x1, x2) ∈ S++ ;

1
a

(
eax1 − 1

)
, (x1, x2) ∈ S+− ;

1
ae−ax1

(
e2af3(x) − 2eaf3(x)

)
+ 1

a , (x1, x2) ∈ S−− ;

1
a

(
− eax1 + 1

)
, (x1, x2) ∈ S−+ ;

(23)

Φ2(x1, x2) =





1
a2 eax1

(
− e2af1(x) + 2eaf1(x)

)
+

(
α + 1− 1

a

)
x1+

+2f1(x)− 1
a2 , (x1, x2) ∈ S++ ;

1
a2

(
eax1−1

)
+

(
α− 1− 1

a

)
x1−2f2(x), (x1, x2) ∈ S+−;

1
a2 e−ax1

(
e2af3(x) − 2eaf3(x)

)
+

(
α + 1− 1

a

)
x1−

−2f3(x) + 1
a2 , (x1, x2) ∈ S−− ;

1
a2

(
−e−ax1+1

)
+

(
α− 1− 1

a

)
x1+2f4(x), (x1, x2) ∈ S−+;

(24)

ãäå ôóíêöèè fi(x), i = 1, 2, 3, 4, îïðåäåëåíû â (22).
Åñëè æå a = b = 0, òî, ïîëó÷èì îòîáðàæåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû (1) íà

òðàåêòîðèè ñèñòåìû {
ẏ1 = u1 ,

ẏ2 = y1 + αu1 + u2 .

Ïðîäåëàâ âñå òå æå âûêëàäêè, ïîëó÷èì, ÷òî ýòî îòîáðàæåíèå èìååò âèä
{

Φ1(x1, x2) = x1 , (x1, x2) ∈ R2 ,

Φ2(x1, x2) = αx1 + x2 , (x1, x2) ∈ R2 .
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3. Èññëåäîâàíèå îáëàñòè çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå èññëåäóåì îáëàñòü çíà÷åíèé R(Φ) ïîëó÷åííîãî îòîáðàæåíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî R(Φ) ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì 0-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (2).

Ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ R(Φ) ïðîäåìîíñòðèðóåì íà ïðèìåðå ñëó÷àÿ, êîãäà
ìàòðèöà ñèñòåìû èìååò îäíî íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, ò.å. a 6= 0, b = 0
è çíà÷åíèè α = 1.

Ïóñòü x ∈ S++. Îáîçíà÷èì

τ = x1 −
√
−x2 +

1
2
(x1 + 1)2 +

1
2

+ 1, s = −
√
−x2 +

1
2
(x1 + 1)2 +

1
2

+ 1.

Òàê êàê x ∈ S++, òî τ ≤ 0, s ≤ 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå (23), (24) ïðèíèìàåò
âèä {

y1 = 1
aeaτ (−eas + 2)− 1

a ,

y2 = 1
a2 eaτ (−eas + 2) +

(
2− 1

a

)
(τ − s) + 2s− 1

a2 .
(25)

Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ. Ïðè s = 0,
ïîëó÷àåì, ÷òî {

y1 = 1
aeaτ − 1

a ,

y2 = 1
a2 eaτ +

(
2− 1

a

)
τ − 1

a2 .

Ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òðàåêòîðèåé ñèñòåìû
(2), âåäóùåé â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óïðàâëåíèåì u1 = 1, u2 = 1. Äëÿ −∞ <
s < 0 ïðè τ = 0 ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî íà÷àë êðèâûõ èç ñåìåéñòâà (26):

{
y1 = − 1

aeas + 1
a ,

y2 = − 1
a2 eaτ + s

a + 1
a2 .

Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òðàåêòîðèåé
ñèñòåìû (2), âåäóùåé â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óïðàâëåíèåì u1 = −1, u2 = 1.

Ïóñòü x ∈ S+−. Îáîçíà÷èì

τ = x1, s = x2 − 1
2
(x1 − 1)2 +

1
2
.

Òàê êàê x ∈ S+−, òî τ ≤ 0, 2p ≤ s ≤ 0. Òîãäà îòîáðàæåíèå (23), (24)
ïðèíèìàåò âèä {

y1 = 1
aeaτ − 1

a ,

y2 = 1
a2 eaτ − p

a + s− 1
a2 .

(26)

Èññëåäóåì ïîëó÷åííîå äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ. Ïðè s = 0,
ïîëó÷àåì, ÷òî {

y1 = 1
aeaτ − 1

a ,

y2 = 1
a2 eaτ − p

a − 1
a2 .
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Ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ çàäàííîé â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òðàåêòîðèåé ñèñòåìû
(2), âåäóùåé â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óïðàâëåíèåì u1 = 1, u2 = −1. Ïðè
s = 2p ïîëó÷àåì çàäàííóþ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå òðàåêòîðèþ ñèñòåìû (2),
âåäóùóþ â íà÷àëî êîîðäèíàò ñ óïðàâëåíèåì u1 = 1, u2 = 1.

Ïðè x ∈ S−− è x ∈ S−+ äåéñòâóåì àíàëîãè÷íî.
Ïðè a < 0 êðèâûå èç ÷åòûðåõ ñåìåéñòâ çàïîëíÿþò âñþ ïëîñêîñòü. Òàêèì

îáðàçîì, îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ (23), (24) â äàííîì ñëó÷àå - âñå
ïðîñòðàíñòâî R2. Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñóíêå 2.

Ðèñ. 2: Îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû (2)
èìååò íóëåâîå è îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ïðè a > 0 âñå êðèâûå èç ïîëó÷àåìûõ ñåìåéñòâ èìåþò âåðòèêàëüíûå
àñèìïòîòû ïðè τ → −∞: y1 = 1

a è y1 = − 1
a . Êðîìå òîãî, åñëè a ≥ 1

2 , òî
âñå êðèâûå ÿâëÿþòñÿ ìîíîòîííûìè. Åñëè æå 0 < a < 1

2 , òî êðèâûå èìåþò
òî÷êè ýêñòðåìóìîâ. Òàêèì îáðàçîì, îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ (23), (24)
â äàííîì ñëó÷àå � ïîëîñà − 1

a < y1 < 1
a . Ýòè ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà

ðèñóíêàõ 3 è 4.

Ðèñ. 3: R(Φ) â ñëó÷àå, êîãäà b = 0,
a ≥ 1

2 .
Ðèñ. 4: R(Φ) â ñëó÷àå, êîãäà b = 0,
0 < a < 1

2 .

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ (23), (24) äëÿ
ñëó÷àåâ 1a è 1b. Çàìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà îáà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ
ìàòðèöû ñèñòåìû (2) îòðèöàòåëüíû, òî R(Φ) = R2. Åñëè æå èìååòñÿ
ïîëîæèòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òî âèä R(Φ) ïðåäñòàâëåí
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íà ðèñóíêàõ 5 è 6.

Ðèñ. 5: R(Φ) â ñëó÷àå ðàâíûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû (2).

Ðèñ. 6: R(Φ) â ñëó÷àå ðàçëè÷íûõ
ïîëîæèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ìàòðèöû ñèñòåìû (2).

Íà ðèñóíêå 7 ïðåäñòàâëåíà ñïåöèàëüíàÿ îáëàñòü 0-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû
(1) â ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû (2) èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Íà ðèñóíêå 8 � îáëàñòü çíà÷åíèé îòîáðàæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ 1c, êîãäà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ñèñòåìû èìåþò íåîòðèöàòåëüíóþ âåùåñòâåí-
íóþ ÷àñòü.

Ðèñ. 7: Cïåöèàëüíàÿ îáëàñòü
0-óïðàâëÿåìîñòè ñèñòåìû (1) â
ñëó÷àå, êîãäà ìàòðèöà ñèñòåìû (2)
èìååò êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ.

Ðèñ. 8: Îáëàñòü çíà÷åíèé
îòîáðàæåíèÿ â ñëó÷àå, êîãäà
ìàòðèöà ñèñòåìû (2) èìååò
êîìïëåêñíûå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ.
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