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1. Введение
Пусть дана последовательность комплексных m × m матриц {sj}lj=0.

В матричной проблеме моментов на компактном интервале [a, b] требуется
описать все монотонно возрастающие матрицы-функции (далее по тексту -
МФ) σ, принимающие значения во множестве эрмитовых m × m матриц,
такие, что
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∫ b

a
tjdσ(t) = sj , 0 ≤ j ≤ l. (1)

Множество решений σ этой проблемы моментов обозначим черезMl. При
a = 0, b = 1 и m = 1 проблема моментов (1) была исследована в статье
Хаусдорфа [1]. При произвольных a < b и m = 1 проблема моментов (1)
была исследована М.Г. Крейном (см., например, [2]). При a < b и m ≥ 1
проблема моментов (1) была исследована в статье [3].

С каждой σ ∈Ml свяжем МФ

s(z) =

∫ b

a

dσ(t)

t− z
.

МФ s называется ассоциированной с проблемой моментов (1). Множест-
во МФ s, ассоциированных c проблемой (1), обозначим символом Fl. Из
формулы обращения Стилтьеса следует, что при нормировке σ(a) = 0,
σ(t − 0) = σ(t), t ∈ (a, b] соответствие между Fl и Ml, является
взаимно однозначным. Поэтому, вместо описания множестваMl, мы можем
ограничиться описанием множества Fl. Рассмотрим матричную проблему с
четным количеством моментов, т.е. l = 2n+ 1, n ∈ {N ∪ 0}.

С проблемой (1) свяжем следующие блочные матрицы

T(n) =


0m · · · 0m 0m
Im · · · 0m 0m
...

. . .
...

...
0m · · · Im 0m

 , v(n) =


Im
0m
...

0m

 , u(n) = −


s0
s1
...
sn

 ,

RT,(n)(z) = (Im(n+1) − zT(n))−1 =


Im 0m · · · 0m
zIm Im · · · 0m
...

...
. . .

...
znIm zn−1Im · · · Im

 , (2)

H̃1,(n) =


s0 s1 · · · sn
s1 s2 · · · sn+1
...

...
. . .

...
sn sn+1 · · · s2n

 , H̃2,(n) =


s1 s2 · · · sn+1

s2 s3 · · · sn+2
...

...
. . .

...
sn+1 sn+2 · · · s2n+1

 ,
u1,(n) = R−1T,(n)(a)u(n), u2,(n) = −R−1T,(n)(b)u(n),

H1,(n) = −aH̃1,(n) + H̃2,(n), H2,(n) = bH̃1,(n) − H̃2,(n).

Имеет место тождество сплетения

(a− b)RT,(n)(a)v(n)u
∗
1,(n)R

∗
T,(n)(a) = R−1T,(n)(b)RT,(n)(a)H1,(n) +H2,(n). (3)

Определение 1. Проблема моментов (1) называется вполне неопределен-
ной, если H1,(n) > 0, H2,(n) > 0.
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Определение 2. МФ

U(n)(z) =

[
α(n)(z) β(n)(z)

γ(n)(z) δ(n)(z)

]
=

[
Im − (z − a)u∗2R

∗
T (z̄)H−12 RT (a)v

(z − a)(z − b)v∗R∗T (z̄)H−12 RT (a)v

u∗1R
∗
T (z̄)H−11 RT (a)u1

Im + (z − a)v∗R∗T (z̄)H−11 RT (a)u1

] (4)

называется резольвентной матрицей проблемы моментов (1).

Определение 3. Пара мероморфных в C\[a, b] МФ [p, q] называется R[a, b]
– парой, если существует дискретное в C \ [a, b] множество Dpq, такое,
что

(i) МФ p и q голоморфны в C \ {Dpq ∪ [a, b]} ,

(ii) [p(z), q(z)]

[
p∗(z)
q∗(z)

]
> 0m, z ∈ C \ {Dpq ∪ [a, b]} ,

(iii) [(z − a)p(z), q(z)]
J

ı(z̄ − z)

[
(z̄ − a)p∗(z)

q∗(z)

]
≥ 0m, z ∈ C± \ Dpq,

(iv) [(b− z)p(z), q(z)] J

ı(z̄ − z)

[
(b− z̄)p∗(z)

q∗(z)

]
≥ 0m, z ∈ C± \ Dpq.

Пусть m × m МФ Q мероморфна и мероморфно обратима в C \ [a, b].
Обозначим DQ дискретное в C \ [a, b] множество особых точек МФ Q и
Q−1. Две R[a, b]–пары [p1(z), q1(z)] и [p2(z), q2(z)] назовем эквивалентными,
если для всех z ∈ C \ {[a, b] ∪ Dp1q1 ∪ Dp2q2 ∪ DQ} выполнены равенства
p2(z) = p1(z)Q(z), q2(z) = q1(z)Q(z). Множество классов эквивалентности
R[a, b]–пар обозначим через R∞[a, b].

Теорема 1 (A.E. Choce Rivero, Yu.M. Dyukarev, B. Fritzshe, B. Kirs-
tein [3]). Пусть задана проблема моментов (1). И пусть МФ α(n), β(n),
γ(n), δ(n) определены в (4). Тогда дробно-линейное преобразование

s(z) = U(n)(z)

{[
p(z)
q(z)

]}
=

= {αk(z)p(z) + βk(z)q(z)} {γk(z)p(z) + δk(z)q(z)}−1
(5)

задает взаимно однозначное соответствие между F2n+1 и R∞[a, b].

Приведем результаты по мультипликативной структуре резольвентной
матрицы проблемы моментов, следуя работе [4].

Рассмотрим блочное представление матриц Hr,(n)

Hr,(n) =

[
Hr,(n−1) Br,(n)

B∗r,(n) Cr

]
=

[
Inm 0nm×m

B∗r,(n)H
−1
r,n Im

]
×

×
[
Hr,(n−1) 0nm×m
0m×nm Ĥr,n

] [
Inm H−1r,nBr,(n)

0m×nm Im

]
,
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здесь
Ĥr,n = Cr −B∗r,(n)H

−1
r,(n−1)Br,(n), r = 1, 2. (6)

Пусть матрицы w1,n и v̂n, n ∈ N определены формулами

w1,n = −sn −B∗1,(n)H
−1
1,(n−1)RT,(n−1)(a)u1,(n−1), w1,0 = u1,(0) = −s0,

v̂n = anIm −B∗2,(n)H
−1
2,(n−1)RT,(n−1)(a)v(n−1), v̂0 = Im, w2,n = −w1,n.

(7)

Определение 4. МФ

bp(z) =

[
α̂(p)(z) β̂(p)(z)

γ̂(p)(z) δ̂(p)(z)

]
=

=

[
Im − (z − a)w∗2,pĤ

−1
2,p v̂p w∗1,pĤ

−1
1,pw1,p

(z − a)(z − b)v̂∗pĤ−12,p v̂p Im + (z − a)v̂∗pĤ
−1
1,pw1,p

] (8)

называются множителями Бляшке-Потапова матричной проблемы момен-
тов (1) (0 ≤ p ≤ n).

Теорема 2 (И.Ю. Серикова [4]). Резольвентная матрица U(n)(z) вполне
неопределенной проблемы моментов (1) допускает мультипликативное
представление

U(n)(z) = b0(z)× b1(z)× · · · × bn(z), (9)

здесь множители Бляшке-Потапова bp(z) определяются формулой (8).

2. Обобщенные параметры Шура.

Определение 5. Обобщенными параметрами Шура для вполне неопреде-
ленной проблемы моментов (1) называются матрицы (k > 0)

ŝ0,0 = s0, ŝ1,0 = s1,

ŝ0,k =
1

b− a
v̂−1k

(
(b− a)s2k −B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k) −B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k ,

ŝ1,k =
1

b− a
v̂−1k

(
(b− a)s2k+1 − bB∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k) − aB∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k ,

(10)

здесь Ĥ1,k, Ĥ2,k, v̂k определяются формулами (6) и (7).

Замечание 1. Обратимость матриц v̂k следует из (см. [4])

(a− b)v̂kw∗1,k = Ĥ1,k + Ĥ2,k > 0m. (11)
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Лемма 1. Пусть дана вполне неопределенная проблема моментов (1).
Матрицы w1,k (7) допускают представление

akw1,k = −s2k +B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)B̃1,(k). (12)

Здесь

B̃1,(k) =

 sk
...

s2k−1

 .

Доказательство. Запишем равенство (12) в эквивалентном виде (см. (7))

s2k = B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)

(
aku(k−1) + B̃1,(k)

)
+ aksk. (13)

Получим

s2k −B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)

(
aku(k−1) + B̃1,(k)

)
− aksk = s2k −B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)×

×
(
ak−1h1 + ak−2h2 + · · ·+ hk

)
− aksk.

Здесь hi ∈ Ckm×m – i-й столбец блочной матрицы H1,(k−1).
Из (6) окончательно получим

s2k −B∗1,(k)

ak−1


Im
0m
...

0m

+ ak−2


0m
Im
...

0m

+ · · ·+


0m
0m
...
Im


−

− aksk = s2k −
(
aksk − s2k

)
− aksk = 0m.

Лемма 1 доказана.

Теорема 3. Множители Бляшке–Потапова (8) представимы в виде

bk(z) =

[
Im + (z − a)ŝ0,k(bŝ0,k − ŝ1,k)−1 ŝ0,k(−aŝ0,k + ŝ1,k)−1ŝ0,k
(z − a)(z − b)(bŝ0,k − ŝ1,k)−1 Im − (z − a)(−aŝ0,k + ŝ1,k)−1ŝ0,k

]
,

(14)
здесь ŝ0,k, ŝ1,k – обобщенные параметры Шура (10).

Доказательство. Покажем, что матрицы −aŝ0,k + ŝ1,k и bŝ0,k − ŝ1,k
обратимы. Имеем

− aŝ0,k + ŝ1,k =
1

b− a
v̂−1k

(
(b− a)(−as2k + s2k+1) + aB∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k)+

+aB∗2,(k)H
−1
2,(k−1)B2,(k) − bB∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k) − aB∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k =

= v̂−1k

(
(−as2k + s2k+1)−B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k)

)
v̂−1∗k =

= v̂−1k

(
C1 −B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k)

)
v̂−1∗k = v̂−1k Ĥ1,kv̂

−1∗
k > 0m.
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В этой цепочке равенств первое следует из (10), а третье и четвёртое – из (6).
Таким образом,

Ĥ1,k = v̂k (−aŝ0,k + ŝ1,k) v̂∗k. (15)

Аналогично,

bŝ0,k − ŝ1,k =
1

b− a
v̂−1k

(
(b− a)(bs2k − s2k+1)− bB∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k)−

−bB∗2,(k)H
−1
2,(k−1)B2,(k) + bB∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k) + aB∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k =

= v̂−1k

(
(bs2k − s2k+1)−B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k =

= v̂−1k

(
C2 −B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k)

)
v̂−1∗k = v̂−1k Ĥ2,kv̂

−1∗
k > 0m.

Таким образом,
Ĥ2,k = v̂k (bŝ0,k − ŝ1,k) v̂∗k. (16)

Из вполне неопределённости и представления (6) следует, что Ĥ1,k > 0 и
Ĥ2,k > 0. Из невырожденности v̂k и формул (15), (16) следует обратимость
−aŝ0,k + ŝ1,k и bŝ0,k − ŝ1,k соответственно.

Для w1,kv̂
∗
k имеем

(a− b)w1,kv̂
∗
k = (a− b)

(
−sk −B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)RT,(k−1)(a)u1,(k−1)

)(
akIm−

−v∗(k−1)R
∗
T,(k−1)(a)H−12,(k−1)B2,(k)

)
= −ak(a− b)sk − ak(a− b)B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)×

×RT,(k−1)(a)u1,(k−1) + (a− b)skv∗(k−1)R
∗
T,(k−1)(a)H−12,(k−1)B2,(k) + (a− b)×

×B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)RT,(k−1)(a)u1,(k−1)v

∗
(k−1)R

∗
T,(k−1)(a)H−12,(k−1)B2,(k) =

= −ak(a− b)sk − ak(a− b)B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)RT,(k−1)(a)u1,(k−1) + (a− b)sk×

× v∗(k−1)R
∗
T,(k−1)(a)H−12,(k−1)B2,(k) +B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)

(
H1,(k−1)R

∗
T,(k−1)(a)×

×R−1∗T,(k−1)(b) + H2,(k−1)
)
H−12,(k−1)B2,(k) = −ak(a− b)sk − ak(a− b)×

×B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)RT,(k−1)(a)u1,(k−1) + (a− b)skv∗(k−1)R

∗
T,(k−1)(a)H−12,(k−1)×

×B2,(k) +B∗1,(k)R
∗
T,(k−1)(a)R−1∗T,(k−1)(b)H

−1
2,(k−1)B2,(k) +B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B2,(k).

В этой цепочке равенств первое равенство следует из (7), а третье – из (3).
Далее имеем

(a− b)w1,kv̂
∗
k=− ak(a− b)sk+B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)

(
−ak(a− b)RT,(k−1)(a)u1,(k−1)+

+B2,(k)

)
+
(

(a− b)skv∗(k−1) +B∗1,(k)R
−1∗
T,(k−1)(b)

)
R∗T,(k−1)(a)H−12,(k−1)B2,(k).

Из очевидного равенства

R−1T,(k−1)(b)B1,(k) +R−1T,(k−1)(a)B2,(k) = (b− a)v(k−1)sk
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и равенства (13) получим

(a− b)w1,kv̂
∗
k=− ak(a− b)sk+B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)

(
−ak(a− b)u(k−1)+B1,(k) +B2,(k)

)
−

−B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)B1,(k) −B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k) =ak(b− a)sk+(b− a)B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)×

×
(
aku(k−1)+B̃1,(k)

)
−B∗1,(k)H

−1
1,(k−1)B1,(k) −B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k) =

= (b− a)s2k −B∗1,(k)H
−1
1,(k−1)B1,(k) −B∗2,(k)H

−1
2,(k−1)B2,(k).

Отсюда
w1,k = −v̂kŝ0,k, w2,k = v̂kŝ0,k

И из (15), (16) следует представление (14).
Теорема 3 доказана.

3. Пошаговый процесс Шура.

Теорема 4. Пусть дана усеченная вполне неопределенная проблема мо-
ментов (1) и множители Бляшке–Потапова bk определены формулой (8).
Тогда множество всех ассоциированных МФ F2n+1 описывается суперпози-
цией дробно-линейных преобразований

s(z) = b0(z)

{
· · · bn−1(z)

{
bn(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·
}
,

[
p(z)
q(z)

]
∈ R∞[a, b].

Здесь (0 ≤ k ≤ n)

bk(z)

{[
p(z)
q(z)

]}
:=
[
α̂k(z)p(z) + β̂k(z)q(z)

] [
γ̂k(z)p(z) + δ̂k(z)q(z)

]−1
, (17)

а α̂k, β̂k, γ̂k, δ̂k определены в (8).

Доказательство. При k = 0 корректность дробно-линейного преобразо-
вания (17) следует из равенства b0(z) = U0(z) и теоремы 1. Из формулы
(14) следует, что все множители Бляшке–Потапова bk(z) имеют структуру
аналогичную структуре резольвентной матрицы U0(z). Таким образом, пре-
образование (17) определено корректно для всех k ≥ 0. В частности,
определены дробно-линейные преобразования над парой col[s(z), Im] ∈
R∞[a, b], здесь s(z)– неванлинновская матрица-функция, удовлетворяющая
условиям s(x) ≥ 0m, x ∈ (−∞, a) и s(x) ≤ 0m, x ∈ (b, +∞).

bk(z)

{[
s(z)
Im

]}
,

которые обозначим

bk(z){s(z)} := bk(z)

{[
s(z)
Im

]}
.
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Таким образом, корректно определена суперпозиция дробно-линейных пре-
образований

b0(z)

{
· · · bk−1(z)

{
bk(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·
}

для col[p(z), q(z)] ∈ R∞[a, b], k ≥ 0. Эта суперпозиция является дробно-
линейным преобразованием, матрица которого равна произведению b0(z) ×
b1(z)× · · · × bn(z). Далее имеем

b0(z)

{
· · · bn−1(z)

{
bn(z)

{[
p(z)
q(z)

]}}
· · ·
}

=

= (b0(z)× b1(z)× · · · × bn(z))

{[
p(z)
q(z)

]}
= U(n)(z)

{[
p(z)
q(z)

]}
= s(z).

Здесь второе равенство следует из (9), а третье – из (5).
Теорема 4 доказана.
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