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1. Невырожденные системы линейных разностных уравнений

Исследуем задачу о нахождении ограниченных решений z(k) ∈ Rn систе-
мы линейных разностных уравнений

z(k + 1) = A(k)z(k) + f(k), k = 0, 1, 2, ... ; (1)

здесь A(k) ∈ Rn×n — ограниченные матрицы и f(k) — действительные огра-
ниченные вектор-столбцы. Как известно [1], общее решение задачи Коши

z(0) = c ∈ Rn

для однородной части невырожденной (detA(k) 6= 0) системы разностных
уравнений (1) представимо в виде:

z(k) = X(k)c, c ∈ Rn;
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здесь X(k) — нормальная фундаментальная матрица:

X(k + 1) = A(k)X(k), X(0) = In.

Одной из фундаментальных матриц является, в частности, матрица

X(k) =
k−1∏
j=0

A(j).

Общее решение задачи Коши z(0) = c ∈ Rn для неоднородной части невыро-
жденной (detA(k) 6= 0) системы разностных уравнений (1) представимо в
виде:

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k) := X(k)
k−1∑
j=0

X−1(j + 1)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для системы разностных уравнений (1).

2. Стандартное разложение матрицы.

Предположим, что матрица A(k) имеет постоянный ранг, а именно:

1 ≤ rank A(k) = σ.

Как известно [6, 7, 8], любая (m× n)− матрица A(k) в определенном базисе
может быть представлена в виде стандартного разложения

A(k) = R(k) · Jσ · S(k), Jσ :=

(
Iσ O
O O

)
;

здесь R(k) и S(k) — ограниченные невырожденные матрицы. Стандартное
разложение матрицы A(k) ∈ Rn×n может быть получено при помощи сингу-
лярного разложения матрицы [9]

A(k) = Φ(k)ΛΨ(k),

где Φ(k) ∈ Rn×n и Ψ(k) ∈ Rn×n — унитарные матрицы и Λ ∈ Rn×n — диаго-
нальная матрица:

Λ :=

(
Λσ O
O O

)
, det Λσ 6= 0.

Используя сингулярное разложение A(k) = Φ(k) Λ Ψ(k), находим невыро-
жденные матрицы

R(k) = Φ(k), S(k) =

(
Λσ O
O In−σ

)
Ψ(k),
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необходимые для нахождения стандартного разложения матрицы A(k).

Пример 1. Матрица

A =

 0 3 3
1 0 0
2 0 0


приводится к стандартному разложению посредством матриц

R =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , S =

 0 3 3√
5 0 0

0 − 1√
2

1√
2

 .

Действительно, rank A = 2, при этом сингулярное разложение определя-
ют матрицы

Φ =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , Ψ =

 0 1√
2

1√
2

1 0 0
0 − 1√

2
1√
2

 , Jσ =

 3
√

2 0 0

0
√

5 0
0 0 0

 .

Таким образом, находим матрицы R = Φ и S, необходимые для нахождения
стандартного разложения матрицы A.

3. Регуляризация задачи Коши для системы
линейных разностных уравнений

Задача о нахождении ограниченных решений системы линейных разно-
стных уравнений (1) существенно усложняется в случае ее вырождения, а
именно: при условии detA(k) = 0 хотя бы для некоторых k = 0, 1, 2, ... .
В этом случае для нахождения ограниченных решений системы линей-
ных разностных уравнений (1) можно использовать технику регуляризации
[2, 3, 4, 5]. Возмущение квадратной, но вырожденной матрицы A(k) будем
искать в виде

A(k, ε) := A(k) + εΩ(k), Ω(k) ∈ Rn×n, k = 0, 1, 2, ... ,

предполагая матрицу A(k, ε) невырожденной и ограниченной. Таким обра-
зом, приходим к задаче о нахождении ограниченных решений

z(k, ε) ∈ Rn, k = 0, 1, 2, ...

регуляризованной системы линейных разностных уравнений

z(k + 1, ε) = A(k, ε)z(k, ε) + f(k), k = 0, 1, 2, ... . (2)

Поскольку любая (n×n) – матрица A(k) постоянного ранга σ в определенном
базисе может быть представлена в виде стандартного разложения A(k) =
R(k) · Jσ · S(k), постольку возмущение матрицы A(k) представимо в виде

Ω(k) = R(k) · J̌σ · S(k), J̌σ :=

(
O O
O In−σ

)
.
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Общее решение задачи Коши

z(0, ε) = c ∈ Rn

для однородной части невырожденной (detA(k, ε) 6= 0) системы разностных
уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c, c ∈ Rn;

здесь X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(k + 1, ε) = A(k, ε)X(k, ε), X(0, ε) = In.

Одной из фундаментальных матриц является, в частности, матрица

X(k, ε) =
k−1∏
j=0

A(j, ε).

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризо-
ванной системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j), c ∈ Rn.

Таким образом, доказана следующая теорема.

Теорема 1 Предположим, что (n×n) – матрица A(k) имеет постоянный
ранг, а именно:

1 ≤ rank A(k) = σ < n.

Тогда общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуля-
ризованной системы разностных уравнений (2) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ Rn;

здесь

K[f(j)](k, ε) := X(k, ε)

k−1∑
j=0

X−1(j + 1, ε)f(j)

— оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных
уравнений (2).

Пример 2. Найдем решение системы разностных уравнений первого поряд-
ка

z(k + 1) = Az(k) + f(k), k = 0, 1, 2, 3, (3)
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где

A =

 0 1 2
1 0 0
2 0 0

 , f(k) =

 1
2
3

 .

Для нахождения возмущенной матрицы

A(k, ε) =
1

5

 0 5 10
5 4 ε −2 ε
10 −2 ε ε

 , A(k, 0) = A,

определяющей регуляризованную систему линейных разностных уравнений
используем возмущение матрицы A в виде

Ω = R · J̌σ · S, Jσ :=

 0 0 0
0 0 0
0 0 1

 ,

где

R =

 1 0 0
0 1√

5
− 2√

5

0 2√
5

1√
5

 , S =

 0 1 2√
5 0 0

0 − 2√
5

1√
5

 .

При этом X(k, ε) — нормальная фундаментальная матрица:

X(0, ε) = I3, X(1, ε) = A(k, ε),

кроме того

X(2, ε) =
1

5

 25 0 0
0 5 + 4 ε2 2

(
5− ε2

)
0 2

(
5− ε2

)
20 + ε2

 ,

X(3, ε) =
1

5

 0 25 50
25 4 ε3 −2 ε3

50 −2 ε3 ε3

 .

Общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной регуляризо-
ванной системы разностных уравнений для системы (3) представимо в виде:

z(k, ε) = X(k, ε)c+K[f(j)](k, ε), c ∈ R3;

здесь

K[f(j)](1, ε) = f(1), K[f(j)](2, ε) =

 45
15 + 2 ε
25− ε

 ,

K[f(j)](3, ε) =
1

5

 70
55 + 2 ε+ 2 ε2

105− ε− ε2


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— оператор Грина регуляризованной задачи Коши для системы разностных
уравнений (3). При этом нормальная фундаментальная матрица X(k, ε) и
оператор Грина задачи Коши для регуляризованной системы разностных
уравнений (3) K[f(j)](k, ε) непрерывны по ε :

X(k, ·), K[f(j)](k, ·) ∈ C[0, ε0],

поэтому общее решение задачи Коши z(0, ε) = c ∈ Rn для неоднородной
регуляризованной системы разностных уравнений для системы (3) z(k, ε) при
ε = 0 обращается в точное решение z(k) системы разностных уравнений (3)

z(k) = X(k)c+K[f(j)](k), c ∈ R3;

здесь

X(1) = I3, X(2) =

 5 0 0
0 1 2
0 2 4

 , X(3) =

 0 5 10
5 0 0
10 0 0


— нормальная фундаментальная матрица и

K[f(j)](1) = f(1), K[f(j)](2) =

 9
3
5

 , K[f(j)](3) =

 14
11
21


— обобщенный оператор Грина вырожденной задачи Коши для системы ра-
зностных уравнений (3).

Доказанная теорема обобщает соответствующие результаты [1] на случай
необратимости матрицы A(k). Кроме того, полученные результаты анало-
гично [10] могут быть использованы в теории устойчивости для систем ра-
зностных уравнений, а также аналогично [11, 12] — в теории нелинейных
нетеровых краевых задач для систем разностных уравнений.

Acknowledgement. Работа выполнена при финансовой поддержке Госу-
дарственного фонда фундаментальных исследований. Номер государствен-
ной регистрации 0115U003182.
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С.М.Чуйко Про регуляризацiю задачi Кошi для системи лiнiйних рiзнице-
вих рiвнянь. У статтi запропоновано оригiнальнi умови регуляризацiї, а також схе-
ма знаходження розв’язкiв лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь, при
цьому iстотно використано технiку псевдообернення матриць за Муром-Пенроузом.
Поставлена в статтi задача продовжує дослiдження умов регуляризацiї лiнiйних не-
терових крайових задач, наведених у монографiях М.В. Азбелева, В.П. Максимо-
ва, Л.Ф. Рахматуллiної, А.М. Самойленка та О.А. Бойчука. Дослiджено загальний
випадок, коли лiнiйний обмежений оператор, вiдповiдний до однорiдної частини лi-
нiйної задачi Кошi, не має оберненого. У статтi побудовано узагальнений оператор
Грiна та знайдений вигляд лiнiйного збурення регулярiзованої лiнiйної задачi Кошi
для системи рiзницевих рiвнянь. Запропонованi умови регуляризацiї, а також схема
знаходження розв’язкiв лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь деталь-
но проiлюстровано на прикладах. На вiдмiну вiд попереднiх статей авторiв, задача
про регуляризацiю лiнiйної задачi Кошi для системи рiзницевих рiвнянь розв’язана
конструктивно, причому отриманi достатнi умови iснування розв’язку задачi про
регуляризацiю.
Ключовi слова: регуляризацiя; задача Кошi; лiнiйнi рiзницевi рiвняння; псевдообер-
нена матриця.
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S.M.Chuiko, Ya.V.Kalinichenko On the regularization of the Cauchy problem for
a system of linear difference equations. The article proposes unusual regularization
conditions as well as a scheme for finding solutions of the linear Cauchy problem for a
system of difference equations in the critical case, significantly using the Moore-Penrose
matrix pseudo-inversion technology. The problem posed in the article continues the study
of the regularization conditions for linear Noetherian boundary value problems in the cri-
tical case given in the monographs by S.G. Krein, N.V. Azbelev, V.P. Maksimov, L.F.
Rakhmatullina, A.M. Samoilenko and A.A. Boichuk. The general case is studied in whi-
ch a linear bounded operator corresponding to a homogeneous part of a linear Cauchy
problem has no inverse. In the article, a generalized Green operator is constructed and
the type of a linear perturbation of a regularized linear Cauchy problem for a system
of difference equations in the critical case is found. The proposed regularization conditi-
ons, as well as the scheme for finding solutions to linear Cauchy problems for a system
of difference equations in the critical case, are illustrated in details with examples. In
contrast to the earlier articles of the authors, the regularization problem for a linear
Cauchy problem for a system of difference equations in the critical case has been resolved
constructively, and sufficient conditions has been obtained for the existence of a solution
to the regularization problem. Keywords: regularization scheme; Cauchy problem, linear
difference equations; pseudoinverse matrices.
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