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Получены достаточные условия существования единственного положе-
ния равновесия задачи Коши для дифференциально-алгебраических
уравнений. Предложена конструктивная схема построения положения
равновесия задачи Коши в общем случае, когда линейный оператор L,
соответствующий однородной части уравнения, не имеет обратного.
Ключевые слова: дифференциально-алгебраические матричные уравне-
ния; псевдообратные матрицы.

СысоевД. В. Умови iснування єдиного положення рiвноваги зада-
чi Кошi для лiнiйних матричних диференцiально-алгебраїчних
рiвнянь. Встановлено достатнi умови iснування єдиного положення
рiвноваги задачi Кошi для диференцiально-алгебраїчних рiвнянь. Запро-
понована конструктивна схема побудови положення рiвноваги задачi Кошi
у випадку, коли лiнiйний оператор L, вiдповiдний однорiдної частини
рiвняння, не має оберненого.
Ключовi слова: диференцiально-алгебраїчнi матричнi рiвняння; псевдо-
обернена матриця.

D.V. Sysoev. A сondition for the existence of a unique equilibrium
position of the Cauchy problem for linear matrix differential-
algebraic equations. Sufficient conditions for the existence of a unique
equilibrium position of the Cauchy problem for differential-algebraic equations
are proposed. The paper proposes a constructive scheme of the equilibrium
position in the Cauchy problem in the general case, when a linear operator L,
corresponding to homogeneous of the equation, has no inverse.
Keywords: differential-algebraic matrix equation; pseudoinverse matrix.
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1. Постановка задачи

Исследуем задачу о построении решений [1]

Z(t) ∈ C1
α×β[a, b] := C1[a, b]⊗ Rα×β

задачи Коши для матричного дифференциально-алгебраического уравнения

AZ ′(t) = BZ(t) + F(t), Z(a) = A, A ∈ Rα×β. (1)

Здесь [2, 3]

AZ ′(t) :=

p∑
i=1

Si(t)Z
′(t)Ri(t), BZ(t) :=

q∑
j=1

Φj(t)Z(t)Ψj(t)

— линейные матричные операторы,

Si(t),Φi(t) ∈ Cγ×α[a, b], Ri(t),Ψj(t) ∈ Cβ×δ[a, b], F (t) ∈ Cγ×δ[a, b]

— непрерывные матрицы; кроме того α, β, γ, δ ∈ N — произвольные нату-
ральные числа. Матричное дифференциально-алгебраическое уравнение (1)
обобщает традиционные постановки, как для матричных дифференциальных
уравнений [4, 5], так и для дифференциально-алгебраических уравнений [6,
7, 8]. Изучение краевых задач, как матричных, так и для дифференциально-
алгебраических уравнений основано на исследовании алгебраических мат-
ричных уравнений, в частности, результаты, полученные для матрично-
го дифференциального уравнения Риккати [4], опираются на исследования
матричного алгебраического уравнения типа Ляпунова [9]; результаты ста-
тей [2, 3, 5] опираются на исследования матричных уравнений типа Сильве-
стра и, в частности, уравнения типа Ляпунова [9, 10, 11, 12].

Особенностью задачи Коши (1) для дифференциально-алгебраических
уравнений [6, 7, 8] является некорректность ее постановки в классе C1

α×β[a, b]
при произвольных α, β, γ, δ ∈ N и F (t) ∈ Cγ×δ[a, b] [13, 14]. Поставим следую-
щую задачу: для каких классов задача Коши (1) имеет единственное решение
при произвольных α, β, γ, δ ∈ N и F (t) ∈ Cγ×δ[a, b]. Обозначим{

Θj

}β·γ
j=1

∈ Rβ×γ

естественный базис [15] пространства Rβ×γ . Задача о нахождении решений
матричного дифференциально-алгебраического уравнения (1) приводит к за-
даче о нахождении вектора z(t) ∈ C1

α·β[a; b], компоненты которого zj(t) опре-
деляют разложение матрицы

Z(t) =

α·β∑
j=1

Ξ(j)zj(t), zj(t) ∈ C1[a; b], j = 1, 2, ... , α · β.
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Определим оператор M[A] : Rm×n → Rm·n как оператор, который ставит
в соответствие матрице A ∈ Rm×n вектор-столбец B :=M[A] ∈ Rm·n, состав-
ленный из n столбцов матрицы A, а также обратный оператор [12]

M−1

[
B
]

: Rm·n → Rm×n,

который ставит в соответствие вектору B ∈ Rm·n матрицу A ∈ Rm×n. Линей-
ный дифференциально-алгебраический матричный оператор AZ ′(t) по опре-
делению представим в виде

AZ ′(t) =

αβ∑
j=1

A Ξ(j)(t)z′j(t),

при этом

M
[
AZ ′(t)

]
= Ω(t) · z′(t), Ω(t) :=

[
Ωj(t)

]α·β
j=1

∈ Rγ·δ×α·β,

где
Ωj(t) =M

[
A Ξ(j)(t)

]
, j = 1, 2, ... , α · β.

Аналогично

M
[
BZ(t)

]
=Θ(t) ·z(t), Θ(t) : =

[
Θj(t)

]α·β
j=1

∈ Rγ·δ×α·β, Θj(t)=M
[
B Ξ(j)(t)

]
.

Таким образом, задача о построении решений дифференциально-алгебраи-
ческого уравнения (1) приведена к задаче о нахождении решений

z(t) ∈ C1
α·β×1[a; b]

традиционного дифференциально-алгебраического уравнения [6, 7]

Ω(t) · z′(t) = Θ(t) · z(t) + F(t), F(t) :=M
[
F (t)

]
. (2)

2. Основной результат

При условии [2, 3, 5]

PΩ∗(t)Θ(t) = 0, PΩ∗(t)F(t) = 0 (3)

система (2) разрешима относительно производной

dz

dt
= Ω+(t)Θ(t)z + F(t, ϕ(t)), F(t, ϕ(t)) := Ω+(t)F(t) + PΩr(t)ϕ(t).
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Здесь PΩr(t) — (α · β × r)-матрица, составленная из r линейно-независимых
столбцов (α·β×α·β)-матрицы-ортопроектора PΩ(t) : Rα·β → N(Ω(t)). В случае

A := Ω+(t)Θ(t), f := Ω+(t)F(t), PΩr(t) = const (4)

система (2) приводится к виду

z′ = Az + PΩrcr + f, cr ∈ Rr. (5)

Таким образом, при условиях (3) и (4) система (2) имеет положения равно-
весия z = const, для нахождения которых приходим к уравнению

Qc+ f = 0, Q := ( A PΩr ), c := col (z, cr) ∈ Rαβ+r. (6)

При условии PQ∗f = 0 (и только при нем) уравнение (6) разрешимо:

z = ( Iαβ O )( PQρcρ −Q+f), cr = ( O Ir )( PQρcρ −Q+f).

Здесь PQρ — ((αβ+ r)× ρ)-матрица, составленная из ρ линейно-независимых
столбцов ((αβ + r) × (αβ + r))-матрицы-ортопроектора PQ : Rα·β+r → N(Q).
Таким образом, при условиях (3) и (4) система (2) имеет положения равно-
весия

z = D cρ +K[f ], D := ( Iαβ O )PQρ ∈ R(α·β+r)×ρ, K[f ] := − ( Iαβ O )Q+f,

определяющие решение задачи Коши (1) в случае

D cρ +K[f ] =M(A).

Последнее уравнение разрешимо тогда и только тогда, когда

PD∗

{
M(A)−K[f ]

}
= 0. (7)

Здесь PD∗ — (αβ × αβ)-матрица-ортопроектор PD∗ : Rαβ → N(D). Итак,
при условиях (3), (4) и (7) задача Коши (1) имеет единственное положение
равновесия

Z(cr) =M−1

[
DD+M(A)

]
+M−1

{
PD∗K[f ]

}
.

Таким образом, доказано следующее утверждение.

Теорема 0.1 При условиях (3), (4) и (7) задача Коши (1) имеет единствен-
ное положение равновесия

Z(cr) = W (A) +K[F(t)],
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представленное суммой решения однородного F (t) = 0 уравнения (1)

Z(cr) = W (A) :=M−1

[
DD+M(A)

]
и частного решения неоднородной задачи Коши (1)

Z(cr) = K[F(t)] :=M−1

{
PD∗K[f ]

}
.

Пример 0.1 Условиям доказанной теоремы 0.1 удовлетворяет матричная
задачи Коши

AZ ′(t) = BZ(t) + F(t), Z(0) = A, A ∈ Rα×β; (8)

здесь

AZ ′(t) =
2∑
i=1

Si Z ′(t)Ri, S1 :=


0 0 0
0 0 0
0 0 1
0 1 0

 , S2 :=


0 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0

 ,

R1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)
, R2 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
, Ψ1 :=

(
0 0 0
0 1 0

)
,

BZ(t) :=
2∑
i=1

Φi Z
′(t) Ψi, Φ1 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 , Φ2 :=


0 0 0
0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

Ψ2 :=

(
0 1 0
0 1 0

)
, A :=

1

5

(
5 5 −1
5 5 −2

)∗
, F(t) :=


0 0 0
0 1 0
0 0 0
0 0 0

 .

Естественный базис пространства R3×2 составляют матрицы

Ξ1 :=

(
1 0 0
0 0 0

)∗
, Ξ2 :=

(
0 1 0
0 0 0

)∗
, ... , Ξ6 :=

(
0 0 0
0 0 1

)∗
.

Ключевые при исследовании уравнения (8) матрицы имеют вид

Ω :=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0



∗
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и

Θ :=



0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 0 0



∗

;

при этом условие (3) выполнено: PΩ∗(t)Θ(t) = 0, PΩ∗(t)F(t) = 0, кроме того

A =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0

 , f(t) =



0
0
0
0
1
0

 , PΩr(t) =



5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 5
0 0 −1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0


— константы, следовательно, условие (4) также выполнено. Матрицы

D =



5 0 0 0 0
0 5 0 0 0
0 0 2 0 0
0 0 0 5 0
0 0 0 0 5
0 0 −1 0 0

 , PD∗ =



0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 4

 ,

а также оператор Грина задачи Коши для системы (5)

K[f ] =
1

5

(
0 0 −1 0 0 −2

)
позволяют проверить условие (7). Поскольку все требования доказанной тео-
ремы 0.1 выполнены, задача Коши (8) имеет единственное положение равно-
весия

Z(cr) = W (A) +K[F(t)],

где

W (A) =

 1 1
1 1
0 0

 , K[F(t)] = −1

5

 0 0
0 0
1 1

 .

Доказанная теорема может быть использована при решении дифференци-
альных уравнений Риккати и Бернулли [4], при решении линейных краевых
задач для матричных дифференциальных уравнений [3, 5, 16], а также в тео-
рии устойчивости движения [17, 18]. Полученные результаты аналогично [19]
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могут быть перенесены на обобщенные уравнения, содержащие неизвестные
матрицы различных размерностей.
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