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Multiparticle production mechanism is one of the most phenomena that the high-energy physics concerns. In this work, the 
evolutionary genetic algorithm (GA) is used to optimize the parameters of the back-propagation neural networks (BPNN). The hybrid 

evolutionary-neuro model (GA-BPNN) was trained to simulate the rapidity distribution 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of positive and negative pions 

for p Au, p Ag and p Mg− − − interactions at lab momentum Lab(P )  =100 GeV/c. Also, for total charged, positive and negative pions 
for p Ar, p Xe− −  interactions at LabP = 200 GeV/c. Finally, total charged particles for p Pb− collision at center-of-mass energy 

( )s  = 5.02 TeV are simulated. An efficient ANN network with different connection parameters (weights and biases) have been 

designed by the GA to calculate and predict the rapidity distribution as a function of the lab momentum Lab(P ) , mass number (A) and 
the number of particles per unit solid angle (Y). Our simulated results have been compared with the experimental data and the 
matching has been clearly found. It is indicated that the developed GA-BPNN model for rapidity distribution was more successful. 
KEY WORDS: High and ultrahigh energy physics, hadron-nucleus (h-A) interactions, rapidity distribution, modeling and 
simulation, hybrid evolutionary-neuro model 
 

ЗАСТОСУВАННЯ ГЕНЕТИЧНОГО АЛГОРИТМУ–АЛГОРИТМУ НЕЙРОННОЇ МЕРЕЖІ ЗІ ЗВОРОТНИМ 
ЗВ'ЯЗКОМ У ФІЗИЦІ ВИСОКИХ ЕНЕРГІЙ 

Механізм створення багаточасткових пучків є одним із великого ряду явищ, пов'язаних з  фізикою високих енергій. У цій 
роботі використовується еволюційний генетичний алгоритм (GA), для оптиміззації параметрів нейронних мереж із 
зворотним зв'язком (BPNN). Гібридна еволюційна нейромодель (GA - BPNN) була підготовлена для моделювання розподілу 

швидкості 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 потоків позитивних і негативних піонів достатніх для взаємодії p Au, p Agand p Mg− − − , при 

імпульсі в лабораторній системі ( LabP ) =100 GeV/c, а також для усього об'єму заряджених позитивних і негативних піонів для 
взаємодій p Ar, p Xe− −  при LabP  = 200 GeV/c. І, нарешті, моделюється повний об'єм заряджених часток для зіткнення 

p Pb− при енергії в системі центра мас ( )s  = 5.02 TeV. За допомогою GA розроблена ефективна мережа ANN з різними 

параметрами зв'язку (вага і зміщення), щоб вичислити і передбачити розподіл швидкостей як функцію експериментального 
імпульсу, масового числа (A) і кількості часток на тілесний кут (Y). Будо проведено порівняня результатів нашого 
моделювання з експериментальними даними, і була визначена їх відповідність один одному. Відмічено, що модернізована 
модель GA - BPNN для розподілу швидкості дає вищі результати. 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: фізика високих і надвисоких енергій, адронно-ядерні (h - A) взаємодії, розподіл швидкостей, 
розрахунок і моделювання, гібридна еволюційна нейромодель 
 
ПРИМЕНЕНИЕ ГЕНЕТИЧЕСКОГО АЛГОРИТМА – АЛГОРИТМА НЕЙРОННОЙ СЕТИ С ОБРАТНОЙ СВЯЗЬЮ 

В ФИЗИКЕ ВЫСОКИХ ЭНЕРГИЙ 
Механизм создания многочастичных пучков является одним из большого ряда явлений, связанных с физикой высоких 
энергий. В этой работе используется эволюционный генетический алгоритм (GA) для оптимизации параметров нейронных 
сетей с обратной связью (BPNN). Гибридная эволюционная нейромодель (GA-BPNN) была подготовлена для 

моделирования распределения скорости 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 потоков положительных и отрицательных пионов достаточных для 

взаимодействия p Au, p Agand p Mg− − −  при импульсе в лабораторной системе ( LabP ) =100 ГэВ/c, а также для всего объема 
заряженных положительных и отрицательных пионов для взаимодействий p Ar, p Xe− −  при LabP  = 200 ГэВ/c. И, наконец, 

моделируется полный объем заряженных частиц для столкновения p Pb−  при энергии в системе центра масс ( )s = 

5.02 ТэВ. С помощью GA разработана эффективная сеть ANN с различными параметрами связи (вес и смещение), для 
вычисления и предсказания распределения скоростей как функции экспериментального импульса Lab(P ) , массового числа (A) 
и количества частиц на телесный угол (Y). Проведено сравнение результатов нашего моделирования с экспериментальными 
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данными, и было определено их соответствие друг другу. Отмечено, что модернизированная модель GA-BPNN для 
распределения скорости дает более высокие результаты. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: физика высоких и сверхвысоких энергий, адронно-ядерные (h-A) взаимодействия, распределение 
скоростей, расчет и моделирование, гибридная эволюционная нейромодель 

 
Rapidity distribution of hadron-nucleus (h-A) interactions have been studied as one example of the parameters 

controlling multiparticle production mechanism in high and ultrahigh energy physics. Many models studied the hadron 
structure [1-5] and the interactions between hadrons and nuclei such as fragmentation model [6-8], quark model [9-11], 
the three-fireball model [12] and many more. 

Our group [13-16] studied the applications of artificial intelligence and the evolutionary computation techniques 
such as neural network, adaptive fuzzy inference system, genetic programming, genetic algorithm, hybrid technique 
model and many others to solve many complex (nonlinear) problems in high-energy physics and showed best fitting 
with the corresponding experimental data in comparison with the conventional techniques.  

With the emergence of the computer simulation technology, it greatly reduces the time, space and cost. Therefore, 
the computer simulation technology has become a powerful tool for the research of the high-energy physics and its 
development will have a positive reference and guiding role for the experimental physicists. We used the hybrid 
Genetic Algorithm (GA) and Back-propagation Neural Network (BPNN) technique (GA-BPNN) [15] as a tool to 
discover the equations that govern some sub-nuclear interactions at high and ultrahigh energies. Based on this idea, 
according to the real data of the rapidity distribution for hadron-nucleus (h-A) collisions taken in ALICE (2013) and in 
many other labs, this paper focused on the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of positive and negative pions for (antiproton 

( p ) –nucleus (A)) p Au, p Ag and p Mg− − − interactions at Lab Momentum Lab(P )  =100 GeV/c [17], total charged, 
positive and negative pions for p Ar, p Xe− − interactions at LabP = 200 GeV/c [18-20] and total charged particles for 

(proton (P) –nucleus (A)) p Pb−  collision at center-of mass energy ( )s  = 5.02 TeV [21]. In addition, it established 

intelligent prediction model by means of smart algorithm. Through the constant optimization of the algorithms and 
models, it achieved more accurate prediction of unknown data for rapidity distribution. 

The research of this topic has a certain reference value for experimental high-energy physicists, and has a positive 
guiding significance in the field of high-energy physics. 

In this article, hybrid model has been used to discover a function that computes the rapidity distribution 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

of positive and negative pions for p-Au, p-Ag and p-Mg  interactions at 100 GeV/c [17], the rapidity distribution of 
created (total charged, positive and negative) pions for p Ar, p Xe− − collisions at LabP =200 GeV/c [18-20] and the 

rapidity distribution of total charged particles for p Pb−  collision at ( )s = 5.02 TeV [21]. The discovered functions 

produced by the hybrid model show an excellent matching when they have been compared to the corresponding 
experimental data [18-21]. This article is organized as follows; Section PREDICTION MODEL OF RAPIDITY 
DISTRIBUTION FOR (h-A) COLLISIONS BASED ON BPNN ALGORITHM gives the outlines to the basics of 
the BP Algorithm. Section SIMULATION MODELING reviews the Genetic Algorithm and Back-Propagation Neural 
Network models and how to be implemented. Modeling of the rapidity distribution using GA-BPNN is provided in 
Section MODEL OF GA-BP OF THE RAPIDITY DISTRIBUTION FOR (h-A) COLLISIONS. Section 
RESULTS AND DISCUSSIONS shows the simulation results and discussion. Finally, conclusions are provided in 
Section CONCLUSIONS. 

 
PREDICTION MODEL OF RAPIDITY DISTRIBUTION FOR (h-A) COLLISIONS BASED ON BPNN 

ALGORITHM 
We have performed the modeling of the inclusive interaction 

p Au, p Ag, p Mg π X±− − − → +      (1) 

at momentum of antiprotons 100 GeV/c [18]. This experiment was performed with the Fermi lab 30-inch bubble 
chamber and downstream Particles Identifier to study inclusive charged pion production in the high-energy interactions 
of p with thin foils of magnesium, silver and gold. All data are similar and display the following features. We observe 
that in the backward direction [18] they rise rapidly with increasing A. As the rapidity increases, the A dependence 
becomes weaker and in the region y ≈ 4.5 the distributions become almost independent of A. We also do not observe 
any region where a rapidity plateau exists. 

Experimental data on antiproton-nucleus (p A)− collisions [18-20] at momentum of antiprotons 200 GeV/c were 
performed to study inclusive total charged, positive and negative pion production in the high-energy interactions of p  
with thin foils of Argon and Xenon. 

The pions rapidity distribution of shower and negative particles for p Xe−  and p Ar− in center-of-mass system 
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(CMS) is shifted by 3 units, when the projectile incident momentum is LabP =200 GeV/c, from the laboratory system 
using Eq. (2). 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
−

+=
β
β

1
1ln

2
1/ yy ,      (2) 

where, 
/y CMS rapidity, β  is CMS velocity and y is lab system rapidity which is defined as [22-24],  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−

+
= −

μ
//  1

//  

// sinhln
2
1 P

PE
PE

y      (3) 

E  and //  P are the total energy and longitudinal momentum of particle (C) produced in the inclusive process (hadron-
nucleus), 

                        h + A = C+ X             (X means any other particle or particles) 
Where, h is any hadron, A is the nucleus. 
The quantity μ is the transverse mass of the pion, which is defined as,  

2/122 )( tpm +=μ ,      (4) 

where, om is the rest mass of the pion and tp  is its transverse momentum 

p Pb− collisions [21] at center-of-mass energies of s 5.02= .TeV have recently been performed at the LHC. The 
rapidity dependence is somewhat flat and slightly steeper in the higher energy Pbp −  collisions. 

The GA-BPNN Algorithm has been used to determine gradually the optimal number of neurons in the hidden 
layers of neural network as well as simulate and predict eventually the rapidity distribution for (h-A) collisions at 
PLab = 100, 200 GeV/c and s 5.02= TeV. 

We recorded that the BP network needs the evolution generations to meet preset accuracy requirements in the 
different numbers of units in hidden layer. Moreover, after the evolution of each network was completed, we input test 
data to verify its accuracy and calculated the respective prediction error of average. After the network structure was 
determined, we input training data for network training, saved network structure after training, and input forecasting 
data validation. In addition, we analyzed the prediction error between the actual output data and the desired ones, thus 
evaluating the performance of BP network prediction of the rapidity distribution for (h-A) collisions at PLab = 100, 
200 GeV/c and 5.02s = TeV. 

The BP neural network can achieve the detection of the rapidity distribution for (h-A) collisions at 100, 200 GeV/c 
and 5.02 TeV, but the accuracy and speed need to further improve. BP algorithm only adjusted connection weights of 
neural network from the local angle but did not examine the whole learning process form the global perspective. 
Therefore, it is easy to converge to local minimum. 

 
SIMULATION MODELING 

Artificial neural network 
ANNs are simple mathematical models of nervous systems and adaptive biological learning [25]. These soft data 

based computational methods can model multidimensional non-linear processes and represent complex input–output 
relation. ANNs are one of the best candidates for experimental data modeling, function approximation and on-line data 
processing. 

ANNs structure consists of a set of processing units, normally arranged in layers, known as neurons. These 
neurons interact with weighted connection known as synaptic weights. A neuron performs certain computation called 
activation function: 

xx

xx

ee
ee)x(f
−

−

+

−
=       (5) 

exerted on sum of weighted inputs of the neuron (x), as indicated in the below equation 

)pwb(fO
i

ii∑+= ,      (6) 

where O is the neuron output, f the activation (transfer) function, b the bias, wi the neuron weight and p the neuron 
input. Weights can be determined adaptively by learning algorithm and can store the acquired knowledge. The learning 
algorithm adjusts weights to handle given problems. In most cases, the ANNs are trained by a set of input–output data. 
This training process is known as supervised learning [25]. 

The number of neurons in input and output layers is the same as the number of inputs and outputs of the problem, 
respectively. Number of hidden layers (between input layer and output layer) and number of their neurons are free 
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parameters and usually can be determined and optimized by trial and error. Multi Layer Perceptrons (MLPs) are 
extensively applied to feed forward ANNs that need supervised learning. Usually, training and testing data shall be 
normalized to increase the performance of network. A MLP with one or more hidden layers can approximate any non-
linear mapping to any accuracy degree [25]. 

 
Genetic algorithm 

The Genetic Algorithm is a type of evolutionary computation [26]. It mimics two mechanisms of natural selection 
and evolution of biological species [26]. This iterative probabilistic searching method is used in complex multi-
dimensional optimization problems resulting in a fittest solution. The GA is based on a constant-size population of 
chromosomes which can be expressed as a string of bits, 0 or 1 s, corresponding to a possible solution to the problem. A 
chromosome includes some segments, each of them corresponding to encoding of problem variables. An initial 
population is randomly produced. In this population, the fitness function of each chromosome is evaluated. Next, certain 
numbers of them are selected as parents for reproduction [26]. Fitter chromosomes have more chance to be selected. 
Each pair of chromosomes is randomly selected and merged by crossover operator and offspring produced thereby. One 
or more bits of a random selected chromosome of offspring are altered by a mutation operator. Mutation enables the 
optimization to get out of local optima trap and to find global optima. Offspring and some of parents provide subsequent 
population. The evolution cycle is continued until algorithm converges to the best chromosome which represents the 
optimal solution [26]. We used Mean Squared Error (MSE) as a tool to calculate the performance of the selected 
topology to the considered output (rapidity distribution). 

The difference between the real rapidity distribution and estimated rapidity distribution can be represented by 
Mean Squared Error (MSE) standard: 

2
2

N

1i
1 ))i(x)i(x(

N
1MSE −= ∑

=
,     (7) 

where x1(i) and x2(i) are the values of real and calculated rapidity distribution in time domain and N is number of 
sample points. 

 
MODEL OF GA-BPNN OF THE RAPIDITY DISTRIBUTION FOR (h-A) COLLISIONS 

Genetic algorithm does not use external information in the process of the evolutionary search and is only based on 
the fitness function. Therefore, it is crucial for choosing fitness function, which directly affects the convergence rate of 
genetic algorithm and the ability to find the optimal solution. Since the objective function is error sum of squares of the 
neural network, and for getting its minimum value, so the fitness function adapts the inverse of error function. The 
selecting operation used fitness proportion, which is the most common way, the cross-used the method of arithmetic 
crossover, and variation method used the operation of non-uniform mutation.  

If the value of the fitness function, the optimal individual corresponding to, met accuracy requirements or reached 
iterations that we set, or the range of the average fitness value changed  lastly that  was less than  a certain constant and 
over a certain algebra, then we finished the training. At this time, we set the individual that had the largest fitness as 
output of the optimal solution, and it was the initial weight and threshold that need to be optimized. Otherwise, we 
continued the cycle. After reordering the current parent and offspring, we chose N individuals that had higher fitness 
value as the next generation of the group. In addition, we computed its fitness and trained them again until satisfying the 
termination conditions of the above. 

We decoded the optimal solution, which was obtained from genetic algorithm, and we assigned them to BP 
network without starting training as initial weights of BP network. Then, according to BP algorithm, we input training 
samples for training and learning of the network and calculated the error between the output value and the expected 
value. If it was beyond the precision requirement, then we turned to the back propagation process and returned the error 
signal along the way.  At the same time, according to the size of the error of each layer, we adjusted its weights and 
thresholds layer and layer. Until the error was less than given value 0498.5 −e , or it reached the training number 
predetermined, then we ended BP algorithm. We saved the weight and the threshold of hidden layer that had been 
trained as the new initial weights and the threshold of the network and then input the test sample for simulation. 

The setting of BP algorithm parameters was as follows: the rate of the initial learning was 0.08, number of 
epochs = 2000, the transfer function of input layer to hidden layer was ‘tansig’ (tangent sigmoid function

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
=

−
1

e1
2)x(sigtan x2 : x is the summation of the weighted input values to the processing node) and hidden 

layer to output layer was ‘purelin’ (linear transfer function); the training function was Levenberg Marquardt (LM) 
algorithm (trainlm) [26]; the index of error was set as 04e98.5 − . 

We selected 4 groups of data from experimental samples as training samples to train the BP neural network. In 
addition, we selected the remaining data as test samples to analyze the degree of fitting between the measured values 
and the predicted values of neural network model. 

Single neural network with four different combination of network parameters (connection weights “W” and biases 
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“b”) was used to calculate and predict the rapidity distribution 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 for  positive and negative poins for 

p Au, p Ag and p Mg− − − interactions at LabP =100 GeV [17], the rapidity distribution of created (total charged, 
positive and negative) pions for XeAr, pp −− collisions at LabP  = 200 GeV/c [18-20] and the rapidity distribution of total 

charged particles for p Pb−  collision at s 5.02=  TeV [21]. Four different experimental data for the different 
interactions were used in the training phase to develop the GA-BPNN model. The training data (experimental data) 
were used to construct the ANN configuration and to determine the connection weights “W” and biases ”b” based on 
the GA algorithm. The testing data were used for testing the generalization capability of the model. Therefore, four 
different combinations of network connection parameters (weights and biases) were used in the training phase. 
Connection weights, and biases for the final model are given in (Appendix A). 

 
RESULTS AND DISCUSSIONS 

To illustrate the performance of genetic algorithm for designing and optimizing the model parameters (weights 
and the threshold) of neural networks, this work used the same sample data. That is, we randomly selected 4 groups of 
data as the training sample and the rest was selected as test data to observe the training and testing performance of 
rapidity distribution for (h-A) collisions at LabP = 100, 200 GeV/c, s 5.02=  TeV by the GA-BPNN. 

The proposed GA-BPNN model of the ( p Au, p Ag and p Mg− − − ) collision at LabP =100 GeV/c, p Ar, p Xe− −  at 

PLab = 200 GeV/c and p Pb−  collisions at s 5.02=  TeV has three inputs and one output. The inputs are: the lab 
momentum (PLab), the CMS rapidity (Y) of negative, positive, charged pions and the mass number (A) while the output 
is the rapidity distribution of negative, positive and charged pions 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

. The ANN model is simply shown as a 

block diagram in Fig. 1. 

 
Fig.1. A block diagram of the ANN based modeling. 

Using this input – output arrangement, the optimal network with four different connection parameter 
configurations (weights and biases) were tried to achieve good mean sum squared error (MSE) and good performance 
for the positive and negative pions for p  Au, p  Ag and p  Mg− − − interactions at LabP =100 GeV [17] the rapidity 
distribution of created (total charged, positive and negative) pions for p Ar, p Xe− −  collisions at LabP = 200 GeV/c [18-

20] and the rapidity distribution of total charged particles for p Pb−  collision at s 5.02=  TeV [21].  

The first configuration is dedicated for studying the negative pions of rapidity distribution 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 for

p  Au, p  Ag and p  Mg− − −  collisions at LabP =100 GeV/c and p Ar, p Xe− −  collisions at LabP =200 GeV/c. Also, 
one hidden layer of 10 neurons and the output layer consisting of one neuron (see Fig. 1).  

The second configuration is used to simulate 1 dN
dYN

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 for the same interactions but for the positive pions. 

The third and fourth configurations of ANN, are used for charged particles resulting from p Ar, p Xe− −  

collisions at LabP =200 GeV/c and Pbp −  collisions at s 5.02=  TeV respectively. 
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The transfer functions of the hidden layers were chosen to be a tan sigmoid for the all networks, while the output 
layer was chosen to be a pure line. The trained algorithm which used to train the ANN model (for the four interactions) 
is LM optimization technique, with number of epochs=2000.  

The performance of order 410−  (MSE) for the developed neural network (three inputs – one hidden layer with ten 
neurons and one output) at the different four configurations was around 0.0002. (See Fig. 2(a-d). The GA parameters 
were: populations size: 70 mutation rate: 0.01, cross-over rate: 0.1 and fitness function: MSE). 

 

Fig. 2. The performance of the developed GA-BPNN model for (h-A) interactions 
a) negative pions ( LabP = 100 and 200 GeV/c), b) positive pions ( LabP = 100 and 200 GeV/c), c) charged pions ( LabP = 200 GeV/c) and 

d) charged particles s 5.02= TeV 

The obtained equation (is not an explicit function in the inputs and the output) which describes the four 
interactions is given by: 

.tan).1,2(.[{1 sigmoidLWnetpureline
dY
dN

N
=  

)}1(.).1,1(.{ bnetPIWnet + )}]2(.bnet+ ,    (8) 
 

where, P: is the input which consists of three parameters, the number of particles per unit solid angle (Y), lab 
momentum ( LabP ) (or center-of-mass energy ( )s ) and mass number (A). 

pure line: is a linear transfer function and tan sigmoid is a hyperbolic tangent sigmoid transfer function (both of them 
are mathematical MATLAB transfer functions). 
net. IW{1,1}: linked weights between the input layer and hidden layer. 
net. LW{2,1}: linked weights between the two hidden layers. 
net.b{1}       : is the bias of the first hidden layer. 
net.b{2}       : is the bias of the second hidden layer. 

Rapidity distribution of negative, positive and charged pions produced from p - Au, p - Ag and p - Mg  collisions at 

LabP =100 GeV/c, p Ar, p Xe− −  collisions at LabP =200 GeV/c and p Pb−  collisions at s 5.02= TeV have been 
simulated using Eq. (8) and compared with the corresponding experimental data. 

Results of the h-A based GA-BPNN, showed in Figs. (3a,b,c,d and e (for prediction)) and in Figs. 4a,b,c,d and e 
(for prediction)), (5a,b) and Fig. 6 give an almost exact fitting with the experimental data. This gives the GA-BPNN the 
provision of a wide usage in modeling of high energy physics. 
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Fig. 3. Simulation of the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of negative pions 

a) p Au− , b) p Mg−  at LabP =100 GeV/c, c) p Xe− , d) p Ar−  at LabP =200 GeV/c using GA-BPNN model, e) Prediction of 
negative pions for p Ag−  at LabP =100 GeV/c using GA-BPNN model (X) experimental data taken from Refs. [18, 19], (—) GA-
BPNN model. 

 
Fig. 4. Simulation of the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of positive pions 

a) p Au− , b) p Mg−  at LabP = 100 GeV/c, c) p Ar− , d) p Xe− at LabP =200 GeV/c using GA-BPNN model, e) Prediction of 
positive pions for p Ag−  at LabP =100 GeV/c using GA-BPNN model, (X) experimental data taken from Ref. [18-19], (—) GA-
BPNN model. 
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GA-BPNN model has been shown to be a useful method for modeling the h-A interactions. All the figures showed 
a clear and excellent match to the experimental data [17-21].  

Also, from these figures we can see that the proposed GA-BPNN model in this paper can describe and predict 
effectively sub nuclear interactions at high and ultrahigh energies. 

 
Fig. 5. Simulation of the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of charged pions 

a) p Ar− , b) p Xe−  at LabP = 200 GeV/c using GA-BPNN model,( X) experimental data taken from Refs. [18, 19], (—) GA-BPNN 
model. 
 

 
Fig. 6. Simulation of the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 of charged particles for p Pb−  at s =5.02 TeV using GA-BPNN model, 

(X) experimental data taken from Ref. [22], (—) GA-BPNN model. 
 

CONCLUSIONS 
The traditional mathematical models that studied the rapidity distribution 1 dN

dYN
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 have some defects in different 

degrees, which cannot accurately explain the phenomenon of multiparticle production mechanism. This paper 
introduced two intelligent algorithms by consulting relevant references, such as neural network and genetic algorithm, 
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to build the GA-BPNN model of rapidity distribution and implement relevant optimization. The rapidity distribution of 
negative, positive and charged pions for p  Au, p  Ag and p  Mg− − −  interactions at LabP =100 GeV/c and for
p Ar, p Xe− −  interactions at LabP =200 GeV/c and p Pb−  collisions at s 5.02=  TeV have been simulated using 
Eq.(8) and compared with the corresponding experimental data. Finally, we conclude that GA-BPNN model can be 
used as a suitable approach in predicting selected observables of high and ultrahigh energy physics interactions. 
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Appendix A 
Configurations of connection parameters (weights and biases) for the rapidity distribution of negative, positive and charged 
pions for p  Au, p  Ag and p  Mg− − −  interactions at LabP =100 GeV/c and for p Ar, p Xe− −  interactions at LabP = 

200 GeV/c and p Pb−  collisions at s =5.02 TeV: 
 
 
 
 
 

I-Negative pions at 100 and 200 GeV/c 
W(1,1) W(2,1) 

-0.54482 0.332892 -0.25255 0.711 0.26273 0.56918 0.575748 0.23744 0.015845 0.6588 0.801588 0.34678 0.57328 
0.633076 0.52869 -0.53915  

1 -0.00847 0.140593 
0.041907 -0.25837 -0.28255 
-0.03047 -0.30283 -0.26994 
-0.47298 0.057861 -0.49468 
-0.14539 -0.43576 0.840097 
-0.33804 -0.30108 0.010292 
0.67309 -0.44042 0.085003 

0.366667 -0.22427 0.732896 
b(1) b(2) 

0.832897 -0.36364 
0.523865 

1 
-0.8229 

0.713279 
0.442266 
-0.19545 
0.192635 
-0.46723 
-0.19355 

 
 
 
 
 
 
 

II-Positive pions at 100 and 200 GeV/c 
W(1,1) W(2,1) 

-0.50692 -0.61571 0.156851 0.233132 0.054168 0.76479 0.869325 0.880007 0.540102 0.01847 -0.2292 0.15661 1 
-0.72344 0.87674 -0.16989  
0.125749 -0.48477 -0.68577 
-0.81411 -0.73901 -0.03509 
0.900245 -0.49287 -0.89428 
-0.9861 0.84631 0.174089 

0.135711 -0.75487 0.976662 
-0.52165 0.471073 -0.66146 
-0.78399 -0.17519 0.858352 
0.68431 -0.43682 0.800259 

b(1) b(2) 
-0.00717 -0.80006 

-0.48338 
0.565427 
0.268225 
0.54297 
-0.53119 
-0.5458 
0.68937 
0.320663 
0.349154 
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III-Charged pions at 200 GeV/c. 

W(1,1) W(2,1) 
0.615044 0.630483 -1 0.221102 0.178165 0.160589 0.54989 0.81778 0.45187 0.51432 0.18236 0.158732 0.884721 
0.574515 -0.24201 0.96063  
0.336177 0.194511 -0.60853 
0.702738 -0.2709 0.544958 
-0.71844 0.026173 -0.42179 

-1 -0.63519 -0.60805 
0.001897 -0.4758 -0.87851 
0.202478 0.061921 -0.32841 
0.924715 0.041567 -0.69068 
0.33577 -0.07237 -0.99096 

b(1) b(2) 
-0.20985 -0.02228 

0.544593 
0.987502 
-0.78824 
0.310195 
-0.74454 

-1 
-0.85451 
0.403024 

0.6188 
 
 
 
 
 

IV-Charged particles at 5.02 TeV. 
W(1,1) W(2,1) 

-0.71416 -0.92088 0.325213 0.958607 0.93462 0.26646 0.752368 0.69604 0.652702 0.945123 0.106815 0.724473 0.198673 
0.445217 0.081723 -0.03832  
0.395764 0.446531 0.926526 
-0.45433 0.118438 -0.29796 

-1 0.594756 -0.3562 
0.222468 0.05708 -0.44014 
0.164204 0.266714 -0.15557 
-0.55492 -0.37292 0.236666 
0.900786 0.073083 -1 
-0.28479 -0.76652 -0.16525 

b(1) b(2) 
-0.32899 0.379108 

0.971519 
-0.93134 
-0.57285 
0.236435 
0.096667 
-0.90753 
0.553708 
-0.80058 
0.153643 
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The results of theoretical and experimental studies of the effect of the charged micro-defects on a local reversal in the polarized 
ferroelectric materials. Domain circuit formation given near the surface of charged defects, the surface temperature distribution of the 
reaction rate and concentration of solute at the surface of the ferroelectric during enteral studies. The changes of amplitude versus 
frequency wave oscillations and changes in the rate of reaction in the vicinity of the instability microdefect fluctuations, as well as 
the evolution of the self-oscillation mode, stable and unstable oscillation modes, taking into account features of the fine structure of 
the hysteresis loop of the local piezoelectric response due to the proximity of the defects. Experimental verification showed that the 
pulsed electrophysical effects on ferroelectric sample energy is consumed less, but the effect is higher. 
KEYWORDS: micro defects, polarization, ferroelectric, piezoelectric, domains 

 
ВЛИЯНИЕ МЕХАНИЧЕСКИХ МИКРОДЕФЕКТОВ НА ЛОКАЛЬНУЮ ПОЛЯРИЗАЦИЮ В ПРИБОРАХ НА 

ОСНОВЕ СЕГНЕТОЭЛЕКТРИКОВ 
1А.Т. Богорош, 1С.А. Воронов, 2В.Ф. Мазанко, 2И.О. Шматко, 2О.А. Шматко, 3А.Г. Шайко-Шайковский 

1Национальный технический университет Украины «Киевский политехнический институт» 
2 Институт металлофизики им. Г.В. Курдюмова НАН Украины 

3Черновицкий национальный университет 
Представлены результаты теоретического и экспериментального исследования влияния заряженных микродефектов на 
локальное реверсирование в поляризованных  сегнетоэлектриках. Даны схемы образования домена возле поверхности 
заряжённого дефекта, приповерхностного распределения температуры, скорости реакции и концентрации растворенного 
вещества на поверхности сегнетоэлектрика в ходе зондового исследования. Выявлены изменения зависимости амплитуды 
от частоты волновых колебаний и изменение скорости реакции в окрестности микродефекта от неустойчивости колебаний, 
а также эволюция автоколебательного режима, устойчивого и неустойчивого режимов колебаний с учетом особенности 
тонкой структуры петель гистерезиса локального пьезоотклика, обусловленных близостью дефектов. Экспериментальная 
проверка показала, что при импульсном электрофизическом воздействии на образец сегнетоэлектрика энергии потребляется 
меньше, но эффект оказывается выше. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: микродефекты, поляризация, сегнетоэлектрики, пьезоэффект, домены 

 
ВПЛИВ МЕХАНІЧНИХ МІКРОДЕФЕКТІВ НА ЛОКАЛЬНУ ПОЛЯРИЗАЦІЮ В ПРИЛАДАХ НА ОСНОВІ 

СЕГНЕТОЕЛЕКТРИКІВ 
1О.Т. Богорош, 1С.О. Воронов, 2В.Ф. Мазанки, 2І.О. Шматко, 2О.А. Шматко,  

3О.Г. Шайко-Шайковський 
1Національний технічний університет України «Київський політехнічний інститут» 

2 Інститут металофізики ім. Г.В. Курдюмова НАН України 
3Черновіцькій національний університет 

Представлено результати теоретичного та експериментального дослідження впливу заряджених мікродефектів на локальне 
реверсування в поляризованих сегнетоелектриках. Дано схеми домену біля поверхні зарядженого дефекту, приповерхневого 
розподілу температури, швидкості реакції і концентрації розчиненої речовини на поверхні сегнетоелектріка в ході 
зондового дослідження. Виявлено зміни залежності амплітуди від частоти хвильових коливань і зміна у швидкості реакції 
навколо мікродефекта від нестійкості коливань, а також еволюцію автоколивального режиму, стійкого і нестійкого режимів 
коливань з урахуванням особливості тонкої структури петель гістерезиса локального п’єзовідгуку, обумовлених близькістю 
дефектів. Експериментальною перевіркою показано, що за імпульсного електрофізичного впливу на зразок 
сегнетоелектрика енергії споживається менше, але ефект виявляється вищим. 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: мікродефекти, поляризація, сегнетоелектрики, п'єзоефект, домени 

 
В приборах на основе сегнетоэлектриков от действия механических и внешних физических факторов 

появляются микродефекты. В этой связи стоит задача предсказания и выявления микродефектов в 
сегнетоэлектриках с учетом локальной поляризации доменов. 



16
EEJP Vol.3 No.2 2016 A.T. Bogorosh, S.A. Voronov, et al

Целью данной работы является прогнозирование и выявление влияния механических микродефектов на 
локальную поляризацию в приборах на основе сегнетоэлектрических материалов. 

Результатами исследования поставленной задачи и её решение основано на изучении доменов. 
Процесс образования домена под действием электрического поля, созданного внешним нано-источником и 

внутренними микроскопическими дефектами, рассмотрен в рамках термодинамического подхода в работе [1], 
где избыточная свободная энергия, возникающая при образовании домена, имеет вид: 
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ΦS − поверхностная энергия доменной стенки, пропорциональна плотности поверхностной энергии ψS и 
площади поверхности домена S; U − электрическое напряжение, приложенное к источнику, который 
моделируется эффективным зарядом Q, расположенным на расстоянии d от поверхности сегнетоэлектрика; V – 
объем домена, r – радиус, l – длина домена, у0 − положение оси домена относительно начала координат Q' 
(pис. 1а).  

 

Рис. 1. Схема образования домена возле поверхности заряженного дефекта 

Электрическое поле дефекта ES , которое противодействует (б), или способствует (в) зарождению домена. 

Контуры φ на рис.1а  соответствуют изотермам Ті и концентрациям Сі в сечении, перпендикулярном к 
поверхности, и вдоль оси зондовой иголки контивелера. Все остальные контуры ответствуют 
эквипотенциальным линиям. ΦD – энергия поля деполяризации, рассчитанная при условии полного 
экранирования спонтанной поляризации, когда на поверхности сегнетоэлектрика присутствует экранирующий 
заряд или отсутствует диэлектрический слой между проводящим источником и поверхностью. ΦU − энергия 
взаимодействия домена с внешним электрическим полем Eq(x).  Φd − энергия взаимодействия домена с 
электрическим полем дефектов Ed(x). Как правило, поля поверхностных дефектов довольно локализованы [2,3], 
поэтому поле Ed(x) может быть разложено по гауссовскому базису, а дальнейшее теоретическое рассмотрение  
сосредотачивается на влиянии поверхностного дефекта, ближайшего к источнику Q, который образует гауссово 
электрическое поле ( )( )( )ddS

d hxrxxxEE 3
22

2
2

013 exp)( −+−−≅x  с характерной шириной распределения rd 
и глубиной проникновения hd << rd. Максимум поля дефекта располагается в точке x0 = {x01,0,0} относительно 
проекции Q'. 

Приведенная модель и рис. 1 отражают процесс зарождения домена вблизи дефекта, под действием 
гауссовского электрического поля. Вместе с тем на зарождение домена вблизи дефекта влияют изменения 
температуры и концентрации вещества вдоль поверхности, что не учитывается моделью [1]. Поэтому 
дополнительно рассмотрены пространственные распределения температуры Т и концентрации С, 
изменяющихся со скоростью движения зонда электронного микроскопа u при сканировании поверхности 
сегнетоэлектрика. 

u =D(C1- C0)/x,      (2) 
где C1, C0 - концентрация пересыщения и насыщения среды у поверхности; х - путь диффундирования; D —
коэффициент диффузии, который можно определить из уравнения  Эйнштейна: 

D =kT/η,      (3) 
здесь η – вязкость  среды, k – константа скорости реакции.  
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Рассмотрим пространственное распределение температуры Т и концентрации С вдоль грани кристалла, 
мигрирующей со скоростью u 

Пусть среда имеет температуру 
Т0 = LC0 /ρс,      (4) 

где L — тепловой эффект реакции; ρ — плотность среды, с – ее теплоемкость. Грань же кристалла во время 
экзотермической реакции роста имеет более высокую температуру Т1. 

Если эффективная константа скорости реакции k не зависит от температуры, то понижение концентрации 
можно записать в виде 

∑
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где Е – энергия активации; R – газовая постоянная; ∑
=
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1
- сумма концентраций всех N веществ, участвующих 

в реакции. 
Однако поскольку реакция экзотермическая и теплота выделяется в процессе присоединения молекул, то 

температура будет повышаться пропорционально скорости падения концентрации:  
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Поэтому температура повышается пропорционально количеству вещества, осевшего на фронте растущей 
грани: 

T=T0+L(C1-C0)/ ρс.     (7) 
Тогда приповерхностное распределение температуры приобретает вид зависимостей 1—5, представленных 

на рис.2. 

 

Рис. 2. Приповерхностное распределение температуры (1—5), скорости реакции (6) и концентрации растворенного 
вещества (7) на поверхности сегнетоэлектрика в ходе зондового исследования. 

При этом величина, пропорциональная скорости реакции | dC/dt | (кривая 6), имеет резкий максимум; 
вначале скорость реакции мала, поскольку температура незначительна, а в конце реакции, по закону Фика — 
Нернста, она стремится к нулю вследствие падения концентрации (кривая 7). 

Таким образом, если температура поверхности Т1 равна Т0 по уравнению (3), то она равна температуре, до 
которой среда нагрелась бы и сама. Поэтому в начале слой поверхности начинает нагреваться и изотермически 
нагревает прилегающий слой. Зона подогрева со временем растет (кривые 1 и 2). В нагретом слое начинается 
реакция,  вследствие чего температура может кое-где даже превысить адиабатическую температуру Т1 (кривая 
3). Этот скачок температуры (неустойчивость системы) может возникнуть, если слой изменяется, например, 
аналогично турбулентному вихрю [4, 5] при физическом воздействии на среду потоком электронов). 

В дальнейшем с течением времени будут нагреваться слои поверхности, находящиеся на достаточном 
расстоянии от кончика кантивелера. Распределение температуры вглубь в дальнейшем может соответствовать 
изотермам кривых 4 и 5, т. е. наблюдаются волновые процессы. Волна возникает у кончика зонда  и движется в 
слой поверхности от фронта изотермы, при этом концентрация теплового потока от домена (кривая 7) и 
скорость отражения от дефекта (штриховая кривая 6) резко падают непосредственно у фронта двух изотерм. 
Теплота прореагировавших слоев проникает в холодные области, постепенно затухая. При этом каждый макро 
объём слоя вначале поглощает энергию от соседних, прореагировавших микро слоёв, а затем отдает такое же 
количество теплоты более холодному микро слою. Таким образом, волна кристаллизации, зародившись у 
острия зонда, перемещается самостоятельно в объем сегнетоэлектрика, выделяя LС0/ρс энергии при 
температуре в волне Т1. 

Если выбрать систему координат, связанную с фронтом такой волны, то, с одной стороны, во фронт будет 
поступать холодный микро слой со скоростью и, с другой стороны – выходить, плотности их принять равными, 
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то фронт волны будет двигаться также со скоростью и и разность концентраций С в двух соседних сечениях х + 
dх и х можно описать кинетическим уравнением 
 

u[C(x+dx)- C(x)] = -kC.      (8) 
 

Левая часть уравнения (8) выражает объем сегнетоэлектрика, прореагировавшего  в рассматриваемом слое 
за единицу времени. Предполагая С функцией периода 2π по Ө запишем ее значение в виде 
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что соответствует описанию концентрации по сечению струи в турбулентном вихре [6]. Здесь (-І) — потеря 
тепла (охлаждение, вторичная эмиссия электронов), (+І) — подогрев слоя поверхности, fm — целые 
рациональные функции своих аргументов, достаточно гладкие, т.е. непрерывно дифференцированные  по х в 
интервале (0, L).  

В математической постановке задачи отыскание неизвестной функции u (что соответствует 
dt
dC

) состоит в 

решении квазилинейной краевой задачи по уравнению для резонансного случая, имеющего вид 
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при Ө ≠ 0 с линейными однородными краевыми условиями 

L(u, ,...
x
u
∂
∂

 x=C=0, C∈(0,L).     (11)׀(

 
Допустим, что резонансное соотношение имеет место с учетом атомной шероховатости в виде 

Ωn b≡ λn=pq-1γ+eσ,      (12) 
где b, p, λn – коэффициенты квантово-механической делокализации точечных дефектов поверхности квантового 
кристалла, пропорциональности и теплопроводности среды; γ, e, σ - коэффициент кинематической вязкости, 
параметры амплитуды волны и расстройки частоты [6] в неравновесной системе, т.е.  

nj Ωj+ nk Ωk≠0,  j≠k.      (13) 
При e=0 краевая задача (10, 11) имеет двухпараметрическое семейство кривых (решений):  

uon(x,t)=anxn(x)cos(Ωnt+ψn ), n= 1, 2, …,    (14) 
где Ωn = bλn; xn(x) – собственные функции краевой задачи Штурма-Лиувилля, 

X”(x)+ λ2X(x)=0,L(X,
dx

xdx )(
,…)|x=C=0, C<(0,L)    (15) 

соответствующих собственному значению λn, причем функции xn(x) попарно ортогональны на интервале (О,L); 
an, ψn – постоянные.  

Применяя асимптотический метод малого параметра, решение квазилинейной краевой задачи (10)-(11) 
будем искать в виде разложения  

u(x,t)=aХn(x)cosφ+ еu1(x,a, φ,Ө)+e2u2(x,a, φ,Ө)+..,    (16) 
гдe  φ=ρq-1Ө+ψ; n- номер кривой на рис. 2; uj – 2π – периодические функции скорости по φ и  Ө.  

Величины a, ψ определяются из системы уравнений 
da/dt = eA1 (a, ψ)+ e2A2 (a, ψ)+…,       

dψ/dt = eB1 (a, ψ)+ e2B2 (a, ψ)+….     (17) 
С учетом (11) и (17) подставим (16) в (10) и приравняем коэффициенты при одинаковых степенях e. При 

этом получим краевую задачу для неизвестной функции и, пригодной для описания атомной шероховатости 
поверхности сегнетоэлектрика с учетом волновых процессов и резонансных всплесков | dC/dt | (неустойчивости 
системы), в видe 

[Ωn(∂/∂φ)+γ(∂/∂Ө)]3u1+a[Ωn(∂/∂φ)+γ(∂/∂Ө)]2u1-b2(∂/∂x)[Ωn(∂/∂φ)+γ(∂/∂Ө)]u1– γ(∂/∂Ө)]u1-   
–ab2(∂2u1/∂x2)=Co(x,a,φ,Ө)+2(ΩnA1+abB1)ΩnХn(x)cosφ+2(aA1-ΩnaB1)ΩnХnsinφ (18) 

с краевыми условиями 
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Lc(u1, (∂u1/∂x),…)|x=c=0;  C∈ (0,L),     (19) 
где   Co(x,a,φ,Ө)= C(Ө,x,a,Хп cos φ1 - ΩnaХnsinφ1…). 

Приближенные решения задачи (18) – (19) находим в виде 
 

                  u(x,t)=aXn(x)cos φ + еu1(x,a, φ,Ө), 
  u(x,t)=aXn(x)cos φ + еu1(x,a, φ,Ө) + e2u2(x,a, φ,Ө),                                                (20) 

                  u(x,t)=aXn(x)cos φ + еu1(x,a, φ,Ө) + e2u2(x,a, φ,Ө) + e3u3(x,a, φ,Ө), 
 
где   φ =pq-1 Ө+ψ; 
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i=1,2,3,…;  j=1,2,3,… 
Величины  a и  ψ определяются по системе уравнений 
 

da/dt = eA1 (a, ψ),       
dψ/dt =eσ + eB1(a, ψ),      (22) 

где A1 (a, ψ) = К∑
r

exp(irqψ) ∫ ∫ ∫
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здесь  К = - [0,025 a Ωn (a2+ Ωn
2) ∫

L

0

X2
ndx]-1. 

Если продольное колебание локальной субмикроповерхности сегнетоэлектрика с учетом физико-
химических свойств среды представить в виде соотношения (20) и допустить, что имеет место соотношение 
(12), то асимптотическое решение можно получить в виде 

 
u(x,t)= a sin λ1xcos(Ө+φ).                                                   (23) 

 
Здесь a и  ψ определяются из системы уравнений 
 

da/dt1 = - β*аb - E*cos ψ; 
dψ/dt =1-η*+Ω1 β*- b*

1a2+(E*/a)sin ψ;    (24) 
 

где t1 = Ω1 t;   β*= eβ λ1
2/2 Ω1 (a2+ Ω1

2);   E*=eEc* h1/ 2Ω1
2;  η*=γΩ1; h1= hФ;  

b*=3е(1+Q) b1
2λ1

4/32 Ω1
2;   Q= -4 λ1

2h1/{(h2
1+ λ1

2)[( h2
1+ λ1

2)L]+ h1};  
c*=2(1-cos λ1L) (h2

1+ λ1
2)/ λ1[L( h2

1+ λ1
2)+h1, 

h – постоянная Планка; h1 – расстояние между «нулевыми» поверхностными дефектами на поверхности 
квантового кристалла, зависящее от фактора неустойчивости Ф [7]. При этом частота волновых колебаний η 
связана с амплитудой а зависимостью 
 

η = 1 + Ω1β*- b*
1a2± E*[a-2-(β*аE-1)2]1/2 .                                                (25) 

 
Зависимость (25) указывает на изменения скорости реакции u | dC/dt | с учетом кристаллизационных волн 

на квантово-шероховатых поверхностях, вызванных Ф, соизмеримым со значением потока энергии с единицей 
измерения Дж с в противоположность безразмерной величине Ф. 

Численное решение (25) с учетом параметров, приведенных в (9) – (24), в том числе: fm – объемной 
плотности энергии физического воздействия в среде, равной разности между объемными плотностями энергии 
среды в возмущенном и невозмущенном состояниях, описываемой целыми рациональными функциями своих 
аргументов, достаточно гладких в интервале (0,L); b- коэффициента пропорциональности кинетической и 
потенциальной энергии деформируемой среды от Ф и і- коэффициента конверсии, равного отношению 
вероятностей действия Ф при испускании и поглощении кванта энергии новой волной за промежуток времени 
τ; l – длины фронта волны; р=1/NA ; где NA - число Авогадро; q - величины тангенциального смещения гребня 
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волны от оси резонансной кривой, характерной для вещества с валентностью т; r – массового количества 
дефектов при критической концентрации доменов S и различных числах Шервуда Sh; a - коэффициента 
квантово-механической делокализации точечных дефектов; е — параметров амплитуды; Ө - угла 
рассогласования скорости реакции и падения концентрации; Ω — перестройки параметра атомной 
шероховатости квантового кристалла; σ — параметра расстройки частоты от Ф; ϕ  и φ — мгновенного и 
устойчивого значений углов атаки фронта тепловой волны, а также угла наклона турбулентного вихря к 
продольной оси волны ψ.  

Так, при Е*= 0,1; b*
1 =0,5; a= Ω = 1 и механическом перемещении зонда, вибрации (пульсациях) и др., β* = 

0,15 резонансная кривая имеет явно выраженный максимум, отклоненный в сторону С1 (рис. 3, кривая 2). 
 

 
Рис. 3. Зависимость амплитуды а от частоты волновых колебаний η или изменение скорости реакции  |dC/dt | в окрестности 

х от неустойчивости колебаний с амплитудой 1,1 (1)  и  0,4 (2). 

Экспериментальная проверка показала, что при импульсном электрофизическом воздействии на образец 
сегнетоэлектрика энергии потребляется меньше, но эффект оказывается выше. Например, при импульсном 
воздействии ультразвуком частотой 22,4 кГц и интенсивностью на магнитострикторе 1,86 Вт/см2 через 0,01с и 
0,05 - 1с апериодически β* = 0,1, что соответствует кривой 1 на рис.3 (сплошные участки кривых 
соответствуют устойчивым, а штриховые — неустойчивым квазистационарным колебаниям), что подробно 
рассмотрено в работах [6, 10]. 

Приведенные результаты свидетельствуют о возможности управлять процессом образования доменов в 
сегнетоэлектриках внешними физическими воздействиями. Решение задачи свидетельствует также о связи 
распределения концентраций и температуры в прилежащем изотермическом микрообъеме и перемещения 
фронта волны Т или С с волновыми колебаниями частотой η и амплитудой а. Эти колебания можно 
инициировать различными физическими воздействиями, а следовательно, управлять (интенсифицировать или 
подавлять) процессами образования дефектов, что и подтверждено многочисленными экспериментами [6,7]. 

Предлагаемая теория приповерхностного волнового распределения Т и С подтверждает зависимость 
скорости реакции в гетерогенных системах от неустойчивости кристаллизации, что ранее не учитывалось при 
изучении кинетики роста дефектов в сегнетоэлектриках. Именно этим можно объяснить, почему на кривой 
скорости реакции (рис. 3) существует острый пик, совпадающий с пиком тепловыделения (штриховая линия 6 
на рис. 2), отклоняющийся в сторону максимальной концентрации дефектов. 

В химической кинетике обычно не стремятся к высокой количественной точности в силу сложности 
элементарных атомно-молекулярных процессов, вызывающих реакцию, и кинетические константы обычно 
известны с меньшей точностью, чем полученные решением уравнений (5 - 10). Это обстоятельство позволит в 
дальнейшем решить задачи устойчивости и автоколебаний в гетерогенных системах при зародышеобразовании 
и росте дефекта или домена у поверхности сегнетоэлектрика, а также задачу перемещения теплового 
изотермического фронта с захватом дефектов и примесных кластеров на уровне квантового аналога 
классического атомно-шероховатого состояния. 

Анализ математической модели полностью подтверждает эти соображения. Как и для случая обычных 
механических колебаний, кривые имеют резонансный характер (рис. 2, кривая 6) с максимумом при частоте, 
близкой к частоте собственных колебаний системы. Ширина резонансной кривой и величина максимума 
связаны с наличием затухания свободных колебаний системы: чем больше затухание, тем слабее выражен 
резонанс и тем шире резонансная кривая. 

Затухание колебаний какой-либо системы обычно характеризуется величиной, называемой декрементом 
затухания, который, как и собственная частота, является внутренней характеристикой энергии системы, 
например, с ее диссипацией вследствие трения. Обычно декремент затухания определяется производными 
скорости процесса и температуры зоны реакции по начальной температуре.  
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Учет неустойчивости системы приводит к появлению интересных физических явлений, возбуждаемых и 
гасимых внешними физическими воздействиями, например, турбулентных вихрей, предсказанных в работах 
[6,7]. 

При этом от амплитуды колебаний концентрации или температуры выявляется зависимость не только 
собственной частоты системы, что хорошо известно из теории нелинейных колебаний квантовомеханических 
систем с сосредоточенными параметрами, но и декремента затухания самой системы. Все это приводит к 
вынужденным колебаниям скорости, в частности, к возможности появления автоколебательного режима. 

В зависимости от природы сегнетоэлектрика декремент затухания может либо возрастать с увеличением, 
амплитуды колебаний, либо уменьшаться, что ближе к нашему случаю и требует более подробного 
рассмотрения. 

Пусть сила внешнего физического воздействия имеет частоту, близкую к собственной частоте колебаний 
системы, т. е. осуществляется резонансный режим. При достаточно большой величине амплитуды внешнего 
физического воздействия резонансная кривая изогнется, например, влево (рис.3), чем и будет отличаться от 
обычного линейного резонанса. Характерной чертой этой кривой является неоднозначность зависимости 
амплитуды скорости процесса от частоты: при некоторых частотах имеем только один режим, при других - 
несколько. Так, численное решение задачи показывает, что, если плавно уменьшать амплитуду внешних 
колебаний, резонансная кривая 1 (рис. 4 а) сжимается неравномерно.  

 
Рис. 4. Эволюция кривой автоколебательного режима (а), устойчивого и неустойчивого режимов колебаний (б). 

Средняя ее часть становится настолько тонкой, что резонансная кривая само пересекается (кривая 2), 
образуя петлю в виде турбулентного вихря. Подобие таких вихрей, соответствующих повышению 
концентрации потока электронов в момент зарождения домена или дефекта, подобно кинетике, описанной в 
[6-9]. 

При уменьшении амплитуды внешнего физического воздействия кривая отклика скорости процесса на 
колебания неустойчивости разделяется на две ветви (кривые 3а и 3б). Эти изотермы здесь опущены в условиях 
турбулентных пульсаций под воздействием ультразвука [6, 10]. Одна из них (3а) имеет вид замкнутого 
неправильного круга, оторванного от кривой 3б обычного линейного резонанса, вытягивающейся и 
приближающейся к оси  η или х. При дальнейшем уменьшении амплитуды внешних воздействий и сведении их 
к нулю кривая 3б сливается с абсциссой, а круг сжимается в точку 4. Это и есть режим автоколебаний, 
обладающий для конкретного сегнетоэлектрика определенной амплитудой (ордината выявленной точки 4) и 
частотой (абсцисса точки 4). 

Возможность колебаний с конечной амплитудой при отсутствии внешних физических воздействий 
объясняется тем, что декремент затуханий падает с ростом амплитуды. Так, в выявленной точке 4 амплитуда 
колебаний скорости процесса такова, что декремент затухания равен нулю, а колебания с нулевым декрементом 
не должны затухать. Следовательно, в выявленной точке 4 образуется дополнительный термодинамически 
устойчивый домен. Для возбуждения такого автоколебательного режима достаточно наложить на систему 
возмущение в виде внешнего физического воздействия в виде фактора неустойчивости Ф [6]: 

Ф=1 + η  ∑
=

z

j yxu
yu

1 ),(
),( τ

- u(у)+С(у),     (26) 

Рассекая прямыми, параллельными оси ординат, кривую 1 по абсциссе от 0,5 до 0,75 (рис. 3 б), можно 
обнаружить три различные амплитуды вынужденных колебаний. Согласно теории нелинейных колебаний, из 
трех возможных режимов (а1, а2 и а3) устойчивы те, у которых амплитуда колебаний наибольшая или 
наименьшая. Это отвечает точкам 1 и 3. Следовательно, участок кривой ВС соответствует неустойчивым 
режимам, вызванным действием фактора неустойчивости в локальной области. Таким образом, в некоторой 
локальной области частот должны быть колебания с различными амплитудами (участки АВ и СD). Оба эти 
режима должны иметь место при зондовом исследовании локальной точки сегнетоэлектрика, вызывая 

локальный приток или отток электронов. 
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Так, например, при повышении частоты внешнего физического воздействия от 0 до А и далее можно 
получить ветвь резонансной кривой ОАВ. Затем в точке В амплитуда колебаний скачкообразно возрастает до 
значения в точке D. Участок резонансной кривой СD может быть получен при плавном повышении или 
понижении частоты фактора неустойчивости, т. е. при движении от точки С происходит срыв амплитуды 
колебаний к значению, соответствующему точке А. 

При рассмотрении одномерного случая все возмущения зависят от одной координаты х. Соответственно 
этому, поверхность кристалла или зона химической реакции остаются плоскими. Неустойчивость послойного 
перемещения изотермического фронта, приводящая к автоколебательному режиму, наступает при зависимости 
скорости реакции от температуры. Количественно это выражается в критическом значении константы реакции. 
Возникновение автоколебаний – своего рода защитная реакция процесса затухания. Если невозможен 
стационарный режим, то наступает депрессия, когда имеет место период накопления энергии (нагревание или 
охлаждение значительного микрообъема вокруг растущего домена перед решающим захватом близко 
расположенных кластеров и термодинамически устойчивых вновь сформировавшихся центров образования 
доменов). Эти этапы экспериментально обнаружены при скоростной киносъемке под микроскопом по методу, 
описанному в работе [10]. 

Иногда предел устойчивости процесса возникает одновременно с искажением формы фронта изотермы. 
При этом точное решение задачи приводит к простому критерию фактора устойчивости в виде 
 

Ф≡ [(Т1-Т0)/u(Т0)] du/dT1 = (Т1-Т0)E /2RТ1
2,    (27) 

 
где Т0, Т1— начальная и текущая температура; и - скорость реакции; E - энергия активации роста дефекта (в 
пределах  Е ≈ (5,9… 48,2) . 103 Дж/моль при Дб ≈ 80 - 100% и 30-80 0С по данным Ван-Гука, М.С. Жигалова и 
И.С. Гулого), или неустойчивости, физический смысл которого рассмотрен в [6]. 

Если Ф0 > Ф, то режим устойчив, а при Ф0 < Ф реакция носит автоколебательный характер. При 
небольшом превышении критической величины Фо ≈ 4,37 скорость процесса имеет слабые и почти 
синусоидальные колебания. Увеличение Ф ведет к росту амплитуды колебаний и деформации формы кривой. 
При этом переход через предельное значение Ф1, которое значительно отличается от Фо, соответствующего 
потере устойчивости плоского фронта, сопровождается превращением плоского фронта в двух- или 
трехмерную структуру, т. е. охватывает весь домен. 

При решении этой задачи численным методом оказывается, что наиболее простая форма такой структуры – 
гофрированная поверхность, когда некоторые участки фронта фазового перехода обгоняют соседние с 
периодически расположенными в пространстве  участками. Следовательно, при потере устойчивости наиболее 
неустойчивой формой является гармоника с определенной длиной волны (рассматривается неустойчивость 
плоского фронта, соответствующего длине волны λ≤∞). 

При потере устойчивости и переходе Ф в Ф фронт кристаллизации приобретает форму гармоники с длиной 
полуволны, равной отрезку λ /2 (кривая ВС на рис. 4 б). 

Исследования показали, что картина фронта химической реакции изменяется во времени. Фронт 
представляет собой ячеистую структуру, в которой периодически расположены квантовые возвышения и 
впадины, причем последние могут перемещаться по поверхности фронта. На возвышениях наблюдаются более 
высокие значения температуры и концентрации для веществ прямой растворимости (и наоборот, для веществ 
обратной растворимости), а следовательно, и большая скорость реакции. Однако эти возвышения не обгоняют 
впадины (квантовые ямы в гетеро структурах), поскольку между всеми элементами фронта при неплоской его 
структуре существует тепло- и массообмен, который и обусловливает движение фронта как целого вдоль своей 
оси. Если реакция во впадинах затухает, фронт изотермы может распасться на ряд не связанных между собой 
ячеек, имеющих определенные размеры и довольно сложную слоисто-вихревую или скаленоэдрическую 
структуру. Микрофотографии таких поверхностей приведены, например, в работах [6-9]. Кроме того, в этих 
впадинах происходит скопление и захват примесных кластеров, которые меняют свойства веществ. 

Численные расчеты, проведенные для типовых параметров дефекта rd ~ (5−50) нм, hd ~ (1−2) нм и 
ES = (108−109) В/м, показали, что склонность к сдвигу домена как целого на расстояние у0 под действием 
электрического поля к дефекту оправдано.  

В частности, на pис. 1 б-в показано, что зарождение домена вблизи заряженного дефекта создает 
гауссовской электрическое поле Ed(x) и происходит внутри затемненной области, где суммарное электрическое 
поле аксиально-симметричного источника Q и дефекта максимальное. Поскольку форма эквипотенциальных 
линий на поверхности образца в этой области близка к аксиально-симметричной, то и форма зародыша домена 
близка к аксиально-симметричной, но его центр будет сдвинут на расстояние у0 по проекции Q'. 

Для расчетов энергии домена справедливые приближенные равенства в выражении (1), которые позволяют 
проводить аналитические расчеты размеров полу-эллипсоидного домена с размерами r, l и его положения у0 из 
минимума свободной энергии (1). Рельеф свободной энергии домена, образуется вблизи поверхностного 
дефекта гауссовского типа и существенно зависит от расстояния x01 между проекцией эффективного заряда Q' и 
дефектом. 
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Подтверждены эффекты отталкивания и притяжения зародыша домена дефектами с различными 
направлениями электрического поля. Так, поверхностные дефекты, локализованные на расстояниях ⏐x0⏐ ≤ rd от 
проекции источника Q'', электрическое поле которых антиколинеарно поляризации домена и достаточно 
высоко по абсолютной величине, затрудняют зарождения домена, так что критический зародыш отталкивается 
от дефекта. «Позитивный» дефект, электрическое поле которого коллинеарно поляризации домена, действует 
как центр зародышеобразования сам по себе: если величина поля дефекта превышает критическое значение 

( ) ( )( )110~ εεψ SSdS
cr
S PPhE + , тогда возникает поверхностный домен с длиной l ≅ hd, радиусом r ≤ rd и 

центром в точке x0. Позитивный дефект, локализованный на расстоянии ⏐x0⏐ ≤ rd, играет роль катализатора 
зародышеобразования дефекта. Если электрическое поле дефекта достаточно большое (ES > ES

cr), зародыш 
критического размера будет находиться вблизи дефекта y0 ≈ x01. При повышении напряжения (не только 
электромагнитного или механического) размеры зародыша дефекта уменьшаются и его положение  смещается в 
сторону источника внешнего физического (электромагнитного и механического) поля. В результате 
равновесное положение стабильного домена (образования дефекта) приближается к y0 = 0. Без учета пиннинга 
кристаллической решетки, домен возникает вблизи ближайшего «позитивного» дефекта, который быстро 
увеличивается в размерах с ростом U, и движется как целое по направлению к источнику. Если доменная стенка 
пинингуется решеткой, то домен как целое не движется, а увеличивается с ростом электрического напряжения 
и может приобрести асимметричную форму. 

Результаты исследования влияния параметров дефекта при критическом напряжении (размеров домена и 
высоты активационного барьера Ea) разделяют состояние сегнетоэлектрика с однородной поляризацией и 
состояние, активизирующее дефектообразование при повышении температуры Т и концентрации среды kB, где 
установлены приборы на основе сегнетоэлектрических материалов. Выведены приближенные аналитические 
зависимости высоты активационного барьера Ea, положение y0 и размеров зародыша lS и rS от электрического 
напряжения и характеристик дефекта:  
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Амплитуда ( ) ( )2
0

* 89exp SdSSdS PhEhE ψε−= . Активационные напряжения определяются из равенства 
высоты барьера (28) определенному уровню, например, Eа = 2-20 kBT. Типичные зависимости высоты 
активационного барьера от электрического напряжения U, активационной напряжения Ua от расстояния x01 к 
дефекту приведены на pис. 5а-б. Активационное напряжение, соответствующее зарождению домена при 
отсутствии дефекта или вблизи дефекта при разных направлениях спонтанной поляризации ±PS,, обозначены 
Ua

0 и Ua
± соответственно. Реверсирования поляризации поверхностного домена происходит скачком при 

напряжении cr
SS EdU γ+ ~ . 

Особенности тонкой структуры петель гистерезиса локального пьезоотклика, обусловленные близостью 
дефектов, рассмотрены в работе [11]. Влияние дефектов обусловливает не монотонность в виде прыжков, 
максимумов, минимумов пьезооткликов и горизонтальную асимметрию петель гистерезиса по напряжению U, 
как показано на рис. 5в,д. 

В результате рассмотренных исследований поставленной задачи выявлена необходимость учитывать 
неустойчивость системы, которая приводит к появлению физических свойств, возбуждаемых и гасимых 
внешними физическими воздействиями, включая турбулентные вихри тепловых и концентрационных  
пульсаций сред, рассмотренных в работах [6,7]. Вследствие изменений амплитуды колебаний концентрации 
или температуры рабочей среды прибора на основе сегнетоэлектрика возникают вынужденные колебания в 
системе и, в результате устанавливается автоколебательный режим. В зависимости же от природы 
сегнетоэлектрика декремент затухания может либо возрастать с увеличением, амплитуды колебаний, либо 
уменьшаться, что ближе к рассмотренному нами случаю. 

С учетом колебаний температуры и концентрации решена задача предсказания и выявления механических 
микродефектов в приборах на основе сегнетоэлектрических материалов с локальной поляризацией доменов в 
связи с чем можно отметить аналогию с выводами, приведенными в работе [1]. 

Установлено, что комплексное рассмотрение термодинамической теории образования нано и микро 
доменов в сегнетоэлектрических материалах и аналитической теории их локального пьезоэлектрического 
отклика на возбуждение внешним электрическим полем открывает возможности самосогласованного 
количественного анализа экспериментальных данных. 

Таким образом, развита термодинамическая теория локального реверсирования поляризации в 
сегнетоэлектриках вблизи заряженных дефектов. Установлено, что поверхностные дефекты имеют формы 
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петель локального пьезоэлектрического гистерезиса, как прыжки пьезоотклика и асимметрия коэрцитивных 
напряжений. Полученные аналитические зависимости энергии активации образования зародыша, его размеров 
и радиуса устойчивого домена от конфигурации электрических и тепловых полей внутренних дефектов и 
внешнего нано размерного источника позволяют определить размеры нано доменов, образующихся вблизи 
дефектов путем деконволюции экспериментальных петель гистерезиса локального пьезоэлектрического 
отклика. 

Разработано использование связанных уравнений для аналитического описания реверсирования 
поляризации в пространственно неоднородных сегнетоэлектриках-полупроводниках с заряженными дефектами 
или неизовалентными примесями. 
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Рис. 5. Особенности тонкой структуры петель гистерезиса локального пьезоотклика, обусловленные близостью дефектов, 

изменения температуры и концентрации среды в местах расположения приборов на основе сегнетоэлектрических 
материалов 

(а) – зависимость активационного барьера (в единицах kBT) от приложенного напряжения U для различных значений 
расстояния x01 в дефекте создается гауссовское электрическое поле с радиусом rd = 4 нм, глубиной проникновения hd = 0.8 
нм и амплитудой ES в сегнетоэлектриков PZT-6B, (кривая 0), −109  В / м (кривые 1, 2), +109 В/м В / м (кривые 3, 4). 
(б) – зависимость активационной напряжения Ua от x01 для Eа = 2 kBT и 20 kBT. 
(в) – петли гистерезиса пьезоотклика домена, рассчитанные по (5) и (15) с учетом пиннинга. Пунктирная (ES = 0), 
штрихованных (x01 = rd, ES ≠ 0) и сплошная (x01 = 0, ES ≠ 0); кривые рассчитаны для Ea = 20 kBT. 
(г) – зависимость радиуса домена от напряжения, полученная методом деконволюции по (5) из петли гистерезиса ПСМ 
отклика; 
(д) – для пленки BiFeO3 толщиной 200 нм [1]. 

 
Показано, что сочетание термодинамической теории образования нанодоменов – предвестников дефектов 

в сегнетоэлектрических материалах и аналитической теории их локального пьезоэлектрического отклика на 
возбуждение внешним электрическим полем открывает возможности прогнозируемого самосогласованного 
количественного анализа экспериментальных данных. 

Результаты численного моделирования и аналитические выражения для зависимости пьезоотклика и 
размеров доменов от внешнего электрического поля и параметров сегнетоэлектрического материала хорошо 
согласуются как с экспериментальными зависимостями для тонких пленок и монокристаллов типичных 
сегнетоэлектриков, так и с многочисленными результатами, полученными независимо методом моделирования 
фазовых полей другими авторами, обеспечивает достоверность полученных результатов. 

Полученные результаты открывают возможности моделирования петель гистерезиса локального 
пьезоэлектрического отклика и самосогласованного количественного анализа экспериментальных данных 
пьезоэлектрической силовой микроскопии, петель сегнетоэлектрического, диэлектрического и 
пироэлектрического гистерезиса в полярно-активных кристаллических и керамических материалах, что имеет 
практическое значение для миниатюризации приборов наноэлектроники на основе сегнетоэлектрических 
материалов. 
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The mathematical analysis of influence of additives of the third component (Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Ga, Zr, In, Sn) on quantities of 
energies of a segregation of impurities in volume and on boundaries of grains of alloy Cu-4,35 at. % Ti is made during aging on the 
cellular mechanism. Calculation of enthalpies of a segregation is spent with the account of energies of interatomic and elastic 
interaction of atoms of a different grade. Effects of experimental researches testify, in particular, to effective accelerating influence 
Ni on development of cellular decay in alloy Cu-4,35 ат. % Ti and essential inhibiting action of the given process by an additive Co. 
On the basis of modelling calculations of enthalpies of mixture in volume and on boundaries of grains it is erected that for the 
specified additives distinctions in quantities of an enthalpy of mixture in volume of grains appear considerable. The carried out 
analysis can be taken as a principle build-ups of model of a dynamic segregation and its influence on velocity of cellular decay in 
threefold metal systems. 
KEYWORDS: segregation, surface energy, grain boundary migration, diffusion, cellular precipitation. 

 
ВПЛИВ ДОДАНКІВ ТРЕТЬОГО ЕЛЕМЕНТУ ДО СПЛАВУ Cu-Ti НА ЕНЕРГІЮ СЕГРЕГАЦІЇ ДОМІШКИ ПІД 

ЧАС КОМІРЧАСТОГО РОЗПАДУ ТВЕРДОГО РОЗЧИНУ 
С.І. Деревянко1, А.К. Кузняк2, Ю.О. Ляшенко1, І.О. Шматко2, О.А. Шматко2 

1 Черкаський національный університет им. Богдана Хмельницького 
Україна, 18000, Черкаси, бульвар Шевченка, 79. 

2 Інститут металофізики ім. Г.В. Курдюмова НАН України 
Україна, 03680, Київ, бульвар Академіка Вернадського, 36. 

Виконано математичний аналіз впливу доданків третього компонента (Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Ga, Zr, In, Sn) на величини енергій 
сегрегації домішок в об'ємі і на межах зерен сплаву Cu-4,35 ат.% Ti в ході старіння за комірковим механізмом. За 
розрахунку ентальпій сегрегації взято до уваги значення енергій міжатомної і пружної взаємодії атомів різного сорту. 
Результати експерементальних досліджень, зокрема, свідчать про ефективне комірчастого розпаду в сплаві Cu-4,35 ат.% Ti 
під впливом доданку Ni, а також про істотне гальмування цього процесу добавкою Со. На підставі модельних розрахунків 
ентальпій змішування в об’ємі і на межах зерен встановлено, що для зазначених доданків значними виявляються 
відмінності в величинах ентальпії змішування в об’ємі зерен. Проведений аналіз може бути покладено в основу побудови 
моделі динамічної сегрегації та її впливу на швидкість комірчастого розпаду в потрійних металевих системах. 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: сегрегація, поверхнева енергія, міграція меж зерен, дифузія, комірчастий розпад 

 
ВЛИЯНИЕ ДОБАВОК ТРЕТЬЕГО ЭЛЕМЕНТА В СПЛАВ Cu-Ti НА ЭНЕРГИЮ СЕГРЕГАЦИИ ПРИМЕСИ В 

ХОДЕ ЯЧЕИСТОГО РАСПАДА ТВЁРДОГО РАСТВОРА 
С.И. Деревянко1, А.К. Кузняк2, Ю.А. Ляшенко1, И.О. Шматко2, О.А. Шматко2  

1 Черкасский национальный университет им. Богдана Хмельницкого 
Украина, 18000, Черкассы, бульвар Шевченко, 79. 

2 Институт металлофизики им. Г.В. Курдюмова НАН Украины 
Украина, 03680, Киев, бульвар Академика Вернадского, 36 

Выполнен математический анализ влияния добавок третьего компонента (Cr, Mn, Fe, Co, Ni, Ga, Zr, In, Sn) на величины 
энергий сегрегации примесей в объёме и на границах зёрен сплава Cu-4,35 ат.% Ti в ходе старения по ячеистому механизму. 
Расчёт энтальпий сегрегации проведен с учётом энергий межатомного и упругого взаимодействия атомов разного сорта. 
Результаты экспериментальных исследований свидетельствуют, в частности, об эффективном ускоряющем влиянии Ni на 
развитие ячеистого распада в сплаве Cu-4,35 ат.% Ti и существенном торможении данного процесса  добавкой Со. На 
основании модельных расчётов энтальпий смешения в объёме и на границах зёрен установлено, что для указанных добавок 
значительными оказываются различия в величинах энтальпии смешения в объеме зерен. Проведенный анализ может быть 
положен в основу построения модели динамической сегрегации и ее влияния на скорость ячеистого распада в тройных 
металлических системах. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: сегрегация, поверхностная энергия, миграция границ зерен, диффузия, ячеистый распад 

 
Одним из кардинальных вопросов в исследовании кинетики фазово-структурных превращений в ходе таких 

процессов как рекристаллизация, рост зёрен, ячеистый распад пересыщенных твёрдых растворов [1,2], 
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кинетической и термодинамической стабилизации нанокристалических плёнок под влиянием примесных 
сегрегаций на межфазных границах [3-5] является анализ влияния добавок третьего элемента на подвижность 
границ зёрен в сплавах. Собственно сегрегация атомов на межзёренных и межфазных границах есть одним из 
важнейших факторов, влияющих на термодинамическую и эксплутационную стабильность 
поликристаллических структур. Следует иметь в виду существенное различие равновесных и неравновесных 
сегрегаций. Равновесные сегрегации, образующиеся на неподвижных границах, описываются с помощью 
термодинамических принципов равновесия подсистем [5-9]. Иначе описываются процессы динамических 
сегрегаций, протекающих на поверхности раздела фаз, мигрирующей с определённой скоростью [10-15]. В 
случае, когда поверхность раздела фаз перемещается с относительно низкой скоростью, проявляется 
возможность формирования в ней равновесной сегрегации компонентов. Особый интерес представляет 
исследование образования сегрегаций на подвижных высокоугловых границах зёрен и, в частности, их влияния 
на скорость ячеистого распада твёрдых растворов [1, 10-18] в системах, стареющих при низких гомологических 
температурах. В ходе ячеистого распада фронт реакции перемещается в массив пересыщенного твёрдого 
раствора, образовавшегося после закалки от повышенных гомологических температур данного сплава. Этим 
перемещением реализуется поперечное диффузионное перераспределение компонентов в объёме превращения, 
в результате которого формируется эвтектоидноподобная структура, состоящая из чередующихся пластинок 
обеднённого твёрдого раствора и фазы выделения. Основными кинетическими параметрами ячеистого распада 
являются скорость перемещения фронта реакции (v) и величина межпластиночного расстояния (l). Последний 
параметр представляет ширину пути диффузии атомов растворённого элемента и вместе со значением 
коэффициента диффузии данных атомов мигрирующим фронтом ячеистой реакции Db, толщиной этого фронта 
– λ и сегрегационным фактором – s связан с величиной v соотношением ( ) 24 bs D lν λ= . 

Влияние легирования третьим элементом на v и sλDb сплава Cu-4,35 ат.% Ti, состаренного при 873 К, 
исследовано в [17]. Из таблицы 1, где приведены значения установленных величин в порядке убывания v, 
видно, что из десяти использованных элементов лишь индий и никель ускоряют рост ячеек. 

Таблица 1 
Величины v, sλDb и ms для сплава Cu-4,35 ат.%Ti с добавками третьего элемента, 

состаренного при 873 К [17]. 
Количество третьего 

элемента, ат.% 
810 ,  м/сν ⋅  3,  м /сbs Dλ  910 ,  Кл/мsm ⋅  ( ) 9

3 10 ,  Кл/мs sCum m− ⋅  

0,5 Ni 10,8 6,08 1,303 0,091 
0,5 In 9,0 5,06 0,746 -0,466 

Cu - - 1,212 - 
4,35 Ti 7,0 3,94 0,751 -0,461 
0,4 Ga 4,7 2,64 1,429 0,217 
0,5 Mn 4,5 2,53 1,097 -0,115 
0,5 Co 3,7 2,08 1,260 0,048 
0,6 Cr 3,4 1,91 1,200 -0,012 
0,5 Fe 3,1 1,74 1,267 0,055 
0,3 Sn 3,1 1,74 0,928 -0,284 
0,3 Zr 1,9 1,07 0,754 -0,458 

 
Относительно ускоряющего либо замедляющего влияния легирования третьим элементом на подвижность 

фронта ячеистого распада ныне нет окончательного объяснения. Отдельные успехи в этом плане для отдельных 
металлических сплавов основываются на анализе разницы размеров атомов основного и присадочного 
элементов, максимальной растворимости примеси в основном металле, температуры её плавления или же её 
влияния на крутизну концентрационной зависимости параметра кристаллической решётки металла-
растворителя не работают для других систем. В [17] выполнен анализ-допущение того, что более общим есть 
рассмотрение влияния третьего элемента на v исходя из анализа его роли в процессе образования фазы 
выделения т.е. его адсорбционной активности. Так, ещё в [1] результаты влияния легирования на v как раз 
интерпретировались с точки зрения наличия сегрегаций на границах зёрен в случае торможения роста ячеек 
либо их отсутствия в случае ускорения данного процесса. Однако и данный подход к решению проблемы также 
не даёт однозначного ответа. И тем не менее эффект влияния примеси на величину v должен зависеть от 
поведения примесных атомов на фронте реакции либо перед ним. В [17] сделана попытка связать 
горофильность или горофобность примесных атомов (табл. 1) со значениями их статистического обобщённого 
момента (ms) и разницей между ms и статистическим обобщённым моментом металла-основы (msСu). 

В [18] на сплавах свинец-олово показано, что горофобные (поверхностно-инактивные) примеси тормозят 
ячеистый распад, тогда как горофильные (поверхностно-активные) могут его как ускорять, так и тормозить. К 
анализу результатов исследований [18] привлечено соотношение, описывающее изменение v вследствие 
легирования 
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                                     ( ) ( ) ( )2~ 8 RT 2 km b c c brV s D l G l r Gν λ σ γ− − −⎡ ⎤⎣ ⎦ .                               (1) 
Здесь Vm – молярный объём сплава; R – газовая постоянная; Т – температура старения; Gc – химическая 
движущая сила процесса; Gbr – энергия торможения границы зерна; σ и γ – удельная поверхностная энергия 
межфазных границ и энергия границ зёрен; k – соотношение распределения примеси в границе и в объёме 
зерна; rc – атомный радиус примеси. 

Горофобные примеси повышают σ и γ, содействуя тем самым формированию высокой ( )2~ 1 kbrG − . В 

случае же горофильных примесей их влияние на v будет определяться конкуренцией двух факторов: 
понижением σ и γ и повышением Db и Gbr. 

Из табл.1 видно, что горофобные (относительно меди) примеси, такие как галлий, кобальт и железо 
тормозят рост ячеек в исследуемом сплаве, тогда как никель (тоже горофобный относительно меди) не 
понижает, а наоборот, повышает v. В [17] это объясняется тем, что влияние горофобной примеси на 
поверхностную энергию σ тесно связан с концентрацией основного легирующего элемента (титана в нашем 
случае) в сплаве. 

 
АНАЛИТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ВЛИЯНИЯ ЛЕГИРОВАНИЯ ТРЕТЬИМ 

ЭЛЕМЕНТОМ НА ПАРАМЕТРЫ ЯЧЕИСТОГО РАСПАДА ТВЁРДЫХ РАСТВОРОВ 
Моделирование предлагается выполнить путём расчета энтальпий смешивания в бинарных твёрдых 

растворах и энтальпий сегрегации компонентов на границах зёрен для металлических систем на основе меди, в 
результате которого будет предпринята попытка установить связь этих параметров с изменением скорости 
ячеистого распада в сплаве Cu-4,35 ат.%Ti вследствие его легирования третьим компонентом. 

Если для расчёта энтальпии концентрированных твёрдых растворов предположить, что атомы одного 
растворённого компонента случайно распределены в кристаллической решётке другого, то для решения такой 
задачи вполне возможен подход Миэдэми [19]. В данном случае энтальпия образования твёрдого раствора из 
чистых компонентов будет суммой трёх слагаемых: ΔHchem – химической составляющей энергии 
взаимодействия, ΔHelastic – упругой энергии и ΔHstruсt – структурной энергии, которая в свою очередь отличается 
от нуля только для твёрдых растворов с переходными металлами. Таким образом 

                                                   ΔH form = ΔHchem + ΔHelastic + ΔHstruсt                                             (2) 
Обозначим концентрации элементов твёрдого раствора как сА и сВ, а поверхностные концентрации 

компонентов на поверхностях их взаимодействия как S
Ac  и S

Bc . Поверхности взаимодействия – понятие, 
предложенное Миэдэми для случая плотного заполнения пространства сферами влияния каждого компонента в 
бинарном сплаве 

                                              
2 3

2 3 2 3
s A A
A

A A s s

c Vc
c V c V

=
+

, 
2 3

2 3 2 3
s B B
B

A A B B

c Vc
c V c V

=
+

,                                     (3) 

где VA , VB – молярные объёмы компонентов. 
Расчет значений поверхностной энтальпии ΔHinter(A in B) и ΔHinter(B in A) для растворов А в В и В в А 

проводим из соотношения: 

                                  ΔHchem(ss) = сА сВ [сВ ΔHinter (A in B) + сА ΔHinter(B in A)]                        (4) 
Вторым слагаемым есть величина энтальпии упругого взаимодействия компонентов 

                               ΔHelastic(ss) = сА сВ [сВ ΔHelastic (A in B) + сА ΔHelastic(B in A)]                      (5) 
Значения ΔHelastic (A in B) и ΔHelastic(B in A) находим через объёмный модуль КА и модуль сдвига GB [19]: 

               ( ) ( )22
  

4 3
elastic A B A B

B A A B

K G W W
H Ain B

G W K W
−

Δ =
+

, ( ) ( )22
  

4 3
elastic B A B A

A B B A

K G W W
H Bin A

G W K W
−

Δ =
+

          (6) 

Объёмы сфер влияния компонентов WA и WB рассчитаны из соотношений: 

                                             A B
A A A

ws

W V
n

ϕ ϕα −= + , A B
B B B

ws

W V
n

ϕ ϕα −= + ,                                    (7) 

где A
wsn  и B

wsn  – плотности соответствующих элементов; φА и φВ – параметры, характеризующие 
электротрицательность металлов; α – эмпирическая константа: 
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1 3 1 3

2 3

1.5 1 1
A

A B
ws ws

V

n n

α =
+

                                                         (8) 

Для определения энтальпии зернограничной сегрегации бинарных сплавов используем модель [19], 
учитывающую расчет химической энтальпии и энтальпии упругого взаимодействия, связанного с различием 
размеров атомов компонентов. Согласно модели Мак-Лина [6] равновесная концентрация атомов, 
сегрегированных в границах зёрен, определяется как 

                                                     exp
1 1

seg
gb c

gb c

x x H
x x kT

⎛ ⎞Δ= ⎜ ⎟− − ⎝ ⎠
,                                                   (9) 

где хgb, xc – мольные доли растворённого элемента в межфазных границах и в объёме зёрен; ΔHseg – энтальпия 
сегрегации, положительное значение которой свидетельствует о тенденции границ зёрен к сегрегированию 
примесных атомов. 

                           ( )( )int 2 3 2 3
0 0

10.71
3

seg er S S
B B A A elH H AinB c V c V Eν γ γΔ = − ⋅ ⋅ −Δ − + + Δ ,                 (10) 

где 2 3
0

S
A Ac Vγ , 2 3

0
S
B Bc Vγ  – поверхностная энергия чистого металла, 8

0 4,5 10c = ⋅  – безразмерная 
полуэмпирическая константа. 

Первое слагаемое выражения (10) отражает межатомную химическую составляющую энергии 
взаимодействия [20], а второе – есть энтальпия упругого взаимодействия атомов в границе зерна, 
возникающего при деформации:  

                                                  ( )224
4 3
AV A B A B A B

el
B B A A

N K G r r r r
E

G r K r
π −

Δ =
+

 ,                                         (11) 

где NAV – постоянная Авогадро и rA, rB – атомные радиусы компонентов А и В. 

                                                      
1 33

4
A

A
AV

Vr
Nπ

= , 
1 33

4
B

B
AV

Vr
Nπ

=                                                     (12) 

 
РЕЗУЛЬТАТЫ РАССМОТРЕНИЯ ПРЕДЛОЖЕННОЙ МОДЕЛИ 

Для расчета энтальпии смешения в теле зерна бинарных твёрдых растворов медь-титан из выражений (2), 
(4), (5) и энтальпии сегрегации на границах зёрен из выражений (10), (11) с учётом как химического 
межатомного взаимодействия, так и упругого взаимодействия атомов использованы данные, приведенные в 
таблице 2. 

Таблица 2 
Параметры, использованные для расчётов в соответствии с [19] 

 6 310 ,  м мольV −⋅  1210 ,  мr −⋅  φ, В nws, ед. 
плотности 

1010 ,  ПаK ⋅  
1010 ,  ПаG ⋅
 

Cu 7,12 145 4,45 3,18 13,1 4,513 
Ti 10,58 176 3,8 3,51 10,52 3,934 
Ni 6,6 149 5,2 5,36 18,64 7,505 
In 15,75 156 3,9 1,6 4,109 0,3728 
Ga 11,82 136 4,1 2,25 5,69 3,747 
Mn 7,35 161 4,45 4,17 5,967 7,652 
Co 6,7 152 5,1 5,36 19,15 7,642 
Cr 7,23 166 4,65 5,18 19,03 11,67 
Fe 7,09 156 4,93 5,55 16,83 8,152 
Sn 16,3 145 4,15 1,9 11,09 1,844 
Zr 14 206 3,45 2,8 8,335 3,414 

Результаты выполненных расчетов представлены в таблицах 3 и 4. 
Расчёт плотности поверхностной энергии 0

ABγ  бинарных сплавов (см. табл. 6 и 7)  по соотношению 

                                         ( )int

2 3
0

  er
S S S S

AB A A B B A B
A

H Ain B
c c c c

c V
γ γ γ

Δ
= + −                                           (13) 

выполнен на основании обобщения модели Миэдэми Бенедиктусом [21] и с учётом значений поверхностной 
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концентрации элементов S
Ac , S

Bc , энтальпии взаимодействия компонентов ( )int   erH Ain BΔ , а также 
поверхностных энергий чистых компонентов бинарного сплава γА, γВ [19], приведенных в таблице 5. 

Плотности поверхностной энергии в границах зёрен сплавов 0
ABγ   на основе Сu приведены в таблице 6, а на 

основе Ti – в таблице 7. 
Таблица 3 

Рассчитанные величины энтальпий в бинарных сплавах на основе Сu. 

 
chemHΔ , 

Дж/моль 

elasticHΔ , 
Дж/моль 

formHΔ , 
Дж/моль 

chem
mHΔ , 

Дж/моль 
elEΔ , 

Дж/моль 

seg
mHΔ , 

Дж/моль 
Cu-Ni -2226,3 787,2 -1439,3 -8280,2 1116,4 -7163,8 
Cu-In -109,0 9591,1 9482,1 12719,7 18149,9 30869,6 
Cu-Ti -9010,3 7628,6 -1381,6 -22659,1 26218,4 3559,3 
Cu-Ga -731,4 8714,3 7982,9 4641,2 52386,9 57028,1 
Cu-Mn 3750,0 91,5 3841,5 5533,8 209,8 5743,6 
Cu-Co 6377,5 503,8 6881,4 -9215,3 730,7 -8484,5 
Cu-Cr 12498,7 0,0 12498,7 -3791,9 60,0 -3731,9 
Cu-Fe 12875,5 84,9 12960,4 -6401,3 3,8 4397,6 
Cu-Sb -319,7 26699,6 26379,9 12043,4 84149,2 96192,6 
Cu-Zr -22613,4 21237,7 -1375,7 -38913,4 81356,2 42442,8 

 
Таблица 4 

Рассчитанные величины энтальпий в бинарных сплавах на основе Ті. 

 
chemHΔ , 

Дж/моль 

elasticHΔ , 
Дж/моль 

formHΔ , 
Дж/моль 

chem
mHΔ , 

Дж/моль 
elEΔ , 

Дж/моль 

seg
mHΔ , 

Дж/моль 
Ti-Ni -34454,0 11406,0 -23047,9 -6921,1 47573,6 40652,4 
Ti-In 357,2 3568,4 3925,6 30904,8 5156,8 36061,6 
Ti-Ga -684,9 723,0 38,1 22635,6 2341,6 24977,2 
Ti-Mn -8159,4 5871,1 -2288,3 18134,6 30255,6 48390,2 
Ti-Co -28190,5 10908,6 -17281,9 -6554,5 45379,8 38825,3 
Ti-Cr -7405,3 8526,8 1121,5 4903,9 40251,9 45155,7 
Ti-Fe -16801,0 9043,2 -7757,8 -2083,9 37105,4 35021,5 
Ti-Sn -253,3 9621,1 9367,7 30002,0 25564,1 55566,0 
Ti-Zr -250,0 3633,3 3383,3 -8089,3 15447,7 7358,4 

 
Таблица 5 

Поверхностные энергии чистых компонентов γ в твёрдом растворе 
 Ti Cu Ni In Ga Mn Co Cr Fe Sn Zr 
γ, 

Дж/м2 2,1 1,875 2,45 0,675 1,1 1,6 2,55 2,3 2,475 0,675 2 

 
Таблица 6 

Плотности поверхностной энергии 0
ABγ  в границах зёрен сплавов на основе Сu 

 0,5 Ni 0,5 In 4,35 Ti 0,4 Ga 0,5 Mn 0,5 Co 0,4 Cr 0,5 Fe 0,3 Sn 0,3 Zr 
0
ABγ  1,8276 1,8154 1,8501 1,8211 1,8234 1,8277 1,8261 1,8267 1,8191 1,8278 

 
Таблица 7 

Плотности поверхностной энергии 0
ABγ  в границах зёрен сплавов на основе Ti. 

 0,5 Ni 0,5 In 0,4 Ga 0,5 Mn 0,5 Co 0,4 Cr 0,5 Fe 0,3 Sn 0,3 Zr 
0
ABγ  2,1839 1,9157 2,0125 2,072 2,1816 2,1333 2,1581 1,9817 2,0926 

 
Из анализа данных таблицы 1 видно, что горофобность примесей относительно меди проявляется 

неоднозначно. Так галлий, кобальт и железо тормозят рост ячеек в сплаве Cu-4,35 ат.%Ti, никель же, наоборот, 
повышает скорость их роста. 

Рассмотрим лишь случаи добавления никеля и кобальта в упомянутый сплав в связи с тем, что 
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расчитанные энтальпии сегрегации (таблицы 2 и 3) seg
TiNiHΔ  = 40,6 кДж/моль и seg

TiCoHΔ  = 38,8 кДж/моль имеют 

для них приблизительно одинаковые значения так же как и энтальпии сегрегации на границах зёрен seg
CuNiHΔ  = 

– 7,2 кДж/моль и seg
CuCoHΔ  = – 8,5 кДж/моль. Вследствие приблизительного равенства радиусов атомов никеля и 

кобальта такими же близкими за счёт упругого взаимодействия как в объёме зёрен (ΔHelastic), так и на их 
границах (ΔЕel) оказываются значения энтальпии сегрегации. 

Из таблицы 4 видно, что и поверхностные энергии чистых никеля и кобальта близки, а так же попарно 
подобная близость этих величин наблюдается для сплавов Сu-0,5Ni и Cu-0,5Co, Ti-0,5Ni и Ti-0,5Ni. Данный 
пример наглядно свидетельствует о том, что небольшая добавка никеля в пересыщенный твёрдый раствор 
Cu-4,35 ат.%Ti почти вдвое ускоряет его ячеистый распад, а столь же небольшая добавка кобальта, наоборот, 
почти вдвое замедляет данный процесс. Это обусловлено различием величин энтальпий смешивания твёрдого 
раствора ΔHchem, зависящих от межатомного взаимодействия в объёмах зёрен. Отмеченные различия есть 
причиной изменения Gbr – энергии торможения границ зёрен примесями, чем обусловливается необходимость 
решения задачи диффузионного перераспределения компонентов как перед мигрирующим фронтом ячеистого 
распада, так и поперёк него [22]. 

 
ВЫВОДЫ 

Для описания экспериментально установленного влияния добавок третьего компонента на скорость 
миграции фронта ячеистого распада пересыщенных твёрдых растворов впервые использован 
термодинамический подход Миэдэми и его обобщение для расчёта энтальпии сегрегации примесных атомов на 
границах зёрен как с учётом значений энергии межатомного взаимодействия, так и величин энергии упругого 
взаимодействия, связанных с различиями в размерах атомов. 

Установлено, что в случае добавки в бинарный сплав атомов третьего элемента с близкими по величине 
атомными радиусами ускорение или торможение фронта ячеистой реакции скорее всего определяет различие 
коэффициентов диффузии данных атомов перед фронтом. 
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The possibility of an effective method of dual-energy radiography unauthorized inclusions containing heavy elements in cargo 
containers has been investigated. A method for optimizing the energy performance of the bremsstrahlung radiation: low-energy beam 
(containing the maximum number of photons in the energy range, which is dominated by Compton effect) and high energy beam 
(with a maximum number of high-energy photons, electron-positron pairs) has been developed. The influence of the converter 
thickness and converter material on the spectral characteristics of the beams of photons has been investigated. The variants of tree-
layers efficient converters have been proposed. On the basis of the Monte Carlo and quasi-analytical method a numerical experiment 
radiography investments has been completed. It is shown that the use of optimally shaped beams can reliably distinguish embedding 
from lead to masking the background of steel structures up to 25 cm  
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ФОРМИРОВАНИЕ ТОРМОЗНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ В МЕТОДЕ ДУАЛЬНЫХ ЭНЕРГИЙ ДЛЯ РАДИОГРАФИИ 
НЕСАНКЦИОНИРОВАННЫХ ВЛОЖЕНИЙ 

В.Г. Рудычев 1, И.А. Гирка 1, Д.В. Рудычев 1, Е.В. Рудычев 1,2 
1 Харьковский национальный университет имени В.Н. Каразина 
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2 Национальный научный центр «Харьковский физико-технический институт», 

61108, ул. Академическая, 1, Харьков, Украина 
Исследована возможность эффективной радиографии методом дуальных энергий несанкционированных вложений, 
содержащих тяжелые элементы, в грузовых контейнерах. Разработана методика оптимизации характеристик пучков 
тормозного излучения: низкоэнергетического (содержащего максимальное количество фотонов в диапазоне энергий, где 
доминирует Комптон-эффект) и высокоэнергетического (с максимальным количеством фотонов высоких энергий, рождение 
электрон-позитронных пар). Исследовано влияние толщины и материала конвертеров на спектральные характеристики 
пучков фотонов, предложены варианты эффективных трехслойных конвертеров. На основе метода Монте-Карло и 
квазианалитического метода смоделирован численный эксперимент радиографии вложений. Показано, что применение 
оптимально сформированных пучков позволяет достоверно выделить вложения из свинца на маскирующем фоне стальных 
конструкций до 25 cм. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: метод дуальных энергий; радиография; тормозное излучение; несанкционированные вложения; 
метод Монте-Карло 

 
ФОРМУВАННЯ ГАЛЬМІВНОГО ВИПРОМІНЮВАННЯ В МЕТОДІ ДУАЛЬНИХ ЕНЕРГІЙ ДЛЯ 

РАДІОГРАФІЇ НЕСАНКЦІОНОВАНОГО ВКЛАДЕНЬ 
В.Г. Рудичев1, І.О. Гірка1, Д.В. Рудичев1, Є.В. Рудичев1,2 

1Харківський національний університет імені В.Н. Каразіна  
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Досліджено можливість ефективної радіографії методом дуальних енергій несанкціонованих вкладень, що містять важкі 
елементи, в вантажних контейнерах. Розроблено методику оптимізації характеристик пучків гальмівного випромінювання: 
низькоенергетичного (яке містить максимальну кількість фотонів в діапазоні енергій, де домінує Комптон-ефект) і 
високоенергетичного (з максимальною кількістю фотонів високих енергій, народження електрон-позитронного пар). 
Досліджено вплив товщини і матеріалу конвертерів на спектральні характеристики пучків фотонів, запропоновані варіанти 
ефективних тришарових конвертерів. На основі методу Монте-Карло і квазіаналітичного методу змодельований чисельний 
експеримент радіографії вкладень. Показано, що застосування оптимально сформованих пучків дозволяє достовірно 
виділити вкладення зі свинцю на маскуючем тлі сталевих конструкцій до 25 cм. 
КЛЮЧОВІ СЛОВА: метод дуальних енергій; радіографія; гальмівне випромінювання; несанкціоновані вкладення; метод 
Монте-Карло 

 
Инспекция несанкционированных вложений, перевозимых в грузовых контейнерах и большегрузных 

автомобилях, осуществляется, в основном, методом радиографии на основе рентгеновского излучения. Для 
улучшения качества радиографического изображения используют метод дуальных энергий [1]. Он основан на 
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использовании двух пучков тормозного излучения (BS) генерируемых электронами с энергией Ee = 3 − 5 MeV 
(BS1) и Ee = 8 − 10 MeV (BS2). Прохождение BS1 сквозь инспектируемый объект слабо зависит от элементного 
состава груза, а прохождение BS2 зависит от атомного номера Z инспектируемых грузов. В [2] показано, что 
метод дуальных энергий обладает недостаточным разрешением по дискриминации элементов при больших 
толщинах инспектируемых объектов.  

В настоящее время не решена проблема идентификации вложений из радиоактивных материалов, 
размещенных в свинцовых контейнерах («грязная» бомба), боеприпасов, содержащих свинец, на маскирующем 
фоне, например, в стальных конструкциях. В настоящей работе исследована возможность выявления на 
маскирующем фоне перевозимых грузов вложений, содержащих тяжелые элементы, методом дуальных 
энергий.  

Целью настоящей работы является определение оптимальных условий формирования BS, 
обеспечивающих при прохождении пучка BS1 максимальную независимость от элементного состава груза, а 
для пучка BS2 - максимальную зависимость от атомного номера Z компонентов груза. 

 
МЕТОДИКА РАСЧЕТОВ 

Рассмотрим регистрацию фотонов в детекторе толщиной td при прохождении пучка тормозного излучения 
через инспектируемый объект толщиной t (t >> td). В приближении узкого пучка (лучевое приближение) в 
детекторе выделяется энергия ε , определяемая соотношением [3]: 

dEtZEtEEFZtE
eE

debdeε ∫ ⋅−⋅=
0

]),(exp[),,(),,( μ ,   (1) 

 
где dEEEdIEtEtEEF eenddebd /),()(),,( ⋅⋅⋅= μ  – множитель, зависящий от характеристик детектора и спектра 
BS, μen(E) – массовый коэффициент поглощения энергии в детекторе, dI(Ee,E)/dE – спектральное распределение 
фотонов, создаваемое электронами с энергией Ee, μ(E, Z) – полный массовый коэффициент поглощения 
фотонов в инспектируемом объекте с элементным составом Z.  

Экспоненту в соотношении (1) удобно представить в виде трех множителей: 
 

exp[-μ(E,Z)⋅t] = exp[-μPh(E,Z)⋅t] · exp[-μC(E,Z)⋅t] · exp[-μP(E,Z)⋅t],  (2) 
 

где μPh, μC, и μP - массовые коэффициенты поглощения фотонов за счет фотоэффекта, комптоновского 
рассеяния и рождения электрон-позитронных пар, соответственно. Определим обратную величину каждого из 
сомножителей в (2) как фактор ослабления потока γ-квантов за счет фотоэффекта, Комптон-эффекта и 
рождения пар. 

Известно [4], что фотоны с энергиями E < 0,2 MeV эффективно поглощаются за счет фотоэффекта. 
Массовый коэффициент поглощения фотонов сильно зависит от атомного номера поглотителя Z и μPh ∝ Z5. При 
более высоких энергиях фотонов (0,2 ≤ E ≤ 5 MeV) основной вклад в поглощение дает комптоновское 
рассеяние, которое слабо зависит от атомного номера вещества мишени и μС ∝ Z/A = 0,4 − 0,5, где A – атомный 
вес. При энергиях фотонов свыше 5 MeV существенный вклад в поглощение вносит образование пар и μP ∝ 
Z2/A ∝ Z. Интервалы энергий, в которых доминируют различные эффекты поглощения фотонов, существенно 
зависят от элементного состава мишени. Эти особенности взаимодействия γ-квантов разных энергий с 
веществом используются в методе дуальных энергий. Эффективность этого метода является максимальной при 
соблюдении следующих двух условий:  

1) прохождение низкоэнергетического пучка тормозного излучения (BS1) не зависит от элементного 
состава инспектируемого объекта;  

2) прохождение высокоэнергетического пучка тормозного излучения (BS2) зависит от элементного состава 
инспектируемого объекта. 

Это означает, что в спектре BS1 должно быть максимальное количество фотонов в диапазоне энергий 
доминирования Комптон-эффекта. В высокоэнергетическом пучке BS2 должно присутствовать максимальное 
содержание фотонов с высокими энергиями, обеспечивающих рождение электрон-позитронных пар. 

Определим вклад в ослабление потока фотонов за счет Комптон-эффекта по сравнению с фотоэффектом и 
рождением пар ),( tECξ  следующим отношением факторов ослабления:  

 
{ }]),(exp[]),(exp[/]),(exp[),,( tZEtZEtZEZtE PPhCC ⋅⋅⋅⋅= μμμξ ,   (3) 

 
При вложении в объект тяжелых элементов (например, Pb), в соотношении (3) функция ослабления потока 

фотонов ),,( 0 ZtECξ  переходит в ),,,,( 0 PbZttE PbCξ  Выполняются следующие замены: вместо сомножителя 

0)( tEC ⋅μ  подставляем слагаемые PbCPbC tPbEttZE ⋅+−⋅ ),()(),( 0 μμ . Для сомножителей 0),( tZEPh ⋅μ  и 
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0),( tZEP ⋅μ  выполняем аналогичные подстановки. Это справедливо при условии, что полная массовая толщина 
инспектируемого объекта t0 не изменяется. Т.е. при вложении в объект свинца толщиной tPb  массовая толщина 
материала объекта с атомным номером Z составляет (t0 - tPb).  

Как правило, в составе инспектируемых крупногабаритных объектов не содержится тяжелых элементов с 
Z > 40. Поэтому рассмотрим некий модельный материал MOD, в составе которого нет тяжелых элементов. 
Массовые коэффициенты ослабления фотонов определяются для такого материала путем усреднения μPh, μC и 
μP для элементов с Z от 6 до 42, т.е. Z  [5]. Усреднение исключает как тяжелые элементы, так и водород. Это 
связано с тем, что водород находится в связанном состоянии (H2O, полиэтилен и т.д.), и массовые 
коэффициенты ослабления таких веществ определяются кислородом, углеродом, и т.п. Отметим, что полный 
массовый коэффициент ослабления модельного материала MOD близок к коэффициенту ослабления для железа 

),(),( FeEZE μμ ≈ . 
Определим интервал энергий ΔE = Emax - Emin в котором ξС больше некоторой, наперед заданной величины, 

например ξС ≥ 10, т.е. интервал энергий где доминирует Комптон-эффект. На рис.1 приведены зависимости 
вкладов в ослабление потока фотонов ),,( 0 ZtECξ  за счет Комптон-эффекта для материала MOD, толщиной t0 = 
100 (кривая 100 Z ) и 200 (кривая 200 Z ) g/cm2). 

 
Рис. 1. Вклады в ослабление потока фотонов за счет Комптон-эффекта по сравнению с фотоэффектом и рождением пар в 
объекте ),,( ZtECξ  и в объекте, содержащем вложение из свинца ),,,,( PbZttE PbCξ . 

 
Аналогичные зависимости вкладов в ослабление потока фотонов ),,,,( 0 PbZttE PbCξ  для этого же 

материала с вложением из Pb толщиной tPb = 50 g/cm2 (суммарная толщина в этом случае также равна 100 
(кривая 50 Z +50Pb) и 200 (кривая 150 Z +50Pb) g/cm2). Из приведенных данных следует, что увеличение 
массовой толщины объекта t0 приводит к расширению диапазона энергий ΔE в которых доминирует Комптон-
эффект, а наличие вложений из тяжелых элементов, например Pb, к уменьшению этого диапазона ΔEPb.  

Проведенный анализ показывает, что низкоэнергетический пучок BS1 должен содержать максимальное 
число фотонов в диапазоне энергий от Emin ∼ 0,4 – 0,5 MeV до Emax ∼ 2,8 – 3,3 MeV. Долю фотонов 
RL(Emax,Emin,,Ee) в интервале энергий Emin ≤ E ≤ Emax определим из следующего соотношения: 
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Для высокоэнергетического пучка BS2 максимальным должно быть число фотонов, энергия которых 

находится в диапазоне от Emax до Eе. Доля фотонов RH(Emax,,Ee), энергия которых больше Emax, определяется 
следующим соотношением: 
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ОПТИМИЗАЦИЯ ТОЛЩИНЫ КОНВЕРТОРОВ ТОРМОЗНОГО ИЗЛУЧЕНИЯ 
В настоящий момент не существует аналитических методов расчета характеристик BS, генерируемых 

электронами с энергией в несколько MeV. Характеристики BS рассчитывают с использованием методов Монте 
Карло в различных программных пакетах. Поэтому для различных применений BS (радиография или 
радиационные технологии) в публикациях приводятся для конвертеров такие данные: количество и материал 
слоев, их толщина, энергия электронов. Как правило, 1-й слой выполняется из тяжелых и тугоплавких 
материалов, таких как Ta или W. 

Таблица 1. 
Выход фотонов Y и доля фотонов RH с энергией Е > 3,1 MeV в спектре BS1, для разных энергий 

электронов и толщин конвертера из Ta. 

 

 
1 2 3 4 5 6 8 

Y, % 2,46 1,87 1,58 1,42 1,28 1,18 1,01 3,5 
RH(Е ≥3,1), % 0,25 0,28 0,38 0,40 0,44 0,46 0,51 

Y, % 3,07 2,53 2,11 1,91 1,73 1,57 1,35 4 
RH(Е ≥3,1), % 0,93 1,30 1,46 1,62 1,59 1,71 1,93 

Y, % 3,74 3,22 2,76 2,46 2,25 2,05 1,78 4,5 
RH(Е ≥3,1), % 2,56 2,48 2,77 2,98 3,18 3,43 3,44 

Y, % 4,54 4,02 3,45 3,11 2,78 2,59 2,22 5 
RH(Е ≥3,1), % 3,80 3,75 4,27 4,68 4,73 5,03 5,43 

Y, % 5,27 4,89 4,20 3,77 3,45 3,21 2,76 5,5 
RH(Е ≥3,1), % 5,30 5,15 5,74 6,13 6,52 6,96 7,25 

Y, % 6,08 5,85 5,05 4,54 4,16 3,91 3,29 6 
RH(Е ≥3,1), % 6,80 6,37 7,13 7,63 8,05 8,43 8,88 

 
Для моделирования генерации фотонов электронами с разными энергиями на конверторах с различным 

элементным составом нами использовался метод Монте-Карло, реализованный в пакете PENELOPE [6,7]. Нами 
была выполнена модификация программного пакета PENELOPE, позволяющая определять спектральные 
характеристики BS под разными углами вылета фотонов. На примере однослойных конверторов из Та разной 
толщины рассмотрено формирование пучков BS. В таблице 1 приведены выходы фотонов Υ (Υ - это количество 
γ-квантов, генерируемое 1-м электроном в угловом интервале 0 – 12°) для различных толщин конвертера и 
энергий электронов. Зависимости выходов фотонов от толщины конвертера в угловом интервале 0 – 12° 
аналогичны хорошо известным зависимостям выхода BS вперед. Для этих зависимостей характерно наличие 
максимума, в нашем случае вблизи tc = 1 g/cm2. С увеличением энергии электронов положение максимума 
смещается в сторону больших толщин конвертера, например, для энергии Eе = 6 MeV, максимум вблизи tc = 
1,5 g/cm2. Содержание фотонов в спектрах определялось на 3-х энергетических интервалах: 0 < E < 0,5; 0,5 ≤ E 
< 3,1 и E ≥ 3,1. Для энергий фотонов в диапазоне 0,5 ≤ E < 3,1, где доминирует поглощение за счет Комптон-
эффекта, на рис. 2 приведены зависимости величины RL (4) от энергии электронов для различных толщин 
конвертеров tc.  

 
Рис.2. Зависимости доли фотонов RL с энергиями 0,5 ≤ E < 3,1 от энергии электронов Ee для конвертеров из Ta 

толщиной tc  = 1, 2, 4, 6 и 8 g/cm2. 
 
При tc ≥ 2 g/cm2 с ростом энергии электронов Eе величина RL(0,5, 3,1, Eе) медленно уменьшается. В 

диапазоне энергий Eе ∼ 4 – 4,5 MeV наблюдается слабо выраженный максимум величины RL. Отметим, что с 
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увеличением энергии электронов Eе и толщины конвертера доля высокоэнергетических фотонов с энергиями Е 
> 3,1 MeV растет практически линейно( таблица 2).  

Анализ данных, приведенных в таблице 1 и рис. 2, показывает, что однозначного выбора энергии 
начальных электронов Еe и толщины конвертера tc для оптимальной генерации фотонов в области энергий 0,5 < 
Е < 3,1 MeV не существует. 

Максимальную энергию электронов, используемых для генерации BS в радиографических методах, 
ограничивает образование наведенной активности. Рассмотрим влияние толщины конверторов из Ta и Pb на 
характеристики пучка BS2, создаваемого электронами с энергией Ее = 9 MeV. Доля фотонов RH с энергиями 
выше 3,1 MeV в спектре BS2 и выходы фотонов на 1 электрон в зависимости от толщины конвертеров 
приведены на рис. 3, интервал углов фотонов 0 - 12°. При малых толщинах конвертеров (tс < 2 g/cm2) выходы 
фотонов и содержание высокоэнергетических фотонов в спектрах практически одинаковы для Pb и Ta. При t > 
2 g/cm2 выходы фотонов для конверторов из Ta больше (∼ 4 - 10 %), а содержание высокоэнергетических 
фотонов (Е ≥ 3,1) в спектре меньше (∼ 4 - 9 %). Расчеты показывают, что после прохождения слоя из Ta или Pb 
толщиной tс = 3 g/cm2 средняя энергия электронов уменьшается до 3,3 MeV за счет ионизационных и 
радиационных потерь. Дальнейшее увеличение толщины конвертера приводит к сильному поглощению 
низкоэнергетических (Е<0,5) фотонов, особенно в Pb. Слои конвертера являются поглотителем 
низкоэнергетических фотонов для высокоэнергетического пучка при Ее = 9 MeV при tс > 3 g/cm2, а для 
низкоэнергетического пучка (диапазон энергий электронов 3,5 < Ее < 6) при tс > 2 g/cm2. Следовательно, 
увеличение толщины конвертера в случае низкоэнергетического пучка BS1 приводит к увеличению доли 
фотонов в области доминирования Комптон-эффекта. Для высокоэнергетического пучка BS2 рост толщины 
конвертера дает увеличение доли фотонов как высокой энергии, так и в диапазоне доминирования Комптон-
эффекта. Отметим, что при этом падает общий выход фотонов Y. Нами предлагаются оптимальные варианты 
трехслойных конвертеров, по форме они аналогичны конвертерам, используемым для технологических целей 
[8]. Отличие заключается в третьем слое, который в нашем случае выполняет роль поглотителя 
низкоэнергетических фотонов Е < 0,5 MeV. Одним из вариантов может быть следующая комбинация слоев: 1-й 
слой – 2 g/cm2 - низкоэнергетический пучок, 3 g/cm2 - высокоэнергетический пучок Ta или W, в этих слоях 
происходит генерация тормозного излучения; 2-й слой – вода, она предназначена для охлаждения первого слоя 
и поглощения, прошедших сквозь него низкоэнергетических электронов с энергией Ее < 3,3; 3-й слой из Pb 
предназначен для поглощения низкоэнергетических фотонов (E < 0,5). Толщина слоя Pb определяется 
допустимым выходом фотонов на 1 электрон ( рис.3). 

 
Рис.3. Доля фотонов RH с энергиями 3.1 < Е < 9 MeV в спектре BS2 и выходы фотонов Y на 1 электрон в зависимости от 

толщины конвертеров tc . 
 

МЕТОДИКА И РАСЧЕТ ВЛОЖЕНИЙ ИЗ МАТЕРИАЛОВ С БОЛЬШИМ АТОМНЫМ НОМЕРОМ 
При радиографическом методе контроля основной измеряемой величиной является прозрачность 

инспектируемого объекта. Прозрачность объекта Т(Ее,t) определяется соотношением: 
 

)0,0,(/),,(),( eee EZtEtET εε= ,     (6) 
 

где )0,0,( eEε  – энергия, выделенная в детекторах, установленных перед инспектируемым объектом, а 
),,( ZtEeε  - энергия в детекторах, установленных за инспектируемым объектом толщиной t. Прозрачность Т 

зависит от нескольких факторов: спектрального состава BS (т.е. параметров конвертера и энергии электронов), 
толщины объекта t и элементного состава материалов объекта Z.  
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В соответствии с выводами предыдущего раздела для низкоэнергетического пучка BS1 рассмотрим 
энергию электронов Eе = 4,5 MeV и трехслойный конвертер 1 с толщиной слоев: Ta – 0,12 cm (2 g/cm2), H2O – 
0,5 cm, Pb – 1,2 cm (суммарная толщина конвертера = 16,12 g/cm2). Выход фотонов у такого конвертера ∼ 1 % в 
угловом интервале 0 - 12°.  

Высокоэнергетический пучок BS2 генерируется электронами с энергией 9 MeV на трехслойном 
конвертере 2 с толщиной слоев Ta – 0,18 cm (3 g/cm2), H2O – 1,3 cm, Pb – 1,5 cm (суммарная толщина 
конвертера равна 21,5 g/cm2). Для такого конвертера выход фотонов ∼ 3,5 % в угловом интервале 0 – 12°. 
Спектральные распределения фотонов BS1 и BS2, сформированные 3-х слойными конвертерами, приведены на 
рис. 4. 

 
Рис. 4. Спектральные распределения фотонов тормозного изучения BS1 (Ee = 4,5 MeV) и BS2 (Ee = 9 MeV), 

использованы конвертеры (Ta, H2O, Pb). 
 
Оба приведенных спектра характеризуются малым содержанием низкоэнергетических гамма-квантов. 

Рассмотрим модель инспектируемого объекта, для которого в перевозимых металлических конструкциях 
сделана специальная выемка. В эту выемку помещен объект, например, из свинца с массовой толщиной tPb. Для 
маскировки несанкционированного вложения массовую толщину перевозимого метала (сталь - Fe) и материала 
с вложением Fe + Pb подбирают одинаковой и равной t0. В этом случае экспоненциальные факторы ослабления 
имеют вид: 

)]),(exp[ 0tFeE ⋅μ ,      (7а) 
]),()(),(exp[ 0 PbPb tPbEttFeE ⋅+−⋅ μμ .    (7б) 

 
Вследствие разной зависимости от энергии фотонов массовые коэффициенты поглощения для Fe (или 

другого относительно легкого материала) и Fe + Pb при прохождении пучками фотонов BS1 и BS2 отличаются, 
несмотря на одинаковую массовую толщину t0. 

Пусть T1
ex - экспериментально измеренная прозрачность объекта при облучении пучком BS1. Используя 

соотношение (1) для поглощенной энергии в детекторе и спектральное распределение BS1 (рис. 4), определим 
расчетное значение tCALC [9] массовой толщины объекта из соотношения:  

 
exCALC

e TtFeEET 1)),(,( =⋅μ .     (8) 
 

В качестве T1
ex используем результаты, рассчитанные на основе соотношения (6), в котором для 

поглощенной энергии из (1) используется экспоненциальный фактор ослабления из соотношения (7б). Для 
массовых толщин t0 = 100, 150 и 200 g/cm2 и вложений из свинца в диапазоне tPb = 0 - 50 g/cm2 определены 
значения расчетной массовой толщины tCALC. Отклонения расчетных значений tCALC от t0 в виде δ = (tCALC - t0)/t0 
в зависимости от массовой толщины вложения tPb приведены на рис. 5. 

Видно, что с увеличением t0 отклонение δ уменьшается и, например, при t0 = 150 и tPb = 50 g/cm2 это 
отклонение составляет менее 5 %.  

Используя экспериментальное значение прозрачности объекта T2
ex для пучка BS2 и расчетное значение 

массовой толщины объекта tCALC, определяется расчетное значение вложения CALC
Pbt  из соотношения: 

 
exCALC

Pb
CALC
Pb

CALC
e TtPbEttFeEET 2]),()(),(,[ =⋅+−⋅ μμ .      (9) 
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Рис. 5. Отклонение расчетных значений толщины инспектируемого объекта tCALC от реальной толщины 

t0 (δ = ( tCALC − t0 ) / t0) в зависимости от толщины tPb вложения из свинца. 
 

Для спектрального состава BS2 (рис. 4) и массовых толщин объекта t0 = 100, 150 и 200 g/cm2 рассчитанные 
значения CALC

Pbt  приведены на рис. 6 как функции толщины исходных вложений tPb. Для рассмотренных 
спектров пучков BS1 и BS2 вложение свинца на фоне стальных конструкций определяется достаточно 
уверенно, и расчетное значение CALC

Pbt  слабо зависит от массовой толщины объекта t0 в диапазоне от 100 до 
200 g/cm2.  

 
Рис. 6. Расчетные значения толщины вложений CALC

Pbt  из свинца в зависимости от реальной толщины исходных 
вложений tPb. 

 
Выполнено моделирование методом Монте-Карло прохождения фотонов через объект из стали, 

содержащего вложения из свинца. Геометрическая схема численного эксперимента в пакете MCNP [10] 
представлена на рис. 7.  

 
Рис.7. Геометрическая схема прохождения фотонов тормозного излучения BS от точечного источника, выполненная в 
пакете MCNP. 

 



39
Bremsstrahlung Formation in the Dual Energy Method for Radiography...          EEJP Vol.3 No.2 2016

Рассматривалось прохождение BS от точечного источника, создаваемого электронами с энергиями 4,5 и 
9 MeV на конвертерах 1 и 2 (см. выше). Источник размещался на расстоянии 1 м от объекта из стали толщиной 
t0 = 200 g/cm2 (25,64 cm), толщина вложения из свинца составляла tPb.= 50 g/cm2 (4,4 cm).  

Проведено моделирование прохождения BS сквозь слой стали толщиной t0 и сквозь слой стали t0-tPb и 
вставку из свинца толщиной tPb, так что общая массовая толщина составляла t0 = 200 g/cm2. Для создания 
радиографического изображения использована матрица из 3600 детекторов (60×60). Точность расчетов 
составляла около 2%. Низкоэнергетический пучок BS1 практически не идентифицирует в радиографическом 
изображении наличие вложения из Pb в отличие от пучка BS2. На рис. 8 приведено радиографическое 
изображение вложения из Pb на фоне Fe, создаваемое пучком BS2. Отметим проекционное увеличение 
радиографического изображения при данной геометрии. 

 
Рис. 8. Радиографическое изображение вложения из Pb на фоне Fe, создаваемое пучком BS2 (9 MeV) при прохождении 

объекта с толщинами t0 = 200 g/cm2 (25,64 cm Fe) и tPb.= 50 g/cm2 (4,4 cm Pb). 
 

В таблице 2 приведены результаты расчетов отношения прозрачностей объектов из стали, содержащих 
вложения из свинца (t0 = tFe+tPb = 150 g/cm2) к прозрачности объектов из стали (t0 = 150 g/cm2), проведенных в 
пакете MCNP и в лучевом приближении. Рассматривались толщины вложений из свинца tPb = 30 g/cm2 (2,64 cm) 
и tPb = 50 g/cm2 (4,4 cm). 

 
Таблица 2. 

Отношения прозрачностей стальных объектов, содержащих вложения из свинца, к прозрачности объектов 
из стали такой же массовой толщины. 

BS1 BS2  
tPb,  
g/cm2 

MCNP 
T(t0)/ T(t0,tPb) 

Лучевое приб. 
T(t0)/ T(t0,tPb) 

MCNP 
T(t0)/ T(t0,tPb) 

Лучевое приб. 
T(t0)/ T(t0,tPb) 

30 0,85 0,853 0,74 0,745 
50 0,74 0,769 0,60 0,617 
Поскольку точность расчетов в MCNP составляет около 2%, можно сделать вывод о хорошем согласии 

лучевого приближения с численным моделированием.  
 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 
Сформулированы требования к характеристикам низкоэнергетических и высокоэнергетических пучков ТИ 

в методе дуальных энергий, необходимые для эффективной радиографии объектов больших размеров. 
Показано, что при увеличении массовой толщины объектов диапазон доминирования Комптон-эффекта 
расширяется, наличие же вложений из тяжелых элементов сужает этот диапазон. 

Исследовано влияние толщины tC конвертеров из Ta на характеристики низкоэнергетического BS. 
Показано, что при tC ≥ 2 g/cm2 содержание фотонов RL в интервале энергий 0,5 ≤ E < 3,1 максимально при 
энергиях генерирующих электронов Ee = 4 – 5 MeV. Увеличение tC приводит к увеличению RL и уменьшению 
общего выхода фотонов. При tC ≥ 2 g/cm2 материал конвертера фактически служит поглотителем фотонов 
низкой энергии E < 0,5 MeV. 
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При генерации высокоэнергетического пучка BS1 электронами с энергией Ee = 9 MeV проведено 
исследование влияния материала и толщины конвертера tC на выход фотонов с E > 3,1 MeV. Показано, что с 
увеличением tC в спектре BS1 возрастает доля таких фотонов, а общий выход BS падает. Начиная с толщин tC ≥ 
3 g/cm2, материал конвертера является поглотителем фотонов, энергии которых E < 0,5 MeV. Доля 
высокоэнергетических фотонов в спектре BS1 увеличивается при использовании конвертеров с более высоким 
Z (Pb по  сравнению с Ta).  

Показано, что трехслойные конвертеры (Ta+H2O+Pb) могут эффективно формировать пучки BS для 
использования в методе дуальных энергий. Предложена методика оценки толщины вложений из тяжелых 
элементов на маскирующем фоне, как методом Монте-Карло, так и квазианалитическим методом. Показано, 
что использование трехслойных конвертеров с оптимальными параметрами позволяет выделить вложения из 
свинца толщиной от 0,44 cm до 4,4 cm на фоне стальных изделий толщиной до 25,5 cm. 
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