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На основе общей термодинамической теории кристаллообразования в бинарных растворах 
определена зависимость между пересыщением внутриклеточного раствора и средним временем, 
по истечении которого при этом пересыщении в дрожжеподобных грибах Saccharomyces 
cerevisiae начинается внутриклеточная кристаллизация, при замораживании этих 
микроорганизмов. Вид функциональной зависимости предэкспоненциального множителя в 
выражении для вероятности внутриклеточного льдообразования от пересыщения 
внутриклеточного раствора установлен, исходя из общей теории процессов активационного типа. 
Поскольку вывод искомого выражения опирается только на общие термодинамические 
соображения, то полученный результат является  универсальным и может быть применен к 
анализу процесса зародышеобразования в любом бинарном водном  растворе. Специфические 
свойства замораживаемых клеток и водного внеклеточного раствора при этом могут быть учтены 
путем задания равновесной кривой плавления конкретного внеклеточного раствора и подбора (с 
помощью небольшого количества вспомогательных экспериментов) одной константы.  
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: бинарный водный раствор, пересыщение, внутриклеточная 
кристаллизация. 

 
В настоящее время общепринятым является представление о том, что наиболее 

значительные факторы криоповреждения клеток непосредственно или косвенно 
связаны с образованием внутриклеточных кристаллов льда в замораживаемой 
клеточной суспензии [1,2]. Поэтому выяснение условий, при которых происходит 
внутриклеточное льдообразование при замораживании клеточных суспензий является 
необходимым шагом на пути к определению оптимальных режимов их 
замораживания. 

Цель работы: на основе термодинамической теории кристаллизации растворов 
получить зависимость между пересыщением внутриклеточного раствора и средним 
временем, по истечении которого при этом пересыщении в дрожжеподобных грибах 
Saccharomyces cerevisiae начинается внутриклеточная кристаллизация. 

Среднее время 
i

t , которое необходимо для возникновения кристалла льда в 
пересыщенном бинарном водном растворе при постоянной температуре T , как и для 
любого процесса активационного типа, определяется выражением [3] 

 

     exp
i

Ft C
kT
Δ

=  

 
где FΔ  - изменение свободной энергии пересыщенного раствора при образовании 
кристалла льда в нем, k  - постоянная Больцмана, T  - абсолютная температура. 
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Предэкспоненциальный множитель C  является медленно меняющейся по сравнению с 
Fexp

kT
Δ  функцией пересыщения. 

При образовании кристалла льда, который содержит iN  молекул воды, изменение 
свободной энергии рассматриваемой термодинамической системы равно 
 
 ( ) ( )i i W i i A iF N V P P Sμ μ σΔ = − − − +  (1) 
 
где iμ  и Wμ  - отнесенный к одной молекуле химический потенциал воды в 
кристаллической и жидкой фазе соответственно, iV  - объем образовавшегося кристалла 
льда, iP  и AP  - гидростатическое давление внутри кристалла льда и в окружающем его 
растворе соответственно, σ  - коэффициент поверхностного натяжения границы 
раздела твердой и жидкой фаз, iS  - площадь поверхности кристалла льда. 

Если кристалл льда не содержит молекул вещества, растворенного в бинарном 
водном растворе, химический потенциал воды во льду зависит только от давления в 
кристалле iP  и температуры раствора T : 
 
 ( ),i i iP Tμ μ=  (2) 
 
Химический потенциал молекулы воды в окружающем кристалл водном растворе 
зависит от гидростатического давления AP , температуры T  и концентрации 
растворенного в нем вещества ec : 
 
 ( ), ,W W A eP T cμ μ=  (3) 
 
Разлагая функции ( ),i iP Tμ  и ( ), ,W A eP T cμ  в ряд Тейлора вблизи состояния , ,A eP T c% , 
получаем 
 

 ( ) ( ) ( )
,

, ,
A

i
i i i A i A

P P T

P T P T P P
P
μμ μ

=

∂⎛ ⎞= + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (4) 
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= =
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= + −⎜ ⎟∂⎝ ⎠ %

% %  (5) 

 
Считая, что форма кристалла является сферической, имеем 
 

34
3i i i iV N Rυ π= =  и 24i iS Rπ=      (6) 

 
где iR  - радиус кристалла льда, iυ  - объем молекулы воды в кристаллической фазе. 
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Используя условие механического равновесия между сферическим кристаллом льда 

и окружающим его раствором (равенство Лапласа) 2
i A

i

P P
R
σ

− =  и термодинамическое 

равенство i
iP

μ υ∂
=

∂
, получаем вместо (4)  

 

( ) ( ) 2, , i
i i i A

i

P T P T
R
συμ μ= +       (7) 

 
Полагая, что ec  – это количество молей растворенного вещества в единице объема 
бинарного водного раствора, и используя выражение для химического потенциала воды 
в идеальном растворе W W eRT cμ υ= − , где R  - универсальная газовая постоянная, Wυ  - 
молекулярный объем воды в жидкой фазе, получаем вместо (5) 
 
 ( ) ( ) ( ), , , ,W A e W A e W e eP T c P T c RT c cμ μ υ= − −% %  (8) 
 
Используя (5) и (7), можно преобразовать (8) в равенство 
 
 ( ) ( ) ( ), , ,i i A W A e W e e iF N P T P T c RT c c Sμ μ υ σΔ = − + − +⎡ ⎤⎣ ⎦% %  (9) 
 
Как известно [4], равенство ( ) ( ), , ,i A W A eP T P T cμ μ= %  определяет зависимость 
температуры плавления бинарного раствора от его исходной концентрации, то есть 
диаграмму плавления раствора. В соответствии с этим величину ec%  в равенстве (9) 
можно трактовать как концентрацию водного раствора, при которой температура 
плавления водного раствора равна .T  С учетом последнего равенства можно 
представить (9) в следующем виде 
 
 ( )i W e e iF N RT c c Sυ σΔ = − +%  (10) 
 

Из равенств (6) для сферического зародыша льда следует
1

13
33

4
i

i iR Nυ
π

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 и 

( ) ( )
21 2

2 33 34 4 3i i i iS R Nπ π υ= = . С помощью последнего равенства можно преобразовать 
(10) к следующему виду 
 

 ( ) ( ) ( )
21 2
33 34 3i W e e i iF N RT c c Nυ π υ σΔ = − +%  

 
При условии e ec c%p  изменение свободной энергии рассматриваемой 

термодинамической системы при образовании в растворе сферического кристалла льда 
имеет экстремальное значение при количестве молекул воды в кристалле 
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При этом указанный экстремум является максимумом, поскольку  
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Поэтому величина ( )
( ) ( )

2 3

2 22

16
3

i
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υ σπ
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∗Δ =
−%

 играет роль энергии активации 

процесса льдообразования в переохлажденном бинарном растворе и среднее время, 
необходимое для образования кристалла льда в переохлажденном растворе, в 
соответствии с общей формулой (1) равно 
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2 3
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16exp
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c c
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 (12) 

 
где с0 – исходная концентрация кристаллизующегося водного раствора. 

Очевидно, при бесконечно большом пересыщении внутриклеточного раствора 
e ec c−%  время образования кристалла льда 

i
t  должно обращаться  в нуль. Чтобы 

удовлетворить этому требованию, допустим 2

AC
x

≈ . Тогда 

 

32
2

0

exp
i

A Bt
x T x

T

≈
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

    (13) 

где 
0 0

e ec cx
c c

= −
%

, 
( )

2 3

2 2 2
0 0 0

16
3

i

W

B
kT RT c

πυ σ
υ

= , Т0 -. Константа B  при 1,08i

W

υ
υ

≈ , σ ≈0,001 

Н/м, 231,38 10k −≈ ⋅  Нм/К, 0 272,6T = К, 8,314R ≈ Нм/моль ⋅К, 3
0 0,15 10c = ⋅ моль/м3 равна 

44,95. 

Справедливость допущения 2

AC
x

≈  следует из общей теории процессов 

активационного типа, в соответствии с которой [5] предэкспоненциальный множитель 
С в равенстве (12) равен 
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где D const= . С учетом (11) получаем 
 

( )

( )( )

32
23

2
1

2 22
0
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0

i

e e
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что подтверждает сделанное допущение о зависимости преэкспоненциального 
множителя С в (12) от приведенного пересыщения x . 

Для того, чтобы экспериментально определить константу A  в выражении (13) мы 
впрыскивали в предварительно охлажденный на предметном столике криомикроскопа 
до -3,5°С слой (толщиной порядка 100мкм) 10%-ного (объем/объем) водного раствора 
глицерина 1 мкл суспензии дрожжеподобных грибов Saccharomyces cеrevisiae и 
отсчитывали время, которое прошло от момента впрыскивания до момента потемнения 
клеток. Явление потемнения клетки обусловлено рассеянием проходящего через нее 
света образующимися внутри клетки мелкими кристалликами льда. Поэтому 
отсчитываемое указанным образом время можно отождествить с искомым временем 
образования внутриклеточного кристалла в исследуемых клетках при эффективном 
переохлаждении 272,6К –269,65К=2,95К, которое в соответствии диаграммой 
плавления внеклеточного раствора эквивалентно пересыщению x =5,9. По 
установленному в результате этих экспериментов значению 

i
t = 12± 3с при x =5,9 

определили значение константы A : A =120. 
На рис. 1 приведен вычисленный по (13) при A =120 и B =44,95 график 

зависимости времени, при котором начинается внутриклеточное льдообразование в 
дрожжеподобных грибах Saccharomyces cеrevisiae, от величины пересыщения их 
внутриклеточного раствора x .  

 

 
Рис. 1. Зависимость среднего времени, через которое происходит льдообразование внутри 
одноклеточных микроорганизмов Saccharomyces cеrevisiae, от степени пересыщения внутриклеточного 
раствора 
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Как следует из (13), необходимым для образования внутриклеточного кристалла 
льда условием является не только достаточно большое пересыщение внутриклеточного 
раствора, но и достаточно длительное время нахождения клеток в условиях этого 
пересыщения. Большое, но кратковременное пересыщение может не вызвать 
образование внутриклеточных кристаллов, тогда как сравнительно небольшое, но 
длительно сохраняющееся пересыщение, может вызвать внутриклеточное 
льдообразование. Формула (13) является универсальной, а специфические свойства 
замораживаемых клеток и водного внеклеточного раствора определяются 
фигурирующими в ней параметром А и функцией ( )c T% . Она может быть использована 
для определения вероятности внутриклеточной кристаллизации в замораживаемой 
клеточной суспензии на основе расчета или экспериментального измерения значений 
пересыщения внутриклеточного раствора при кристаллизации клеточных суспензий по 
хорошо известным в криобиологии методикам [6,7]. 
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