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В работе рассматривается краевая задача для уравнения стационарной
диффузии в перфорированной области, дополнительной большому числу
не пересекающихся мелких шаров на поверхности которых задаётся
нелинейное условие типа Робена. Изучается асимптотическое поведение
решения задачи. Выводятся усреднённые уравнения, описывающие глав-
ный член асимптотики решений.
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Введение
Во многих естественных науках, в частности в экологии, химии, физике,

возникает необходимость в изучении процессов диффузии в средах, содержа-
щих инородные включения, на поверхности которых происходит поглощение
диффундирующего вещества. Для стационарных процессов, плотность диф-
фундирующего вещества uε(x) (параметр ε характеризует расстояния между
включениями) описывается краевыми задачами для эллиптических уравне-
ний в перфорированных областях Ωε, дополнительных к поглощающим вклю-
чениям F ε (Ωε = Ω\F ε), с граничным условием типа Робена на поверхностях
включений ∂F ε:

−∆uε(x) = f ε(x), x ∈ Ωε,

∂uε(x)

∂ν
+ σε(x, uε) = 0, x ∈ ∂F ε.

При очень большом количестве малых включений F ε = ∪N(ε)
i=1 F

ε
i (N(ε)→

∞, diamF εi → 0) прямое нахождение решения этой задачи практически невоз-
можно в виду сложности области Ωε. Естественный подход в этой ситуации
состоит в исследовании асимптотического поведения решения при уменьше-
нии размеров включений и увеличении их числа, и, как следствие, постро-
ение усреднённой модели процесса диффузии с поглощением. Этот подход
был развит достаточно полно для периодически распределённых включений
(с малым периодом ε) как с линейным, так и нелинейным поглощением на
границе ([1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14]). Почти во всех работах,
посвященных такой задаче предполагалось, что размеры включений и плот-
ность поглощения на их поверхности имеют тот же порядок малости ε, что и
период; в этом случае предельное поглощение при ε → 0 ненулевое и конеч-
ное.

В данной работе рассматривается случай, когда включения очень малы
и располагаются произвольно (не периодически). Предполагается, что вклю-
чения – это шары радиуса порядка εα, а плотность поглощения на их по-
верхности имеет порядок εβ . Если шары очень малы, так что суммарная
площадь поглощающей поверхности мала, то для того, чтобы предельное по-
глощение было отлично от 0 необходимо, чтобы плотность поглощения была
велика. Такая ситуация характерна для процессов очистки воды с помощью
мелкодисперсного сильнопоглощающего порошка. В данной работе мы пред-
полагаем, что при ε → 0 существует предельная плотность распределения
центров шаров в области Ω, и выводим усреднённые уравнения диффузии в
среде с поглощением для различных значений параметров (α, β) ∈ Λ := {1 <
α < 3, 2α + β > 3} ∪ {α > 3, −∞ < β < ∞}. Отметим, что ранее случай
периодического распределения шаров при (α, β) ∈ {2 < α 6 3, β = 3 − 2α}
рассматривался в работе [10].

Данная работа организована следующим образом. В разделе 1 дана точ-
ная постановка задачи и сформулирован основной результат. В разделе 2 при-
ведено доказательство основной теоремы. Этот раздел делится на несколько
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подразделов, которые соответствуют основным шагам доказательства. При
доказательстве используется метод «квазирешений», который был развит в
работе [15]. Этот метод основывается на вариационных энергетических мето-
дах, разработанных ранее при решении задач усреднения (например, [16]).

1. Постановка задачи и основной результат
Пусть Ω – ограниченная область в пространстве R3 с границей ∂Ω, в ко-

торой расположены включения F εi = B(xiε, rεi ) – не пересекающиеся шары
радиусов rεi с центрами в точках xiε (i = 1, ..., N(ε)). Здесь ε – малый пара-
метр, характеризующий «среднее» расстояние между ближайшими шарами.
Радиусы шаров при ε→ 0 стремятся к нулю, а их количество N(ε) = O(ε−3)
растёт.

В области Ωε = Ω \ F ε (F ε = ∪N(ε)
i=1 F

ε
i ) рассматривается краевая задача

−∆uε(x) = f ε(x), x ∈ Ωε, (1)

∂uε(x)

∂ν
+ σε(xiε, uε) = 0, x ∈ ∂F εi , i = 1, ..., N(ε), (2)

uε(x) = 0, x ∈ ∂Ω. (3)

где ∆ =
3∑
i=1

∂2

∂x2i
– оператор Лапласа, ν – единичная нормаль к границе ∂F ε,

внешняя по отношению к области Ωε; функция источников f ε(x) ∈ L2(Ω)
задана, а функция плотности поглощения σε(x, u) удовлетворяет условиям:

a1: σε(x, u) = εβσ(x, u), где β ∈ R1, σ(x, u) ∈ C(Ω, C1(R1)) и σ(x, 0) = 0;

a2: ∀x ∈ Ω : 0 < k1 6 ∂
∂uσ(x, u) 6 k2(1 + |u|ν), где 0 6 ν < 1.

Как известно, при каждом фиксированном ε существует единственное ре-
шение uε(x) задачи (1)-(3) (см.например [17]). В данной работе изучается
асимптотическое поведение uε(x) при ε→ 0, когда число шаров N(ε)→∞ и
их радиусы rεi → 0 (i = 1, ..., N(ε)).

Уточним расположение и размеры шаров F εi . Их радиусы определим ра-
венством

rεi = aεi ε
α, (i = 1, ..., N(ε)), (4)

где параметр α > 1, а числа aεi выбираются так, что 0 < a 6 aεi 6 A < ∞ и
a, A не зависят от ε.

Обозначим

dεi = dist

xiε,⋃
i 6=j

xjε ∪ ∂Ω

 (5)

расстояние от центра i – го до центра ближайшего шара или до границы ∂Ω;

bεi =

{
εβ(rεi )

2 при (α, β) ∈ Λ ∩ {β > α};
rεi при (α, β) ∈ Λ ∩ {β < −α},

(6)
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числа bεi характеризуют порядок малости поглощающей способности каждого
шара при различных значениях параметров α, β.

Будем предполагать, что шары в области Ω располагаются так, что вы-
полняются условия

d1: ∃ 2
3 < κ1 < 1 : dεi > (rεi )

κ1 и lim
ε→0

max
i
dεi → 0;

d2: ∃ 6
4−ν < κ2 6 2 :

N(ε)∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1) 6 Cb, где Cb не зависит от ε.

Если учесть, что среднее расстояние между центрами шаров F εi имеет
порядок ε, то условия d1, d2 требуют, чтобы шары располагались не слиш-
ком близко друг к другу. В остальном расположение шаров можно считать
произвольным.

Пространственное распределение плотности поглощения в области Ω за-
дадим с помощью обобщенной функции от x, зависящей от параметров ε, u:

cε(x, u) =

N(ε)∑
i=1

cεi (u) · δ(x− xiε), (∀ ε > 0, ∀u ∈ R1 : cε(x, u) ∈ D′(Ω)), (7)

где δ(x) – дельта-функции Дирака, а cεi (u) – функции поглощательной спо-
собности шаров, определённые при (α, β) ∈ Λ = {1 < α < 3, 2α+β > 3}∪{α >
3, −∞ < β <∞} равенствами

cεi (u) =


2π(aεi )

2g(xiε, u)ε2α+β при α+ β > 0;

2πaεi [u− V ε
i ]2 εα + 2π(aεi )

2g(xiε, V ε
i )ε2α+β при α+ β = 0;

2πaεiu
2εα при α+ β < 0.

(8)

В этом равенстве

g(x, u) = 2

u∫
0

σ(x, r) dr (9)

и V ε
i = V ε

i (u) – решение уравнения

V ε
i (u) = u− aεiσ(xiε, V ε

i ). (10)

В данной работе мы изучаем асимптотическое поведение при ε → 0 ре-
шений uε(x) задачи (1)-(3) для различных значений параметров α, β, при
условии, что шары распределены в области Ω объёмно, так что плотность
распределения (7) сходится в слабой топологии D′(Ω) к обычной функции
c(x, u) ∈ C(Ω, C1(R1)). Для этого сначала определим в каком смысле понима-
ется сходимость решений uε(x), определённых в перфорированных областях
Ωε.
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Будем говорить, что последовательность функций uε(x) ∈ Lp(Ωε) сходит-
ся в Lp(Ωε,Ω), если существует функция u(x) ∈ Lp(Ω) такая что

lim
ε→0
‖uε − χεu‖Lp(Ω) = 0,

где χε(x) – характеристическая функция области Ωε.
Основной результат данной работы следующий:

Теорема 1 Пусть области Ωε удовлетворяют условиям d1, d2 и при ε→ 0
выполняются условия:

1. обобщенные функции cε(x, u) при ∀u ∈ R1 сходятся в слабой тополо-
гии пространства D′(Ω) к функции c(x, u) ∈ C(Ω, C1(R1));

2. функции f ε(x), продолженные нулём на множество F ε, сходятся
слабо в L2(Ω) к функции f(x).

Тогда решения uε(x) задачи (1)-(3) сходятся в Lp(Ωε,Ω) (при p < 6) к
функции u(x), являющейся решением усреднённой задачи

−∆u(x) + cu(x, u) = f(x) в Ω, (11)

u(x) = 0 на ∂Ω, (12)

где cu(x, u) = ∂
∂uc(x, u).

a

b

L

3

-3

l
2

l
1

l0

1

Рис. 1: Область изменения параметров α, β

Функция c(x, u) зависит от параметра α, определяющего насколько малы-
ми являются включения, и параметра β, характеризующего интенсивность
поглощения на их поверхности. Областью изменения параметров α, β явля-
ется область Λ = {1 < α < 3, 2α + β > 3} ∪ {α > 3, −∞ < β < ∞}. Из
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формул (7), (8) и условия 1) теоремы 1 следует, что функция c(x, u) = 0, при
(α, β) ∈ Λ\{`1∪`2∪λ0} и отлична от нуля и конечна на ломанной `1∪`2∪λ0,
где `1 = {1 < α < 3, β = 3− 2α}, `2 = {α = 3, β < −α}, λ0 = (3,−3).

Замечание. В нашей следующей работе будет показано, что при случай-
ном распределении центров шаров и их радиусов условия d1, d2 и условие 1)
теоремы 1 выполняются с вероятностью стремящейся к 1 при ε→ 0.

2. Доказательство теоремы 1
Сначала наметим схему доказательства. Определим вариационные поста-

новки начальной и усреднённой задач.
Решение uε(x) задачи (1)-(3) минимизируют функционал

Φε[wε] =

∫
Ωε

|∇wε|2 dx− 2

∫
Ωε

f εwε dx+ εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, wε) dΓ (13)

в классе функций wε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω)={wε(x) ∈ H1(Ωε) : wε(x)|x∈∂Ω =0}.
Здесь g(xiε, wε) определяется равенством (9) и в силу свойств функции
σ(x, u) : g(xiε, wε) > 0.

Введём функционал усреднённой задачи (11)-(12):

Φ[w] =

∫
Ω

|∇w|2 dx− 2

∫
Ω

fw dx+ 2

∫
Ω

c(x,w) dx, (14)

где функция c(x,w) определена в условии 1) теоремы 1. Решение усреднённой
задачи u(x) минимизирует этот функционал в классе функций w(x) ∈ H̊1(Ω).

В разделе 2.1 мы показываем, что решения uε(x) задачи (1)-(3) можно
продолжить на множество F ε так, что продолженные решения ũε(x) будут
равномерно ограничены по ε в пространстве H̊1(Ω) и, следовательно, из по-
следовательности {ũε(x)} можно выделить слабо сходящуюся в H̊1(Ω) под-
последовательность {ε = εk, k = 1, ..,∞}, которая в силу теорем вложения
сходится сильно в Lp(Ω) (p < 6) к некоторой функции u(x) ∈ H̊1(Ω).

В разделах 2.2 – 2.4 мы показываем, что функция u(x) является миними-
зантом функционала (14) и, значит, решением усреднённой задачи (11)-(12).
Это делается следующим образом. В разделе 2.2 мы вводим специальные те-
стовые функции wε(x), аппроксимирующие минимизант функционала (13).
Они строятся по произвольной функции w(x) ∈ C2

0 (Ω) и удовлетворяют сле-
дующим свойствам: wε(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), в малых окрестностях шаров F εi они
удовлетворяют уравнению Лапласа, на поверхности шаров краевому условию
(2) и достаточно далеко от шаров wε(x) = w(x). Такие функции мы будем
называть «квазирешениями».

Так как решение uε(x) задачи (1)-(3) минимизируют функционал (13) в
H1(Ωε, ∂Ω), то справедливо неравенство

Φε[uε] 6 Φε[wε]. (15)
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В разделе 2.3 мы показываем, что при выполнении условий теоремы 1

lim
ε→0

Φε[wε] = Φ[w], (16)

где Φ[w] – функционал, определённый в (14). Из (15), (16) в силу плотности
C2

0 (Ω) в пространстве H̊1(Ω) следует неравенство

lim
ε→0

Φε[uε] 6 Φ[w], ∀w ∈ H̊1(Ω). (17)

В разделе 2.4 мы показываем, что если uε(x) сходится слабо в H̊1(Ω) к
функции u(x) по подпоследовательности ε = εk → 0, то справедливо нера-
венство

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > Φ[u]. (18)

Из (17), (18) следует, что предельная функция u(x) удовлетворяет нера-
венству Φ[u] 6 Φ[w] для произвольной функции w(x) ∈ H̊1(Ω). Следователь-
но, u(x) минимизирует функционал Φ[w] в классе H̊1(Ω) и, значит, является
решением усреднённой задачи (11)-(12).

В разделе 2.5 мы показываем, что усреднённая задача (11)-(12) имеет
единственное решение, значит, вся последовательность продолженных реше-
ний {ũε(x)} сходится сильно в Lp(Ω) к функции u(x), и, следовательно, после-
довательность решений {uε(x)} начальной задачи (1)-(3) сходится в Lp(Ωε,Ω)
к решению u(x) усреднённой задачи (11)-(12).

Предварительно докажем лемму.

Лемма 1 Пусть выполнено условие 1 теоремы 1, тогда для любой функции
w(x) ∈ C1

0 (Ω) справедливо равенство

lim
ε→0

N(ε)∑
i=1

cεi (w(xiε)) =

∫
Ω

c(x,w(x)) dx. (19)

Доказательство. ПустьK ′δ ⊂ Kδ ⊂ K ′′δ – концентрические кубы со сторонами
δ′ < δ < δ′′ соответственно. Рассмотрим функции ϕδ′(x), ϕδ′′(x) ∈ C∞0 (Ω),
удовлетворяющие условиям 0 6 ϕδ′(x) 6 1 и ϕδ′(x) = 1 при x ∈ K ′δ, ϕδ′(x) = 0
при x /∈ Kδ, 0 6 ϕδ′′(x) 6 1 и ϕδ′′(x) = 1 при x ∈ Kδ, ϕδ′′(x) = 0 при x /∈ K ′′δ .

Из определения обобщенной функции cε(x, u) (7) и положительности
функций cεi (u) (8) справедливы неравенства

〈cε(x, u), ϕδ′(x)〉 6
∑

xiε∈Kδ

cεi (u) 6
∑

xiε∈Kδ

cεi (u) 6 〈cε(x, u), ϕδ′′(x)〉.

Перейдём в них к пределу при ε→ 0. Тогда, учитывая условие 1 теоремы 1,
получаем∫
Ω

c(x, u) ·ϕδ′(x) dx 6 lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

cεi (u) 6 lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

cεi (u) 6
∫
Ω

c(x, u) ·ϕδ′′(x) dx.
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Теперь перейдём к пределу при δ′ → δ, δ′′ → δ. Учитывая свойства функций
ϕδ′(x), ϕδ′′(x), заключаем что

lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

cεi (u) = lim
ε→0

∑
xiε∈Kδ

cεi (u) =

∫
Kδ

c(x, u) dx. (20)

Разрежем область Ω на не пересекающиеся кубы Kj
δ со сторонами δ, так

чтобы supp w(x) ∈
⋃
j
Kj
δ , тогда

N(ε)∑
i=1

cεi (w(xiε)) =
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
cεi (w(xiε)), (21)

здесь
∑′ означает, что xiε принадлежит только одному Kj

δ.
Обозначим wj – среднее значение функции w(x) в кубе Kj

δ, тогда так как
w(x) ∈ C1

0 (Ω)

|wj − w(x)| < C · δ, при x ∈ Kj
δ. (22)

Учитывая (21), запишем

N(ε)∑
i=1

cεi (w(xiε)) =
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(cεi (w(xiε))− cεi (wj)) +

∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
cεi (wj), (23)

Оценим первое слагаемое. Из определения cεi (u) (8) и неравенства (22), сле-
дует ∣∣∣∣∣∣∣

∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(cεi (w(xiε))− cεi (wj))

∣∣∣∣∣∣∣ 6
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′ ∣∣cεi (w(xiε))− cεi (wj)
∣∣ 6

6 Cδ
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
bεi = Cδ

N(ε)∑
i=1

bεi .

Применяя неравенство Гёльдера для значения κ2 из условия d2 и пользуясь
этим условием, имеем

N(ε)∑
i=1

bεi 6

N(ε)∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1)

 1
κ2

·

N(ε)∑
i=1

(dεi )
3


κ2−1
κ2

6 C
1
κ2
b |Ω|

κ2−1
κ2 . (24)

Тогда для первого слагаемого в (23) справедлива оценка∣∣∣∣∣∣∣
∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
(cεi (w(xiε))− cεi (wj))

∣∣∣∣∣∣∣ 6 C̃δ, (25)
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где константа C̃ не зависит от ε, δ.
Оценим второе слагаемое в (23). Из (20) с учётом того, что w(x) ∈ C1

0 (Ω)
и c(x, u) ∈ C(Ω, C1(R1)), следует

lim
ε→0

∑
j

∑
xiε∈Kj

δ

′
cεi (wj) =

∑
j

∫
Kj
δ

c(x,wj) dx =

∫
Ω

c(x,w(x)) dx+O(δ) (26)

Из (23), (25), (26) получаем

lim
ε→0

N(ε)∑
i=1

cεi (w(xiε)) =

∫
Ω

c(x,w(x)) dx+O(δ),

и переходя к пределу при δ → 0, получаем требуемое равенство (19).
2.1. Компактность минимизантов функционала (13)
Так как Φε[uε] 6 Φε[0] = 0, то при (α, β) ∈ Λ справедливо неравенство

0 6
∫
Ωε

|∇uε|2 dx+ εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, uε) dΓ 6 2

∫
Ωε

f εuε dx.

Отсюда с помощью неравенства Коши-Буняковского и неотрицательности
функции g(x, uε), получим

‖∇uε‖2L2(Ωε) 6 2 ‖f ε‖L2(Ωε) ‖u
ε‖L2(Ωε) . (27)

Из условия d1 следует, что области Ωε удовлетворяют условию сильной
связности ([18]), т.е. функции uε(x) ∈ H1(Ωε) допускают продолжение ũε(x) ∈
H1(Ω) на всю область Ω с выполнением неравенства

‖∇ũε‖L2(Ω) 6 C1 ‖∇uε‖L2(Ωε) , (28)

где константа C1 не зависит от ε.
Из (27) и (28) и неравенства Фридрихса ‖ũε‖L2(Ω) 6 C2 ‖∇ũε‖L2(Ω) полу-

чим
‖ũε‖H̊1(Ω) 6 C3 ‖f ε‖L2(Ωε) ,

откуда, учитывая сходимость f ε к f в L2(Ω), имеем

‖ũε‖H̊1(Ω) 6 C̃,

где константы C2, C3, C̃ не зависят от ε. Таким образом функции ũε(x) рав-
номерно ограничены по ε в H̊1(Ω). Отсюда следует, что последовательность
функций {ũε(x)} слабо компактна в H̊1(Ω), и, значит, из неё можно выделить
подпоследовательность {ε = εk, k = 1, ...,∞}, слабо сходящуюся в H̊1(Ω) и
в силу компактности вложения H̊1(Ω) ⊂ Lp(Ω) (p < 6) сильно сходящуюся
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в Lp(Ω) к некоторой функции u(x) ∈ H̊1(Ω). Таким образом, подпоследова-
тельность {uεk(x)}∞k=1 сходится в Lp(Ωε,Ω) к функции u(x) ∈ H̊1(Ω).

Далее, мы покажем, что функция u(x) минимизирует функционал (14).
2.2. Построение квазирешений
По произвольной функции w ∈ C2

0 (Ω) построим следующие функции:

wε(x) = wε1(x)− wε2(x), x ∈ Ωε, (29)

wε1(x) = w(x)−
N(ε)∑
i=1

(w(x)− w(xiε)) · ϕ
(
r

4rεi

)
, (30)

wε2(x) =

N(ε)∑
i=1

Aεi
r
· ϕ
(

2r

dεi

)
, (31)

где r = |x−xiε|, ϕ(t) – дважды непрерывно-дифференцируемая и монотонная
на [0,∞) функция, такая что ϕ(t) = 1 для t 6 1/2 и ϕ(t) = 0 для t > 1 и
числа Aεi являются решением уравнения

Aεi = (aεi )
2ε2α+βσ

(
xiε, w(xiε)− Aεi

aεiε
α

)
. (32)

Из свойств функции σ(x, u) следует, что это уравнение имеет единственное
решение.

Используя свойства функций w(x), ϕ(t) нетрудно убедиться, что wε(x) ∈

H1(Ωε, ∂Ω); при x /∈
N(ε)⋃
i=1

B(xiε, dεi/2) : wε(x) = w(x); при x ∈
N(ε)⋃
i=1

B(xiε, 2rεi ) :

∆wε(x) = 0; при x ∈ ∂F εi функция wε(x) удовлетворяет краевому условию (2).
Таким образом, функция wε(x) обладает всеми свойствами квазирешений.

Квазирешения могут быть естественным образом продолжены на множе-
ство F ε:

w̃ε(x) =


wε(x), x ∈ Ωε;

w(xiε)− Aεi
rεi
, x ∈ F εi , i = 1, ..., N(ε),

(33)

здесь значение продолженного квазирешения w̃ε(x) внутри шара F εi (i =
1, ..., N(ε)) постоянно и равно значению на его поверхности ∂F εi , которое обо-
значим

wεi = w(xiε)− Aεi
rεi
. (34)

Из (32) нетрудно видеть, что wεi является решением уравнения

wεi = w(xiε)− εα+βaεiσ
(
xiε, wεi

)
. (35)

Получим необходимые в дальнейшем оценки Aεi и w
ε
i . В силу свойств a1, a2

функции σ(x, u) уравнение (35) имеем единственное решение, которое удовле-
творяет оценке

|wεi | 6 |w(xiε)| (36)
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и может быть при (α, β) ∈ Λ представлено равенствами

wεi =


w(xiε) +O(εα+β) при α+ β > 0;

V ε
i (w(xiε)) при α+ β = 0;

w(xiε)ε−α−β

aεi · σu(xεi , 0)
+O(ε−2α−2β) при α+ β < 0,

(37)

где V ε
i (w(xiε)) – решение уравнения (10) при u = w(xiε).

Из (4), (6), (32), (34) и (37) имеем

Aεi =


σ(xiε, w(xiε)) · bεi +O(ε3α+2β) при α+ β > 0;

σ(xiε, V ε
i (w(xiε))) · bεi при α+ β = 0;

w(xiε) · bεi +O(ε−β) при α+ β < 0.

(38)

Кроме того, из (34)
Aεi = aεi ε

α(w(xiε)− wεi ). (39)

Из (36), (38), (39) в силу свойств функции σ(x, u) при всех (α, β) ∈ Λ спра-
ведливы оценки

Aεi = O(εα),

|Aεi | 6 C
(
|w(xiε)|+ |w(xiε)|1+ν

)
· bεi .

(40)

Далее, положив C1w = max
16i6N(ε)

C
(
|w(xiε)|+ |w(xiε)|1+ν

)
и используя оценку

(24), получаем
N(ε)∑
i=1

|Aεi | 6 C1w

N(ε)∑
i=1

bεi 6 C2w, (41)

константы C1w, C2w не зависят от ε, но зависят от выбора функции w(x).
Для квазирешений справедлива следующая лемма.

Лемма 2 Последовательность продолженных квазирешений {w̃ε(x)} при
ε → 0 сходится слабо в H1(Ω) к функции w(x), при этом функции w̃ε1(x)
сходятся сильно к функции w(x) и функции w̃ε2(x) сходятся слабо к 0.

Доказательство. Обозначим B1
i = B(xiε, 4rεi ) \ B(xiε, 2rεi ), B̂

1
i = B(xiε, 4rεi ).

В силу (30), (33) и оценок (40), (41), имеем

‖w̃ε1−w‖2H1(Ω)6
N(ε)∑
i=1

∫
B̂1
i

(w(x)−w(xiε))2 dx+

∫
B1
i

(w(x)−w(xiε))2

∣∣∣∣∇ϕ( r

4rεi

)∣∣∣∣2dx

+

∫
B1
i

(
2|w(x)− w(xiε)|

(
∇w(x),∇ϕ

(
r

4rεi

))
+ |∇w(x)|2

)
dx

 = O(ε3(α−1)),
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Перейдём к пределу при ε→ 0

lim
ε→0
‖w̃ε1 − w‖H1(Ω) = 0,

таким образом, функции w̃ε1(x) сходятся сильно к функции w(x) в H1(Ω).
Обозначим B2

i = B(xiε, dεi/2) \B(xiε, dεi/4), B̂2
i = B(xiε, dεi/2) \ F εi . В силу

(31), (33), условия d1 и оценок (40), (41), имеем

‖w̃ε2‖2H1(Ω)6
N(ε)∑
i=1

∫
F εi

(Aεi )
2

(rεi )
2
dx+

∫
B̂2
i

(Aεi )
2(r2 + 1)

r4
dx+

∫
B2
i

(Aεi )
2

r2

∣∣∣∣∇ϕ(2r

dεi

)∣∣∣∣2 dx


+

N(ε)∑
i=1

∫
B2
i

2(Aεi )
2

r
·
(
∇1

r
,∇ϕ

(
2r

dεi

))
dx 6 2π

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2dεi +

4π

3

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2rεi

+ 4π

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2

rεi
+ C

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2

dεi
6 8πC2w max

16i6N(ε)
w(xiε) +O

(
εα(1−κ1)

)
6 Ĉ,

где Ĉ не зависит от ε, и, значит, функции w̃ε2(x) равномерно ограничены по
ε в H1(Ω). Кроме того, для любой функции ψ(x) ∈ C2(Ω), имеем

∣∣(w̃ε2, ψ)H1(Ω)

∣∣6N(ε)∑
i=1

|Aεi |

∫
F εi

|ψ(x)|
rεi

dx+

∫
B2
i

1

r
·
∣∣∣∣(∇ϕ(2r

dεi

)
,∇ψ

)∣∣∣∣ dx+

+

∫
B̂2
i

(
|ψ(x)|
r
· ϕ
(

2r

dεi

)
+ ϕ

(
2r

dεi

)
·
∣∣∣∣(∇1

r
,∇ψ

)∣∣∣∣) dx
 6 C1ε

3(α−1)+ C2 max
16i6N(ε)

dεi ,

где константы C1, C2 не зависят от ε. Перейдём к пределу при ε→ 0. В силу
условия d1, получаем

lim
ε→0

(w̃ε2, ψ)H1(Ω) = 0, ∀ψ(x) ∈ C2(Ω).

Таким образом, функции w̃ε2(x) равномерно ограничены по ε и слабо сходятся
к 0 на всюду плотном в H1(Ω) множестве C2(Ω), и, значит, функции w̃ε2(x)
слабо сходятся к 0 в пространстве H1(Ω).

Следовательно, функции w̃ε(x) = w̃ε1(x)+w̃ε2(x) слабо сходятся к функции
w(x) в пространстве H1(Ω).

2.3. Доказательство неравенства (17)
Подставим квазирешение wε(x) (29) в функционал (13) и запишем его в
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следующем виде

Φε[wε] =

∫
Ωε

|∇wε1|2 dx− 2

∫
Ωε

(∇wε1,∇wε2) dx+

∫
Ωε

|∇wε2|2 dx−

− 2

∫
Ωε

f εwε dx+ εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, wε) dΓ.

(42)

Оценим третье слагаемое в (42). Обозначим B̂i = B(xiε, dεi/2)\B(xiε, dεi/4).
Используя определение функций wε2(x) (31), оценки (40), (41), условие d1 для
областей Ωε и применяя интегрирование по частям по областям B(xiε, dεi/4)\
B(xiε, 2rεi ) (i = 1, ..., N(ε)) с учётом равенства ∆w2 = 0 в этих областях, по-
лучаем

∫
Ωε

|∇wε2|2 dx =

N(ε)∑
i=1

∫
B(xiε,dεi /2)\F εi

|∇wε2|2 dx =

N(ε)∑
i=1

 ∫
∂B(xiε,dεi /4)

∂wε2
∂ν
· wε2 dΓ +

+

∫
B̂i

|∇wε2|2 dx+

∫
∂F εi

∂wε2
∂ν
· wε2 dΓ

 6 C1

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2

dεi
+ 4π

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2

rεi
6

6 4π

N(ε)∑
i=1

(Aεi )
2

rεi
+O

(
ε(1−κ1)α

)
= 4π

N(ε)∑
i=1

aεiε
α(w(xiε)− wεi )2 +O

(
ε(1−κ1)α

)
.

В силу (37) при ε→ 0 и (α, β) ∈ Λ, имеем

∫
Ωε

|∇wε2|2 dx =



o(1) при α+ β > 0;

4π

N(ε)∑
i=1

aεi
(
w(xiε)− V ε

i (w(xiε))
)2
εα + o(1)

при α+ β = 0;

4π

N(ε)∑
i=1

aεi
(
w(xiε)

)2
εα + o(1) при α+ β < 0,

(43)

здесь V ε
i (w(xiε)) – решение уравнения (10) при u = w(xiε).

Оценим последнее слагаемое в (42). Так как при x ∈ ∂F εi значение квази-
решения wε(x) = wεi , имеем

εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, wε(x)) dΓ=εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, wεi ) dΓ=4π

N(ε)∑
i=1

(aεi )
2g(xiε, wεi )ε

2α+β.
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Используя определение функции g(x, u) (9) и свойства a1, a2 функции σ(x, s),
оценим g(xiε, wεi ) при α + β 6= 0. В силу (37) при α + β < 0 значения wεi =
O(ε−α−β) малы, тогда

g(xiε, wεi ) = 2

wεi∫
0

σ(xiε, s) ds = 2

wεi∫
0

(
σ(xiε, 0) + σ′s(x

iε, 0)s+O(s2)
)
ds =

= σ′s(x
iε, 0) · (wεi )2 +O((wεi )

3) = O(ε−2α−2β),

при α+ β > 0 значения wεi = w(xiε) +O(εα+β), тогда

g(xiε, wεi )=g(xiε, w(xiε))+2

w(xiε)+O(εα+β)∫
w(xiε)

σ(xiε, s) ds=g(xiε, w(xiε)) +O(εα+β).

Таким образом при ε→ 0 и (α, β) ∈ Λ, имеем

εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

g(xiε, wε) dΓ =



4π

N(ε)∑
i=1

(aεi )
2g
(
xiε, w(xiε)

)
ε2α+β + o(1)

при α+ β > 0;

4π

N(ε)∑
i=1

(aεi )
2g
(
xiε, V ε

i (w(xiε))
)
εα

при α+ β = 0;

o(1) при α+ β < 0.

(44)

В силу формул (8), (42) и полученных оценок (43), (44) при малых ε,
имеем

Φε[wε]=

∫
Ωε

|∇wε1|2 dx−2

∫
Ωε

(∇wε1,∇wε2) dx−2

∫
Ωε

f εwε dx+2

N(ε)∑
i=1

cεi (w(xiε))+o(1).

Перейдём к пределу при ε → 0. Так как w(x) ∈ C2
0 (Ω), в силу (7), условий

теоремы 1, лемм 1, 2, получаем

lim
ε→0

Φε[wε] =

∫
Ω

|∇w|2 dx− 2

∫
Ω

fw dx+ 2

∫
Ω

c(x,w) dx.

Таким образом, для любой функции w(x) ∈ C2
0 (Ω) справедливо равенство

(16), где Φ[w] – функционал, определённый в (14). Учитывая что простран-
ство C2

0 (Ω) плотно в пространстве H̊1(Ω) и uε(x) – минимизант функционала
Φε, мы убеждаемся в справедливости неравенства (17) для ∀w(x) ∈ H̊1(Ω).
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2.4. Доказательство неравенства (18)
Рассмотрим теперь функцию u(x) – слабый предел в H1(Ω) продолженных
решений ũε(x) задачи (1)-(3) по подпоследовательности ε = εk → 0. Как
следует из теорем вложения следы ũε(x) и u(x) на ∂Ω сохраняются и равны
0. Таким образом, функция u(x) ∈ H̊1(Ω).

Мы не можем утверждать, что функция u(x) ∈ C2
0 (Ω), и следователь-

но, не можем построить квазирешение, используя функцию u(x), поэтому,
используя (29)-(31), вначале мы построим квазирешение uεδ(x) для функции
uδ(x) ∈ C2

0 (Ω), такой что
‖u− uδ‖H1(Ω) 6 δ (45)

для произвольного малого δ > 0.
Представим решение задачи (1)-(3) в форме

uε(x) = uεδ(x) + ζεδ (x), (46)

так как функции uε(x), uεδ(x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω), тогда ζεδ (x) ∈ H1(Ωε, ∂Ω). Про-
должим квазирешение uεδ(x) в шары F εi описанным ранее способом (33). Про-
должение функции ζεδ (x) определим соответственно

ζ̃εδ (x) = ũε(x)− ũεδ(x). (47)

Так как последовательность продолженных решений ũε(x) сходится слабо
в H1(Ω) к функции u(x) по подпоследовательности ε = εk → 0 (k = 1, ...,∞) и
последовательность функций ũεδ(x) в силу леммы 2 сходится слабо в H1(Ω) к
функции uδ(x) при ε→ 0, тогда последовательность функций ζ̃εδ (x) сходится
слабо в H1(Ω) к функции u(x) − uδ(x) по подпоследовательности ε = εk →
0 (k = 1, ...,∞).

Подставляя функцию uε(x) (46) в функционал (13) и пользуясь теоремой
о среднем для функции g(x, u) на интервале (uεδ, u

ε
δ + ζεδ ), запишем

Φε[uε] = Φε[uεδ] +

∫
Ωε

|∇ζεδ |2 dx+ 2

∫
Ωε

(∇uεδ,∇ζεδ ) dx− 2

∫
Ωε

f εζεδ dx+

+ 2εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

σ(xiε, uεδ + ζ̂εδ )ζεδ dΓ,

где 0 6 ζ̂εδ 6 ζεδ при ζεδ > 0 и ζεδ 6 ζ̂εδ 6 0 при ζεδ < 0. Далее, учитывая
представление (29)-(31) uεδ(x) = uεδ1(x) + uεδ2(x), с помощью интегрирования
по частям с учётом краевого условия, получаем

Φε[uε] = Φε[uεδ] +

∫
Ωε

|∇ζεδ |2 dx+ 2

∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx− 2

∫
Ωε

∆uεδ2ζ
ε
δ dx−

−2

∫
Ωε

f εζεδ dx+ 2εβ
N(ε)∑
i=1

∫
∂F εi

(
σ(xiε, uεδ + ζ̂εδ )− σ(xiε, uεδ)

)
ζεδ dΓ.
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Отсюда, в силу монотонности функции σ(x, u), следует

Φε[uε] > Φε[uεδ]− 2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx

∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∆uεδ2ζ
ε
δ dx

∣∣∣∣∣∣− 2

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

f εζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ . (48)

Оценим слагаемые в правой части этого неравенства.
Пользуясь неравенствами Коши-Буняковского и (45) и учитывая, что

функции ũεδ1(x) сходятся сильно в H1(Ω) к функции uδ(x) при ε → 0,
ζ̃εδ (x) сходятся слабо в H1(Ω), и в силу компактности вложения H1(Ω) ⊂
Lp(Ω) (p < 6) сильно в Lp(Ω), к функции u(x) − uδ(x) по подпоследователь-
ности ε = εk → 0 и f ε(x), продолженные нулём на множество F ε, сходится
слабо в L2(Ω) к функции f(x), получаем

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

(∇uεδ1,∇ζεδ ) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(∇ũεδ1,∇ζ̃εδ ) dx

∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

(∇uδ,∇(u− uδ)) dx

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖uδ‖H1(Ω) · ‖u− uδ‖H1(Ω) 6 ‖uδ‖H1(Ω) · δ.

(49)

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

f εζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ = lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f̃ εζ̃εδ dx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

f(u− uδ) dx

∣∣∣∣∣∣ 6
6‖f‖L2(Ω) · ‖u− uδ‖L2(Ω) 6 ‖f‖L2(Ω) · ‖u− uδ‖H1(Ω) 6 ‖f‖L2(Ω) · δ.

(50)

Обозначим Bi = B(xiε, dεi/2) \B(xiε, dεi/4), B̂i = B(xiε, dεi/2). Используя свой-
ства функций ϕ(t), uδ(x), условие d2 для областей Ωε и неравенства Коши-
Буняковского и Гёльдера при значении κ2 из условия d2, а также значение
объёма шара |B̂i| = π

6 (dεi )
3, получаем∣∣∣∣∣∣

∫
Ωε

∆uε2δ · ζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ 6
N(ε)∑
i=1

∫
Bi

|∆uε2δ · ζεδ | dx 6 C1

N(ε)∑
i=1

|Aεi [uδ]|
(dεi )

3

∫
Bi

|ζεδ | dx 6

6C2

N(ε)∑
i=1

|uδ(xiε)|1+νbεi
(dεi )

3

∫
B̂i

|ζ̃εδ | dx6C2

N(ε)∑
i=1

|uδ(xiε)|1+νbεi
(dεi )

3
|B̂i|1−1/p1‖ζ̃εδ‖Lp1 (B̂i)

6

6 C3

N(ε)∑
i=1

(bεi )
κ2

(dεi )
3(κ2−1)

 1
κ2

N(ε)∑
i=1

|uδ(xiε)|(1+ν)p2 |B̂i|

1/p2

‖ζ̃εδ‖Lp1 (Ω) 6

6 C4‖uδ‖1+ν
L(1+ν)p2 (Ω)

‖ζ̃εδ‖Lp1 (Ω),

где 1
p1

+ 1
p2

+ 1
κ2

= 1. В силу условий a2, d2 имеем 2+ν
6 < 1

p1
+ 1

p2
6 1

2 и, значит,
мы можем выбрать такие p1, p2, чтобы p1 < 6 и (1 + ν)p2 < 6. Используя
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далее тот факт, что пространство H1(Ω) компактно вложено в пространство
Lp(Ω) при p < 6, получаем справедливость следующей оценки

lim
ε=εk→0

∣∣∣∣∣∣
∫
Ωε

∆uε2δ · ζεδ dx

∣∣∣∣∣∣ 6 C̃‖uδ‖1+ν
H1(Ω)

· lim
ε=εk→0

‖ζ̃εδ‖Lp1 (Ω) = C̃‖uδ‖1+ν
H1(Ω)

·

· ‖u− uδ‖Lp1 (Ω) 6 C̃‖uδ‖1+ν
H1(Ω)

· ‖u− uδ‖H1(Ω) 6 C̃‖uδ‖1+ν
H1(Ω)

· δ.

(51)

Перейдём в неравенстве (48) к пределу при ε = εk → 0. Используя оценки
(49), (50), (51), получаем

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > lim
ε=εk→0

Φε[uεδ]− 2
((
C̃‖uδ‖νH1(Ω) + 1

)
· ‖uδ‖H1(Ω) + ‖f‖L2(Ω)

)
· δ.

Перейдём в этом неравенстве к пределу при δ → 0. Учитывая непрерывность
функционала Φ в H1(Ω) и равенство (16) при wε = uεδ, w = uδ, получаем

lim
ε=εk→0

Φε[uε] > lim
δ→0

Φ[uδ] = Φ[u].

Таким образом, неравенство (18) доказано.
2.5. Единственность решения усреднённой задачи (11)-(12)
Рассмотрения требуют лишь случаи, когда параметры (α, β) принадлежат

ломанной `1 ∪λ0 ∪ `2. Поскольку при (α, β) ∈ Λ \ {`1 ∪λ0 ∪ `2} c(x, u) = 0 (т.е.
cu(x, u) = 0) и задача (11)-(12) становится задачей Дирихле для уравнения
Пуассона.

Будем рассматривать функцию cε(x, u), заданную формулой (7), как
обобщённую функцию переменных x, u из D′(Ω × R1), зависящую от па-
раметра ε ([19]). Рассмотрим обобщённую функцию c̃ε(x, u) ∈ D′(Ω × R1) :

c̃ε(x, u) = ∂2

∂2u
cε(x, u) =

N(ε)∑
i=1

c̃εi (u) · δ(x− xiε). В силу формул (8), (9), (10) при

(α, β) ∈ `1 ∪ λ0 ∪ `2 имеем

c̃εi (u) =


4π(aεi )

2σu(xiε, u)ε3, при (α, β) ∈ `1;

4π(aεi )
2σu(xiε, V ε

i )

1 + aεiσu(xiε, V ε
i )

ε3, при (α, β) ∈ λ0;

4πaεi ε
3, при (α, β) ∈ `2.

(52)

Из условия 1 теоремы 1 следует, что функции c̃ε(x, u) сходятся в слабой то-
пологии D′(Ω) к второй производной ∂2

∂u2
c(x, u). В силу свойства функции

плотности поглощения σ(x, u) (σu(x, u) > 0) и формул (52) имеем c̃εi (u) > 0.
Отсюда заключаем, что вторая производная ∂2

∂u2
c(x, u) > 0 и следовательно

справедливо неравенство

(cu(x, u1)− cu(x, u2))(u1 − u2) > 0 ∀u1, u2 ∈ R1. (53)
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Предположим, что существует два различных решения u1(x) и u2(x) за-
дачи (11)-(12). Тогда их разность u1(x) − u2(x) будет удовлетворять соотно-
шениям

−∆(u1 − u2) + (cu(x, u1)− cu(x, u2)) = 0 в Ω, (54)

u1 − u2 = 0 на ∂Ω, (55)

Умножим (54) на u1(x) − u2(x) и проинтегрируем по области Ω. Применяя
интегрирование по частям и (55), получаем∫

Ω

|∇(u1 − u2)|2 dx+

∫
Ω

(cu(x, u1)− cu(x, u2))(u1 − u2) dx = 0.

В силу (53) из этого равенства следует, что u1(x) = u2(x) при почти всех
x ∈ Ω и единственность решения u(x) усреднённой задачи (11)-(12) доказана.
Теорема доказана.
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